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(a) ()

FIGURA 16

(La condicién «0 < x—a <3» es equivalente a «0 < |x—a|<<8 y x> a»)
Los «limites desde abajo» (figura 17) se definen de manera andloga: lim f(x) =

[o lim f(x) =[] significa que para tcdo € > 0 existe un & > 0 tal que, para todo x,

zia

si0 < a — x < §,entonces |f(x) — I] < &.

FIGURA 17

Es posible considerar limites desde abajo y desde arriba aunque la funcién
esté definida tanto para valores mayores como para valores menores que a. Asi,
para la funcidn f de la figura 13, se tiene

lim f(x) =1 y lim f(x) = —1.
z—0* z—0"

Constituye un ejercicio facil (problema 29) demostrar que lim f(x) existe si y solo

r—ae

si los dos limites lim f(x) y lim f(x) existen y son iguales.

r—at Tr—a

Lo mismo que las definiciones de limite desde arriba y desde abajo introdu-
cidas informalmente en el texto, existen otras modificaciones del concepto de
limite que resultan dtiles. En el capitulo 4 se dijo que si x es grande, entonces
sen 1/x estd cerca de 0. Este resultado se escribe por lo general
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FIGURA 18

lim sen 1/x = 0.

TN

LEl simbolo lim f(x) se lee «limite de f(x) cuando x tiende hacia co», 0 «cuando x se

3 TN

P hace infinito», y un limite de la forma lim f(x) suele llamarse limite en el infinito.
r—x

$.a figura 18 ilustra una situacién general donde es lim f(x) = I Formalmente,

X
fip v

Blim f(x) = I significa que para todo € > 0 existe un nimero N tan grande, que,

B w00

si x> N, entonces |f(x)— 1| < e.

be quedar clara la analogia con la definicién de limites ordinarios: mientras
condicién «0 < |x—a| < 8» expresa el hecho de que x estd cerca de g, la
seondicion «x > N» expresa el hecho de que x es grande.

I Hemos dedicado tan poco tiempo a los limites desde arriba y desde abajo,
fasi como a los limites en el infinito, porque la idea general que se oculta tras las
finiciones debe quedar clara una vez que se ha comprendido la definicién de
mites ordinarios (que son, con mucho, los mds importantes). Sobre estas defini-

[PROBLEMAS

¥ 1. Hallar los siguientes limites. (Estos limites se obtienen todos, después de al-
4 gunos cdlculos, de las distintas partes del teorema 2; téngase cuidado en ave-
riguar cudles son las partes que se aplican, pero sin preocuparse de escribirlas.)

2
(i) limZ~

-z ———
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N .
(ii) z:m )
3 —
) 1
(iii) lim 2
(iv) lim ).
z=y X — )
(v) lim —r.
y=x X — ) _
) \/a e o \/a
(vi) lim
h—0 h
Hallar los limites siguientes:
@ lim l_?_\é‘
z-»1 1 - X
.. R 8 B
G) lim ———
z-»0 X
L1l —v1—x?
(iii) lim ————
z—0 X
‘En cada uno de los siguientes casos, encontrar un & tal que, [f(x)—I| <&
para todo x que satisface 0 < |x —a| < 8.
@) flx) = %1 = a’.
@) f) = Sa=1,0=1.
x
1
(iii) f(x) =xt+~a=1,1=2.
- x
. x
iv =————:a=0,l=0.
V) ftx) 1 4+sen?x ¢
V) f(x) = Vix|;a=0,1=0.
Vi) f(x) = Ve a=1,1=1.

Para cada una de las funciones del problema 4-17, decir para qué nimeros a
existe el limite lim f(x).

*—ra

*5.

10.
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(a) Hégase lo mismo para cada una de las funciones del problema 4-19.
(b) El mismo problema usando decimales infinitos que terminen en una fila

de ceros en lugar de los que terminan en una fila de nueves.
Supdngase que las funciones f y g tienen la siguiente propiedad: Para todo
€>0 y todo x,

2
si0 < |x — 2| <sen? (%) + &, entonces |f(x) — 2| < ¢,

si 0 < |x — 2| < €2, entonces |g(x) — 4| < e.
Para ctada € > 0 hallar un 8 > 0 tal que, para todo x,
(i) Si0 < |x — 2| < 8, entonces |f(x) + g(x) — 6] < e.

(ii) Si0 < |x — 2| < &, entonces |f(x)g(x) - 8| < e

(iii) Si0 < |x — 2] < &, entonces ( ) - %l
(iv) Si0 < |x — 2| < &, entonces ZE—) %’ <e

Dese un ejemplo de una funcién f para la cual la siguiente proposicion sea

falsa: Si |f(x) — | <& cuando 0 < |x — a| <3, entonces |f(x) — I| <&/2 cuan-

do 0 < |x—a| < §/2.

(a) Si no existen los limites lim f{(x) y llm g(x), ;pueden existir hm fx) +
+ g(x)] o lim f(x)g(x)?

(b) Si existen los limites lim f(x) y lim [f(x) + g(x)], (debe existir lim g(x)?

z—a =G 2—a
(¢) Si existe el limite lim f(x) y no exxste el limite lim g(x), ¢(puede exis-
z—a z—a

tir lim [f(x) + g(x)]?

z—a

(d) Si existen los limites lim f(x) y lim f(x)g(x), ;se sigue de ello que existe

lim g(x)?
Demostrar que lim f(x) = llm fla + h). (En este ejercicio se trata principal-

—>a

mente de comprender el 51gn1ﬁcado de los términos.)
(a) Demostrar que lim f(x) = I si y sélo si lim [f(x) — ] = 0. (Véase primero

z—a z—ra

por qué la proposicién es evidente; dar después una demostracién rigu-
rosa. En este capitulo la mayor parte de los problemas en los que se
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piden demostraciones deben tratarse de la misma manera.)
(b) Demostrar que lim f(x) = lim f(x — a).

z-ra r—0

(c) Demostrar que lim fx) = lim f(x*).
(d) Dar un e]emplo en el que exnsta llm f(x*), pero no hm f(x).

Supéngase que existe un 3 > 0 tal que f(x) = g(x) cuando 0< lx—al <8
Demostrar que lim f(x) = lim g(x). Dicho de otro modo, lim f(x) depende

z—a z—a z—a

solamente de los valores de f(x) cuando x estd cerca de a; este hecho se

expresa a veces diciendo que los limites constituyen una «propiedad locals.

(Ser4d conveniente usar &', o alguna otra letra, en lugar de §, en la definicién

de limites.)

(a) Supdngase que f(x) = g(x) para todo x. Demostrar que lim f(x) = lim g(x),
z—a e—a

siempre que estos limites existan.
(b) (De qué modo puede obtenerse una hipdtesis mds débil?
(©) Si f(x) < g(x) para todo x, ;se sigue de ello necesariamente que lim f(x) <

< lim g(x)? o
Supdngase que f(x) < g(x) < h(x) y que lim f(x) = lim h(x). Demostrar que

T=>a

existe lim g(x) y que lim g(x) = 1|m flx) = ]|m h(x). (Trécese un dibujo.)

2—a r—a T—>

(a) Demostrar que si hm fx)x = I y b£0, entonces lim f(bx)/x = bl. Indi-

z2—0
cacion: Pdngase f(bx)/x = b[f(bx)/bx].
(b) (Qué ocurre si b = 0?
(c) La parte (a) nos permite hallar lim(sen 2x)/x en funcién de lim(sen x)/x.

r—v T—0

Hallar este limite por otro procedimiento.
Calcular los limites siguientes en funcién del nimero a = ling (sen x)/x.
poe

() lim sen 2x.
20 X

(i) lim 3292
z-0 Sen bx

2
(i) lim S0 2%,
" z-0 X

2
(iv) lim S22,
z-0 xz

16.

17.

18.

19.
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.. 1 —cosx
v) 1213')1 x?
(vi) lim 8% + 2

-0 X + X2

iy 1 X sen x
(vil) lim —=——.
-0 1 — cos x

sen(x + &) — sen x

(viil) lim

h->0 h
2 _
(ix) 12121 senix_ 1 1)
(x) lim 20 T seny),

z-0 (x + senx)?

(i) lim (s2 = 1)* sen (- )

-1

(a) Demostrar que si lim f(x) = I, entonces lim |f|(x) = |I|.

(b) Demostrar que si lim f(x) =1y 11m g(x) = m, entonces lim max(f, gXx) =

= max(/, m) y lo mismo para el mmlmo
(a) Demostrar que lim 1/x no existe, es decir, demostrar que, cualquiera que

faadl

sea /, lim 1/x = [ es falso.

z—0

b) Demostrar que lim 1/(x — 1) no existe.

z—)

Demostrar que si lim f(x) = I, entonces existe un nimero 8 >0 y un nime-

ro M tal que [f(x)| <aM si 0 <|x—a| < 8. ((Cémo puede verse esto grifica-
mente?) Indicacién: (Por qué basta con demostrar que [— 1 < flx) <[+ 1
para 0 < |x—a| < 8?
Demostrar que si f(x) = 0 para x irracional y f(x) =1 para x racional, en-
tonces no existe lim f(x) cualquiera que sea a.

T>ra
Demostrar que si f(x) = x para x racional y f(x) = —x para x irracional,
entonces lim f(x) no existe si a=£0.

z—a

(a) Demostrar que si lim g(x) = 0, entonces lim g(x) sen 1/x = 0.

0 z—0

(b) Generalizar este hecho como sigue: Si lim g(x) =0 y |A(x) =M para
20

todo x, entonces lim g(x)h(x) = 0. [Naturalmente la parte (a@) es innece-
£—0

saria si se consigue hacer la parte (b); en realidad la formulacién de la
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parte (b) puede facilitar las cosas mds que (a) y ésta es una de las ven-
tajas de la generalizacidn.]
Considérese una funcion f con la siguiente propiedad: Si g es una funcién
cualquiera para la cual no existe el lim g(x), entonces tampoco existe

z-+0

lim [f(x) + g(x)]. Demostrar que esto ocurre si y sélo si lim f(x) existe. Indi-
a—0

z—0

cacién: Esto es en realidad muy ficil: La suposicién de que no existe
lim f(x) lleva inmediatamente a una contradiccién si se considera una g con

z—0

la condicién dicha. ‘

Este problema es el andlogo del problema 22 cuando f+ g se sustituye

por f-g. En este caso la situacidn es considerablemente mds compleja y el

anélisis debe hacerse en varias etapas (el lector que desee un problema dificil

puede buscar una solucién independiente).

(a) Supdngase que existe lim f(x) y es % 0. Demostrar que si lim g(x) no
0

20

existe, entonces tampoco existe lim f(x)g(x).

—0
(b) Demostrar el mismo resultado si lim |f(x)] = co. (La definicién precisa
=0
de este tipo de limite se da en el problema 37.)
{c) Demostrar que si no se cumple ninguna de estas dos condiciones, enton-
ces existe una funcién g tal que lim g(x) no existe, pero existe lim f(x)g(x).
a—0

20

Indicacién: Considerar por separado los dos casos siguientes: (1) Para
algdn € > O se tiene |f(x)] >¢ para todos los x suficientemente pequefios.
(2) Para todo £> 0, existen x tan pequefios como se quiera con |f(x)| < €.
En el segundo caso, empiécese por elegir puntos x, con |x,| < 1/n y
|fCxa)| < 1/n.
Supdngase que, para todo nimero natural n, 4, es un conjunto finito de
numeros en [0, 1], y que A, y A, carecen de elementos comunes si m =~ n.
Definase f como sigue:

1 ) .
flx) = { /n, si x estd en A, o
0, si x no estd en A4, para ningin n.

Demostrar que lim f(x) = 0 para todo a de [0, 1].

z—>a

Expliquese por qué son correctas las siguientes definiciones de lim f(x) = I:

z—a

Para todo & > O existe un € > 0 tal que, para todo x,

(i) SiO0 < |x — a| < &, entonces |f(x) — {| < 4.

*26.

27.

*28.

29.
30.

*31.
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(ii) Si0 < |x — a] < &, entonces | f(x) — {| < 6.
(iii) Si0 < |x — a| < &, entonces |f(x) — ] < 56.
(iv) Si0 < |x — a| < &/10, entonces |f(x) — {| < 6.

Ponganse ejemplos para demostrar que las siguientes definiciones de
lim f(x) =1 no son correctas.

r—a

(a) Para todo 8> 0 existe un ¢ >0 tal que si 0 < |x—a] <3 entonces
[fx)— 1| <e.
(b) Para todo €>0 existe un 3>0 tal que si |f(x)—1{ <e, entonces
0<|jx—ada <.
Para cada una de las funciones del problema 4-17 indiquese para qué nu-
meros a existen los limites laterales lim f(x) y lim f(x).
r—at r—a-

(a) Hagase lo mismo para cada una de las funciones del problema 4-19.
(b) Considérese también lo que ocurre si se usan decimales que terminan

en una fila de ceros en vez de decimales que terminan en nueves.
Demostrar que lim f(x) existe si lim f(x) = lim f(x).

zr—a z—at r—=ra-

Demostrar que

(i) li_’rgf(x) = zlir(l)l_f(—x)-
(ii) lgr;f(lxl) = iir;gf(x)-
(iif) ii_’n; fx®) = iggl f(x).

(Estas ecuacionei y otras como ellas son susceptibles de diversas interpreta-
ciones. Pueden significar solamente que los dos limites son iguales si es que
ambos existen; o que si uno determinado de ellos existe, el otro también
existe y es igual a él; o que si cualquiera de los dos existe entonces el
otro existe y es igual a él. Decida el lector por si mismo cudles de estas in-
terpretaciones son adecuadas.)

Supéngase que lim f(x) < lim f(x). (1listrese esta proposicién con un dibujo.)

r—a- z—at

Demostrar que existe algin 8 > 0 tal que f(x) < f(y) siempre que x < a <Y,
[x—a|l <8 e|y—a|l <8 {Se cumple la reciproca?
Demostrar que lim (a,x" + ... + a,)/(b,x™ + ... + b,) existe si y s6lo si

z2—

m=n. ;{Cuil es el limite cuando m = n? (Y cudndo m > n? Indicacién:
El limite facil es lim 1/x* = 0; consigase mediante alguna manipulacién alge-

2%

braica que ésta sea la unica informacion necesaria.
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Hallar los limites siguientes

) . x+sen®x
®  lIm 5
. . X sen x
@) lm 5

(i) lim Vx® + x — x.

z»®

. . x%(1 4sen’x)
(iv) lx_.rg (x + sen x)?

Demostrar que lim f(1/x) = lim f(x)
z— 0% z—®
Hallar los limites siguientes en funcién del nimero a = lim (sen x)/x.
x—0

() lim 0%

>0 X

(ii) lim x senl-
x

T

Definir “ lim f(x) = 1.”

Z—r —®

(a) Hallar lirfl (@anx™ 4+ -+ F ag)/(bux™ + - - - + bo).

(b) Demostrar que lim f(x) = lim f(—x).

r— — ®

(c) Demostrar que lim f(1/x) = lim f(x).
z—0- r— —o

- Definimos lim f(x) = oo en el sentido de que para todo N existe un 8 >0

tal que, para todo x; si 0 < |[x — 4| < 8, entonces f(x) > N. (Trazar un dibujo
adecuado.)
(a) Demostrar que lim 1/(x — 3)* = oo.

T--»3

(b) Demostrar que si f(x) >¢ >0 para todo x, y lim g(x) = 0, entonces

lim f(x)/g(x) = .

z—a

(a) Definir lim f(x) = o0, lim f(x) = o0 y lim f(x) = o. (O por lo menos con-

r—a* r—a-

39.

40.

41.
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vénzase el lector que podria escribir las definiciones si tuviera humor
para ello. ;Cudntos otros simbolos podria definir?)
(b) Demostrar que lim 1/x = co.

U+

(c) Demostrar que lim f(x) = oo si ysolo si lim f(1/x) = oo.

Hallar los siguientes limites, si existen
.ox 4 =7

. lim % )

(l) xl—f:: 7x2 - X + 1

(ii) lim x(1 + sen%).

Z-»00
(iii) lim x sen? x.

z-»0

(iv) lim x%sen }(

T+

(v) lim Vx? 4+ 2x — x.

i) lim x(Vx + 2 — V).
(vii) lim }—/g—l

(a) Hallar el perimetro de un n-dgono regular inscrito en una circunferen-
cia de radio r; para las funciones trigonométricas que entren en juego,
utilizar el radian como argumento.

Solucién: 2rn sen(w/n).
(b) (A qué valor se aproxima este perimetro cuando n es muy grande?

Una vez ya en la imprenta el manuscrito de la primera edicion de este libro,

., , L. . 2
s¢ me ocurrié una manera mucho mds sencilla de demostrar que lim x° =
=¢, ylimx = a’, sin pasar por todos los pasos de la pdgina 83. Supon-

x—a

gamos que queremos demostrar que lim x* = d°, siendo a >0. Dado ¢>

X—a
> 0 hacemos simplemente que & sea el minimo de Va’+¢-a y a -

- /@ + ¢ (ver figura 19); entonces |x - a| < & implica que Va*-¢ < «x
< v/ a® +¢, de modo que i -e<x*<a+e o0 |x2 —a2| < ¢e. Por fortuna
no llegué a tiempo para introducir estos cambios, puesto que esta «demos-
tracién» es totalmente falsa. ;Dénde se encuentra el fallo?
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J(v) = g2

FIGURA 19




