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Nombre completo:

Correo electronico:

Instrucciones: Este examen consta de cinco problemas. FEn cada
ejercicio se pide una demostracion completa, pero no exageradamente
detallada. Use su buen juicio para decidir el nivel de detalle requerido.
El tiempo para resolver este examen es de dos horas.

(1) ¢Es inductivo el conjunto J = {z € R: —8z — 84 < 2% — 10z} .

Solucion: Antes de empezar “a dar patadas”, observe que

J ={reR:—-8r—84<z?—10z}
={reR:-8<z?—2zx+1}
={reR:-83< (z—1)%
=R.

Por eso el conjunto J si es inductivo.

(2) Demuestre por induccién sobre n € N que si r € R\ {1},
entonces
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Solucién: Para n = 1 tenemos
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Ahora si suponemos vélido para n, verifiquemos para n+ 1. En
efecto,

Ldr+r2 4™ =1 4r+r 44 r) 7]

_en+1
— 1 1':T + rnJrl
1—rntlppntl(1—p)
1—r

1—pnt2

1—r
Por el Principio de Induccién comprobamos la veracidad de la
expresion.

Si a es un numero racional y b es un nimero irracional, ;jes
necesariamente a + b un ntmero irracional? ;Y si ambos, a y
b, son irracionales?

Solucion: Si a + b fuera un nimero racional, como la suma
de dos numeros racionales es un nmuero racional entonces b =
(a+b) + (—a) es también un nimuero racional, lo cual es una
contradiccién.

Por otro lado, observe que V2 y —+/2 son ambos nimeros
irracionales pero que v/2 + (—\/5) es un ntmero racional.

Sean A, B C R, no vacios y acotados superiormente. Sea
S={reR:(JacA)(FbeB)(xr=a+0b)}.
Demuestre que sup S existe y que sup S = sup A + sup B.

Solucién: Como A y B no son vacios, podemos considerar
ag € Ay by € B, para tener que ag + by € S, por eso S # ().
El Axioma del Supremo garantiza que A y B tienen supremo.
Pongamos o« = sup A y = sup B. Observe que si x € S,
entonces * = a + b para algin a € A y algiin b € B. Entonces
r=a+b< a4+, conlo que a+ § es una cota superior de S;
por eso S si tiene supremo.

Veamos que a + § es la minima de las cotas superiores de S.
En efecto, seane > 0y a; € A, by € B tales que a—%/5 < a1 < «
y B —%/2 < by <p. ;Por qué podemos argumentar con estos a;
y bl?

Sumando lado a lado las dos desigualdades tenemos que

a+p+e<ar+b <a+f;



3

lo cual establece que a+ (8 es la minima de las cotas superiores
para S.

Considere la funcién real

f(2) Va2 +2x—1

x) = )
3+ 32 +3r+1

., Cual es el dominio maximo de esta funcién?

Solucion: Para conocer el dominio maximo de la funcién debe-
mos investigar para qué ntimeros z tenemos que 22 +2z—1 > 0
y 23+ 322 +3x+1#£0.

Observe que 22 +2x — 1 > 0 es equivalente a 2%+ 2z +1 > 2,
o bien a (x +1)? > 2; de aqui que debe ser que z > —14 /2 0
r < —(1++/2). Es decir,

x € (—00, —(1+V2)) U (V2 —1,+0).

Por otro lado, es facil (o no tan dificil) notar que xyg = —1 es
una raiz de la ecuacién 2% + 322 + 3z + 1 = 0; por eso tenemos
que x® + 32> +3x + 1 = (x + 1)(2* + 22 + 1), o bien que
23+ 32?2+ 3x + 1 = (z + 1)>. Por lo tanto, —1 es la tinica raiz
de la ecuacién x? + 32? + 3z + 1 = 0.

Como —1 ¢ (—o0, —(1++/2)) U (1 ++/2, +00), resulta que el
dominio maximo de la funcién f es

(=00, —(1+V2)) U (V2 -1, +00).



