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Instrucciones: Este examen consta de cuatro problemas. FEn cada ejercicio se pide una
demostracion completa, pero no exageradamente detallada. Use su buen juicio para decidir
el nivel de detalle requerido. El tiempo para resolver este examen es de dos horas.

(2) Considere la sucesion (wy,)neny donde wy = 2y wy41 = /2w, — 1, para cada n € N.

(a)

(b)

Demuestre que esta sucesiéon esta acotada inferiormente.

Solucion: Es facil observar que todos los términos de la sucesiéon son positivos,
por eso la sucesion es acotada inferiormente.

Demuestre que esta sucesion es decreciente.

Solucién: Procederemos por induccion para demostrar que para todo n € N
se tiene que w,1 < w,. En efecto, es claro que V3 = wy < wy. Supongamos
ahora que para alguna n € N tenemos que w1 < w,; entonces 2w, ;3 — 1 <
2w, — 1y asi wyr2 = V2w — 1 < V2w, — 1 = w,41, como se necesitaba
demostrar para luego emplear el Principio de Induccién.

Si la sucesion tiene limite, encuéntrelo. Si la sucesion no tiene limite, exponga
algunas razones por las que asi es.

Solucion: Claro que la sucesiéon tiene limite puesto que es una sucesion decre-
ciente y acotada inferiormente. Sea ¢ el limite de esta sucesion. Entonces

(= lim wpq = lim 2w, — 1 = \/2. lim w, — 1 =20 — 1,
n—oo n—oo

n—oo

o bien (> — 20 +1 = 0; es decir, ({ —1)2 =0. Asi £ = 1.

(1) Use la definicién de limite de sucesiones para demostrar que

lim (\/n2 +2n — \/n2+n> =1/,

n—00
1



Solucién: Debo empezar por ofrecer una disculpa. Cuando decidi seleccionar este
ejercicio para el examen hice un esbozo de cémo realizar la demostracion, pero de
algin modo me equivoqué (cosa que no es extrana en mi) y pensé que las cuentas
eran mucho mas sencillas de lo que en realidad resultaron. De cualquier modo, era
un ejercicio conocido por Ustedes porque era de los ejercicios de la tarea.

Como siempre, empecemos por fijar un € > 0. Ahora,

[(Vn2+2n—vn?+n) =Y, = |¢7—m sziz (Vn2 +2n —Vn? +n) — Y/,
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Por eso, hace falta escoger ny € N de modo que ng > /. para lograr que si n > ny
se tenga que | (\/ n?+ 2n —v/n? + n) — /5| < e. En conclusién, hemos comprobado
que

lim <\/n2 +2n — Vn? +n> =1.

n—o0

(3) Supéngase que 0 < x < y y encuentre

n n 1/”
. (a: +y )
lim [ —2 .
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Solucién: Observe que para cada n € N se tiene que
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también recuerde que en clase se demostré que para z € Rt se tiene que ¥z — 1.
Por lo tanto, al tomar limites en las desigualdades anteriores nos lleva a que
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y asi

(4) Demuestre que la sucesién (22),ey es una sucesién que converge a cero. (Sugerencia:
Use el hecho de que para 1 < k < n se tiene que ¥/, < 1.)
Solucién: Que dicha sucesion converge a cero se sigue de las siguientes desigual-
dades (en las que se ha empleado la sugerencia),

<

! 2
0< —=_-. 2~ 2 = .2,
n

S|
S|



