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1. Introducción

Obviamente, la primera estructura matemática importante que conocemos es el
sistema de los números reales. Muchos de nosotros creemos, de manera algo ingenua,
que los comprendemos desde los primeros años, pero con el tiempo nos damos cuenta
de todo lo que realmente desconocemos sobre los números reales, R. La segunda
estructura significativa que encontramos es la de un espacio vectorial, muy ligada,
por cierto, a los números reales. Los cursos elementales de álgebra lineal se centran
principalmente en espacios vectoriales de dimensión finita sobre el campo de los
números reales (o de los números complejos, C). Pocas veces se nos habla de un
espacio concreto de dimensión infinita: por ejemplo, los números reales, R, como
espacio vectorial sobre el campo de los números racionales, Q.

En esta nota, presentamos algunos aspectos que consideramos interesantes so-
bre el hecho de que los números reales son un espacio vectorial sobre los números
racionales. Todos los resultados presentados se pueden encontrar en algún lugar de
los textos citados al final en la bibliografía. La segunda sección comienza de ma-
nera muy elemental, presentando algunas aplicaciones inmediatas y diferentes bases
algebraicas para los números reales como espacio vectorial sobre los racionales; es
decir, bases con diversas propiedades que suelen aparecer en el estudio topológico
o analítico. La tercera sección aborda bases algebraicas para otros espacios vecto-
riales, y en la cuarta sección presentamos una base algebraica conexa de un espacio
popular. También incluimos un Apéndice que complementa el teorema de Erdős y
Kakutani, teorema 2.6.

Hemos tratado de hacer esta nota autocontenida en su mayor parte, del lec-
tor solamente suponemos cierta madurez matemática y conocimientos básicos de
álgebra lineal, cálculo, topología y los principales aspectos de teoría de conjuntos.
Nuestra notación es la usual a la de textos que tratan con nociones topológico
conjuntistas. Por ejemplo, nosotros denotamos al conjunto de los números natu-
rales indistintamente por N o por el símbolo del primer ordinal infinito, ω. Para
nosotros los números ordinales son conjuntos bien ordenados cuyos elementos son
los números ordinales más pequeños. Con esta idea en mente, se puede pensar que
la Hipótesis del Continuo es la afirmación de que existe una biyección (y por lo
tanto una enumeración) entre R y ω1, el primer ordinal no numerable. En otras
palabras, CH dice que es posible considerar una enumeración {xα : α < ω1} de
R, de modo tal que para cada β < ω1 se tiene que {xα : α < β} es un conjunto
numerable (o sea, biyectable con N).
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2. R tiene dimensión infinita sobre Q

Como es bien sabido, si F es un campo, entonces un espacio vectorial sobre F
es un conjunto V , con una operación binaria (suma) que lo convierte en un grupo
abeliano; además hay una multiplicación por escalar ; es decir, hay una función con
dominio F ×V y rango contenido en V ; o sea que es una función, ⟨s, v⟩ 7→ s ·v ∈ V ,
la cual tiene las siguientes propiedades: para cualesquiera v, w ∈ V y cualesquiera
s, t ∈ F : 1F · v = v, (s · t) · v = s · (t · v), s · (v + w) = s · v + s · w y (s + t) · v =
s · v + t · v. Entonces es muy fácil convencerse de que si tomamos a F = Q y a
V = R, obtenemos un espacio vectorial sobre el campo Q de los números racionales.
También, si tomamos a F = R, claramente V = R es un espacio vectorial sobre R
que tiene dimensión 1.

El matemático alemán Georg Hamel, en 1905, publicó un artículo titulado
«Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lösungen der Funktionalgleichung f(x+
y) = f(x) + f(y)» («Una base de todos los números y las soluciones discontinuas
de la ecuación funcional f(x+ y) = f(x) + f(y)»), donde introdujo formalmente el
concepto de lo que hoy se conoce como base de Hamel.

En su artículo, Hamel mostró que cualquier espacio vectorial tiene una base,
siempre y cuando se acepte el Axioma de Elección, un principio fundamental tanto
para la teoría de conjuntos como para muchas otras ramas de las matemáticas.
Algunas equivalencias del Axioma de Elección son el lema de Kuratowski-Zorn y
teorema del Buen Orden, el teorema de Tychonoff para el producto de espacios
compactos, etc. También se demostró que el hecho de que todo espacio vectorial
tenga una base de Hamel es igualmente equivalente al Axioma de Elección. Sin
embargo, que R tenga una base de Hamel como espacio vectorial sobre Q es una
afirmación más débil que el Axioma de Elección. Por ejemplo, es relativamente
consistente ZF más el Axioma de Elecciones Dependientes más el hecho de que R
tenga una base de Hamel sobre Q; pero que aún así R no tenga un buen orden.
Remitimos al lector interesado en esta afirmación a [SWY].

Como primer instancia para mostrar enormes diferencias a lo acostumbrado
en los cursos elementales de álgebra lineal, probaremos que la dimensión de R
como espacio vectorial sobre Q es infinita. Supongamos lo contrario, digamos que
dimQ R = n, para algún n ∈ ω. Consideremos el número de Euler, e, y el conjunto
{1, e, e2, . . . , en} que es linealmente dependiente (teorema 5.1, capítulo 3, [Lan]).
Así existen números racionales (algunos distintos de cero) a0, a1, . . . , an ∈ Q, tales
que

a0 + a1e+ a2e
2 + . . .+ ane

n = 0.

Pero se sabe que e es un número trascendental (teorema 2.1, capítulo 2, [PS]). Así
tenemos que dimQ R ̸= n para todo n ∈ ω. Por lo tanto el espacio vectorial de
números reales sobre el campo de los números racionales no es de dimensión finita.

Ahora probaremos que la dimensión de R como espacio vectorial sobre Q es de
hecho la máxima posible, c.

Si H es una base para R sobre Q, note que el conjunto

B = {h0q0 + . . .+ hnqn : n ∈ ω ∧ (∀i ⩽ n)(hi ∈ H ∧ qi ∈ Q)}
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de todas las combinaciones Q-lineales finitas de elementos de H tiene la misma
cardinalidad que H puesto que1

|B| = |[H]<ω × [Q]<ω| = |H ×Q| = |H|.

Ya que H genera a R, se sigue que |H| = c.
Como una primera aplicación trivial del hecho de que existe una base de Hamel

para R, considerado como espacio vectorial sobre Q, observe que R2 también puede
considerarse como espacio vectorial sobre Q y que, obviamente, tendrá la misma
dimensión que R sobre Q, así que son isomorfos como espacios vectoriales (corolario
4.3, capítulo 3 de [Lan]).

De aquí se deduce que R y R2 son isomorfos como grupos aditivos. Además,
esto no es exclusivo para n = 2; en realidad, el mismo método demuestra que todos
los grupos Rn, n ⩾ 1, son isomorfos como grupos aditivos.

Antes de adentrarnos en la teoría, veamos algo práctico sobre las bases de
Hamel.

Ejemplo 2.1. [Gro] Sea S = {x0, x1, . . . , xn} ⊆ [0, 1] con x0 = 0, x1 = 1
y n ⩾ 3. Consideremos las distancias entre pares de elementos de S. Si cada
distancia que aparece, excepto la distancia 1, ocurre al menos dos veces, entonces
S está compuesto únicamente por números racionales.

En efecto, suponga que no es así y considere a H, una base de Hamel para R
sobre Q. Entonces, para cada elemento xk ∈ S tenemos:

xk =
∑
i⩽m

qk,i · hi,

donde qk,i ∈ Q y hi ∈ H, para todo i ⩽ m (Aquí m es un natural suficientemente
grande de modo que cada vector xk, para k ⩽ n, pueda expresarse como única
combinación lineal de longitud a lo más m).

Entonces, debido a la suposición, existen hi /∈ Q y qk,i ̸= 0. Denotemos Λ =
{qk,i : k ⩽ n} y notemos que 0 ∈ Λ, ya que x0 = 0.

Definamos q̌ = minΛ y q̂ = maxΛ, cumpliéndose que q̌ < q̂ (pues, de lo
contrario, tendríamos q̌ = q̂ = 0, lo que implicaría Λ = {0}, y esto sería una
contradicción).

Tomemos los siguientes conjuntos:

X̂ = {xk : qk,i = q̂ ∧ 0 ⩽ k ⩽ n} y X̌ = {xk : qk,i = q̌ ∧ 0 ⩽ k ⩽ n}.

Sean x ∈ X̂, y ∈ X̌. Entonces, de acuerdo con la condición inicial (ya que al menos
uno no es racional), existen xr, xs con 0 ⩽ r, s ⩽ n tales que x − y = xr − xs y
{x, y} ≠ {xr, xs}. Esto significa que q̂ − q̌ = qr,i − qs,i, lo que implica qr,i = q̂ y
qs,i = q̌; es decir, xr ∈ X̂ y xs ∈ X̌.

Ahora, basta tomar x = max X̂, y = min X̌ y obtener una contradicción, ya
que esto implica que xr = x, xs = y, por lo que se sigue {x, y} = {xr, xs}.

Esta sección también está dedicada a construir algunas bases de Hamel con
diversos tipos de propiedades, algunas muy interesantes, como la de ser cerradas
bajo potencias enteras: ¡no sólo positivas!

1Recuerde que para un conjunto infinito A, la familia de todos los subconjuntos finitos de A
se denota mediante el símbolo [A]<ω , y tiene el mismo tamaño que A.
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Teorema 2.2. Existe una base de Hamel H para R sobre Q tal que

(h ∈ H) ⇒ (∀n ∈ Z)(hn ∈ H).

Demostración: Primero, introduciremos alguna notación de interés. Si M ⊆ R,
F (M) es el campo generado por M , A(M) es el conjunto de números algebraicos
sobre M . Es claro que si |M | < c, entonces también |F (M)| < c y |A(M)| < c.

Sea R = {rα : α < c}, con r0 = 1, una enumeración. Por recursión se cons-
truirán sucesiones transfinitas de números reales {yα : α < c} y {zα : α < c} con
las siguientes propiedades:

Si Hα = {ykξ : k ∈ Z∧ ξ ⩽ α}∪ {zkξ : k ∈ Z∧ ξ ⩽ α}, entonces para cada α < c:
2.1 Hα es Q-linealmente independiente,
2.2 (∀ξ ⩽ α)(rξ ∈ spanQ(Hα)).

Haga y0 = z0 = 1; entonces H0 = {1} satisface 2.1 y 2.2. Suponga que para
β < c se han definido {yξ : ξ < β} y {zξ : ξ < β} de modo que 2.1 y 2.2 se cumplen
para cada α < β. Sea rγ el primer elemento tal que rγ /∈ Lβ := spanQ(

⋃
{Hα :

α < β}). Por 2.2, β ⩽ γ; además, como Lβ tiene tamaño menor que c, existe yβ
trascendente sobre Bβ = F (Lβ ∪ {rγ}); defina zβ = rγ − yβ . Ahora, es claro que
2.2 se cumple para Hβ .

Si Hβ no es Q-linealmente independiente, existen h0, h1, . . . , hm ∈
⋃
{Hα :

α < β} y racionales s0, s1, . . . , sm ∈ Q; además de polinomios pi, qi ∈ Q[x], con
i ∈ {0, 1}, de modo que, haciendo y = yβ , z = zβ , se tiene

(∗) p0(y) + p1(z) + q0(
1/y) + q1(

1/z) +

m∑
j=0

sjhj = 0.

Pongamos ki = deg(qi), i ∈ {0, 1}, y multiplique (∗) por yk0zk1 para obtener:

(p0(y) + p1(z) + d)yk0zk1 + q̃0(y)z
k1 + q̃1(z)y

k0 = 0,

donde d ∈ Lβ ; o bien2

zk1 q̃0(y) = −(p0(y) + p1(z) + d)yk0zk1 − yk0 q̃1(z).

Note que, q̃0(y) ̸= 0 puesto que y es trascendente sobre Aβ = F (Lβ); además
yk0 divide a (p0(y)+p1(z)+d)yk0zk1 y también divide a yk0q1(z), por lo que divide
a su resta. Pero yk0 no divide a zk1 , entonces yk0 divide a q̃0(y) sobre Aβ . Más
aún, como q̃0 ∈ Q[x], pues q̃0(y) = q0(

1/y)y
k0 , entonces yk0 divide a q̃0 sobre Q, y

como deg(q̃0) ⩽ k0 se sigue que

q̃0(x) = a0x
k0 .

donde a0 ∈ Q. Así, q0(x) es un polinomio constante.
Análogamente se obtiene que q1(x) es constante, y (∗) se convierte en

(∗∗) p0(y) + p1(z) + d′ = 0, con d′ ∈ Lβ .

Como y es trascendente sobre Bβ , deg(p0) = deg(p1) = m. Suponga que m > 0,
y escriba

pi(x) =

m∑
j=0

ai,jx
j .

2Observe que q̃i es básicamente qi; aunque como polinomios están “al revés”.
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donde i ∈ {0, 1}, cada ai,j ∈ Q, y ai,m ̸= 0. El lado izquierdo de la ecuación (∗∗)
se puede reescribir como

b0 + b1y + . . .+ bmym.

con cada bi ∈ Lβ . Entonces, en particular se tiene que bm−1 = 0. Si m > 1,
entonces bm−1 = a0,m−1 ± (mrγa1,m + a2,m−1) = 0, y de esta manera, rγ ∈ Q, lo
que es imposible. Y si m = 1, se tiene que b0 = d + a0,0 + a1,0rγ = 0; o sea que
rγ ∈ Lβ , contrario a su definición.

Así que m = 0, y de (∗) se sigue que
⋃
{Hα : α < β} es un subconjunto

Q-linealmente dependiente, contradiciendo la condición (2.1). Por tanto, Hβ es
Q-linealmente independiente. Y de esta forma, H =

⋃
{Hβ : β < c} es una base

para R que cumple lo requerido. □

Sería natural buscar bases de Hamel cerradas bajo otras operaciones aritméti-
cas. Lamentablemente en [Mab] se muestra que no existen bases de Hamel cerradas
bajo producto.

Las bases de Hamel son subconjuntos extraños de los números reales; en los
siguientes resultados se verá que ellas están presentes en todo subconjunto abierto
y también en los conjuntos perfectos (id est, cerrados sin puntos aislados). Para
más información sobre subconjuntos especiales de R se puede consultar [FHM] o
muchas otras fuentes alternativas.

Teorema 2.3. Todo subconjunto abierto no vacío de R contiene una base de
Hamel.

La idea de la demostración es tomar un intervalo pequeño dentro del conjunto
abierto y ajustar los elementos de una base inicial para que queden dentro de
ese intervalo. Luego, se construyen nuevos conjuntos que generan todo R como
espacio vectorial, garantizando que la base final esté contenida en el conjunto abierto
original (véase [Hig]).

Con este resultado vemos que las bases de Hamel no son subconjuntos tan
raros en R. De hecho, hasta conjuntos con interior vacío pueden contener una,
como veremos ahora.

Teorema 2.4. El conjunto de Cantor contiene una base de Hamel para R sobre
Q, y por tanto todo conjunto perfecto contiene una base de Hamel.

Demostración: Sea C el conjunto de Cantor, consistente de los números 0, 1 y
todos los x ∈ (0, 1) cuya representación ternaria no incluye 1 o que no termina en
una sucesión infinita de 2.

Sea x ∈ [0, 1] y considere su representación ternaria x = (0.d1d2 . . .)3. Para
cada n ∈ ω defina:

an =

{
dn, si dn ̸= 1,

0, si dn = 1,
y bn =

{
0, si dn ̸= 1,

2, si dn = 1.

Sean a, b ∈ [0, 1] tales que a = (0.a1a2 . . .)3 y b = (0.b1b2 . . .)3. Note que
a, b ∈ C y además x = a + 1

2b. Por lo que x se representó como una combinación
Q-lineal de elementos en C .

Ahora considere y ∈ R y note que existe n0 ∈ Z \ {0} tal que y/n0 ∈ [0, 1]. Por
lo anterior, existen ay y by tales que y = n0(ay +

1/2by). Así, C contiene una base
de Hamel para R sobre Q. □
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Se deduce inmediatamente que la base hallada en el resultado anterior es un
subconjunto medible según Lebesgue. Vale preguntarse también si existirán bases
de Hamel que sean conjuntos de Borel, o conjuntos analíticos. Recuerde que la
σ-álgebra de Borel sobre R es la mínima σ-álgebra que contiene a los intervalos
abiertos, y que un subconjunto de R se dice analítico si es la imagen continua de
un subconjunto de Borel. Resulta que las bases de Hamel para R no pueden ser
conjuntos de esos dos tipos. Antes de probarlo veamos lo siguiente:

Sea H una base de Hamel para R, enumerada como H = {hα : α < c} y,
sin pérdida de generalidad, suponga que h0 = 1. Para cada x ∈ R sea aα(x) el
coeficiente de hα en su representación como combinación lineal de elementos de H.
Para r ∈ Q, defina

Ar = {x ∈ R : a0(x) = r}.
Note que Ar = A0+ r, Ar ∩As = ∅ si r ̸= s, y que

⋃
{Ar : r ∈ Q} = R. Si A0 fuera

medible según Lebesgue, también lo sería cada Ar, y como
⋃
{Ar : r ∈ Q} = R,

al menos uno de los conjuntos Ar, y por lo tanto A0, debe tener medida positiva.
Se sigue que el conjunto A0 − A0 = {x − y : x, y ∈ A0} contiene un intervalo
abierto alrededor del 0 (véase [Str]). Por lo que, debido a la densidad de Q, existen
x, y ∈ A0 con x− y ̸= 0 y tales que x− y ∈ Q.

Pero a0(x) = a0(y) = 0, y entonces tanto x como y son irracionales, una
contradicción. Así que el conjunto A0 no puede ser medible según Lebesgue. Con
esto en cuenta, probemos el siguiente resultado:

Teorema 2.5. Si H es una base de Hamel para R, entonces H no puede ser
un conjunto de Borel ni puede ser un conjunto analítico.

Demostración: Sin perder generalidad, suponga que 1 ∈ H. Sea K = H \ {1}.
Para cada n ∈ ω y cada r ∈ Qn+1, defina fr : K

n+1 → R por:

fr(k0, k1, . . . , kn) =
∑
i⩽n

riki.

Claro que fr es una función continua, para cada r ∈ Qn+1. Si H es un conjunto
de Borel o analítico, entonces K y Kn+1 también lo son. Y por tanto, para cada
r ∈ Qn+1, fr[Kn+1] es un conjunto analítico.

Del hecho que H es una base de Hamel, y de que 1 /∈ K, se sigue que

A0 =
⋃

{fr[Kn+1] : n ∈ ω ∧ r ∈ Qn+1}.

Por lo que A0 es un conjunto analítico y entonces es medible según Lebesgue,
contrario a lo que se mostró anteriormente. □

Más aún, es posible construir una partición de R que consista de subconjuntos
Q-linealmente independientes. Esta afirmación puede encontrarse, bajo una obvia
modificación, dentro de la demostración del siguiente resultado que presentamos.

Teorema 2.6 (Erdős-Kakutani). CH equivale a la afirmación: Existe una fa-
milia numerable {Hn : n ∈ ω} de bases de Hamel para R de modo que⋃

{Hn : n ∈ ω} = R \ {0}.

Demostración: Suponga primero que H es una base ordenada de Hamel para R
definida por H = {hα : α < ω1}.
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Para cada x ∈ R \ {0}, considere su expresión única como combinación lineal

x =

n∑
i=0

qihαi
,

donde n ∈ ω y qi ∈ Q para cada i ⩽ n. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que α0 < α1 < . . . < αn < ω1.

Dado un subconjunto finito de Q, A ∈ [Q]<ω, suponga que A = {rk : k ⩽ n},
con n ∈ ω. Defínase al subconjunto RA ⊆ R por

x ∈ RA ⇔ x =

n∑
k=0

rkhαk
.

Luego, R = {0} ∪
⋃
{RA : A ∈ [Q]<ω}. Por lo que basta probar la afirmación para

cada RA. Tome cualquier α < ω1, y sea Rα
A ⊆ RA definido como el conjunto de

todos los x ∈ R tales que

x = r0hα0
+ · · ·+ rnhαn

,

donde α0 < α1 < . . . < αn = αn(x) = α.
Note que, como α es numerable, sólo se pueden tomar una cantidad numerable

de ordinales menores a α, por lo que Rα
A es un subconjunto numerable. Escriba

Rα
A = {xα

A,m : m ∈ ω}. Para cada m ∈ ω, defina

SA,m = {xα
A,m : α < ω1}.

Observe que el conjunto SA,m selecciona el m-ésimo elemento de cada Rα
A, por lo

que si x, y ∈ SA,m son distintos, entonces αn(x) ̸= αn(y). Es claro también que
RA =

⋃
m∈ω SA,m.

Veamos que cada conjunto SA,m es Q-linealmente independiente.
En efecto, si SA,m no lo fuera, existen k ∈ ω, xi ∈ SA,m y pi ∈ Z \ {0}, para

cada i ⩽ k, tales que

(◦)
∑
i⩽k

pixi = 0.

Puesto que, para cada i ⩽ k, xi = r0hαi,0
+ · · ·+ rnhαi,n

; entonces (◦) adquiere
la forma:

(◦◦)
∑
i⩽k

∑
j⩽n

pirjhαi,j = 0.

Por lo que existe i0 ⩽ k tal que α∗ = αn(xi0) > αn(xi), para cada i ⩽ k, i ̸= i0.
Así, el término con hα∗ en la ecuación (◦◦) no se cancela, pues aparece una única
vez, una contradicción.

Luego para cada SA,m tomamos una extensión S̃A,m a una base de Hamel. De
esta forma, cada RA se descompone en una cantidad numerable de subconjuntos
que son bases de Hamel, y en consecuencia CH implica la afirmación del enunciado.

Por el contrario, supongamos que la afirmación del enunciado es verdadera,
probaremos la Hipótesis del Continuo a partir de ella. Lo haremos mostrando que,
bajo la suposición, la gráfica completa de tamaño 2ℵ0 es la unión de una cantidad
numerable de árboles (véase teorema A.9).

Sea R =
⋃

n∈ω Mn una descomposición del conjunto de todos los números reales
en una cantidad numerable de conjuntos, cada uno de los cuales consta de números
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Q-linealmente independientes. Podemos suponer que M0 tiene tamaño 2ℵ0 por el
teorema de König (véase por ejemplo [Her], p. 245).

Sea G una gráfica completa de número cardinal 2ℵ0 , la podemos tomar como
sigue:

G = { {x, y} : x, y ∈ M0 ∧ x < y}.
Tomemos los siguientes conjuntos: Gn = { {x, y} : x < y∧y−x ∈ Mn}. Claramente
tenemos G =

⋃∞
n=1 Gn. Veamos que cada Gn es un árbol, para esto supongamos

que Gn contiene un polígono cerrado. Sean x1, . . . , xk, xk+1 = x1 los vértices de
este polígono. Entonces tenemos

k∑
i=1

(xi − xi+1) =

k∑
i=1

± |xi − xi+1| = 0.

Tenemos que para cada i ⩽ k, xi ∈ M0 y además |xi − xi+1| ∈ Mn. Así se tiene
que todos los números |xi − xi+1| son distintos. Pero esto es una contradicción,
ya que Mn consiste de números Q-linealmente independientes. Por lo tanto, la
afirmación del enunciado implica CH. □

3. Otras bases en espacios de Banach

El conjunto de números reales no es simplemente un espacio vectorial sobre Q;
por lo aprendido en cursos elementales sobre las propiedades del valor absoluto,
| · |, sabemos que de hecho él define una métrica que es completa; no llega a ser
una norma completa pues Q no es completo. Así, R como espacio vectorial sobre
Q tiene estructura parecida a la de espacio de Banach. Recuerde que una norma
en un espacio vectorial X (sobre R) es una función ∥ · ∥ de X en R tal que para
cada x ∈ X, ∥x∥ ⩾ 0 y ∥x∥ = 0 si y sólo si x es el elemento neutro respecto de
la suma en X, para todo x ∈ X y todo c ∈ F se cumple ∥cx∥ = |c|∥x∥, y para
cualesquiera x, y ∈ X, ∥x + y∥ ⩽ ∥x∥ + ∥y∥. Es un ejercicio rutinario demostrar
que toda norma sobre X induce una métrica para X. Un espacio normado que es
completo (como espacio métrico) se denomina espacio de Banach. Cabe resaltar
que en un espacio normado confluyen dos estructuras de diversa naturaleza: una
algebraica, la de espacio vectorial, y una topológica como espacio métrico.

Ligando esta sección a lo que anteriormente se ha tratado, y como aplicación
del bien conocido teorema de Categorías de Baire, estudiaremos la cardinalidad de
una base de Hamel para un espacio de Banach.

Proposición 3.1. En un espacio de Banach de dimensión infinita, ninguna
base de Hamel es numerable.

Demostración: Considere X, un espacio como en la hipótesis, y suponga que
tiene una base de Hamel numerable, a saber H = {hn : n ∈ ω}.

Note que entonces X =
⋃

n∈ω span({hk : k ⩽ n}). O sea que X es la unión
numerable de subespacios propios de dimensión finita.

Pero se sabe que todo subespacio propio de un espacio normado tiene interior
vacío, y que los subespacios de dimensión finita de un espacio de Banach son con-
juntos cerrados (teoremas 7.1.2 y 7.4.3 de [Iri]). De esta manera se tiene que X es
magro, lo que es absurdo por el teorema de Baire. Así que X no tiene dimensión
numerable. □
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Es interesante entonces notar que no hay espacios normados de dimensión nu-
merable que sean completos. Fortaleceremos este primer resultado.

Note primero que X debe tener cardinalidad al menos c, pues todo espacio
normado es completamente regular, por ser métrico, y es fácilmente conexo por su
estructura vectorial.

Proposición 3.2. Si H es una base de Hamel para X, entonces

|X| = max{c, |H|}.

Demostración: Se tiene que

|X| = |[R]<ω × [H]<ω| = |R×H| = max{c, |H|}
puesto que H es una base de Hamel para X. □

Es interesante notar que de esta proposición se desprende que los espacios
clásicos: RN, ℓ2 así como todos los ℓp, para p ∈ [1,∞], son isomorfos como espacios
vectoriales.

El siguiente lema es de carácter puramente auxiliar, por lo que se omitirá su
demostración, véase teorema 1.a.5 de [LT]. Recuerde que una sucesión de elementos
de X es básica si todo elemento del subespacio cerrado generado por ella se puede
representar por una única combinación lineal infinita de elementos de la sucesión.

Lema 3.3. Todo espacio de Banach X de dimensión infinita admite una suce-
sión básica.

Se sigue inmediatamente que si una sucesión {xn : n ∈ ω} ⊆ X es básica, en-
tonces si {cn : n ∈ ω} ⊆ R es una sucesión cualquiera de escalares, si

∑
n∈ω cnxn = 0

implica que cn = 0 para cada n ∈ ω.
Veamos un breve recordatorio para el siguiente resultado relevante. Una familia

I ⊆ [ω]ω se llama familia independiente si, siempre que se tengan dos subfamilias
S, T ⊆ I finitas y disjuntas, se cumple que:∣∣∣∣∣∣

⋂
X∈S

X\
⋃
Y ∈T

Y

∣∣∣∣∣∣ = ℵ0.

Existen familias independientes de tamaño c, originalmente eso fue publicado
en [FK], actualmente las familias independientes son objetos combinatorios muy
útiles; en [Lop] pueden encontrarse diversos métodos de construcción.

Teorema 3.4. Toda base de Hamel para un espacio de Banach de dimensión
infinita X, tiene cardinalidad al menos c.

Demostración: Suponga que {xn : n ∈ ω} es una sucesión básica para X,
sea I una familia independiente de cardinalidad c y considere la función inyectiva
ζ : I → X definida como

ζ(Z) =
∑
k∈ω

χZ(k)

2k
· xk;

donde χZ es la función característica de Z ∈ I . Note que por construcción los
vectores en {ζ(Z) : Z ∈ I } son linealmente independientes sobre R: en efecto, si
se toman distintos Z0, . . . , Zm ∈ I , entonces para cualquier k ∈ ω y para cada
i ⩽ m existe un k′ > k de modo que para todo j ̸= i, χZi(k

′) ̸= χZj (k
′), de aquí

que los vectores ζ(Z0), . . . , ζ(Zm) son linealmente independientes sobre R.
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Para cada y ∈ X existen únicos hα0
, . . . , hαn(y)

∈ H con αj < αj+1, y tal que
s0, . . . , sn(y) ∈ R\{0}, de modo que

y =

n(y)∑
j=0

sjhαj
.

Así que la función φ : X → [R]<ω × [H]<ω dada por

φ(y) =
(
(s0, . . . , sn(y)), (hα0

, . . . , hαn(y)
)
)

es una biyección, y la composición φ◦ζ : I → [R]<ω× [H]<ω es inyectiva. Por otro
lado, ya que |I | = c y |[H]<ω| < c, por el principio de casillas existe un subconjunto
infinito C ⊆ I de modo que p2 ◦ φ ◦ ζ : C → [H]<ω es constante (p2 denota la
proyección sobre la segunda coordenada).

Así, denote por W0 = ⟨p2◦φ◦ζ[C ]⟩ el correspondiente subespacio de dimensión
finita. Y dado que ζ es inyectiva, ζ[C ] ⊆ W0 es un conjunto infinito de vectores
linealmente independientes, lo que es una contradicción. □

Se deduce inmediatamente de estos dos previos resultados una propiedad muy
útil y conveniente de las bases de Hamel en espacios de Banach de dimensión infinita.

Corolario 3.5. Si H es una base de Hamel para un espacio de Banach X,
entonces |X| = |H|.

Continuamos esta sección con el siguiente resultado; nuevamente pone de ma-
nifiesto que el Axioma de Elección es necesario para establecer la propiedad de Baire
en subconjuntos de R. Recuerde que un subconjunto X ⊆ R tiene la propiedad de
Baire si su diferencia con un subconjunto abierto de R es pequeña en el sentido
de la categoría; es decir, si X△U es un conjunto magro para algún U ⊆ R que es
abierto.

Proposición 3.6. Si todo subconjunto de los números reales tuviera la propiedad
de Baire, entonces no existe una base de Hamel para R.

Demostración: Supongamos que H es una base de Hamel, y sin pérdida de
generalidad 1 ∈ H.

Si q⃗ = ⟨q0, . . . , qn⟩ es una sucesión de números racionales, entonces sea:

Aq⃗ =
{
x ∈ R : (∃{h1, . . . , hn} ⊆ H) (x = q0 +

n∑
i=1

qihi)
}
.

Para algún q⃗ ∈ Q<ω, debe tenerse que Aq⃗ no es magro (de lo contrario, R sería
magro). Sea U ⊆ R un conjunto abierto y no vacío, tal que Aq⃗ △U es magro. Elija
a, b, p ∈ R tal que p ̸= 0, a + p < b, y (a, b + p) ⊆ U . Entonces (a, b) \ Aq⃗ es
magro; por lo tanto, (a+ p, b+ p) \ (Aq⃗ + p) también es magro, donde Aq⃗ + p es el
desplazamiento {x+ p : x ∈ Aq⃗}.

Sin embargo, si x ∈ Aq⃗ ∩ (Aq⃗ + p) se tiene que x ∈ Aq⃗ y x − p ∈ Aq⃗, pero su
diferencia es racional (y distinta de cero), lo que no es posible. □

La anterior es básicamente la demostración de que un conjunto de Vitali no
tiene la propiedad de Baire. Considerar la propiedad de Baire en espacios de Banach
nos ofrece una forma simple de encontrar bases de Hamel que sean de cierto modo
conjuntos “pequeños”.
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Teorema 3.7. Sea H una base de Hamel para un espacio de Banach X. Si H
tiene la propiedad de Baire, entonces H es un conjunto magro.

Demostración: Suponga que H no es magro. Entonces existe un subconjunto
abierto U ̸= ∅ de modo que U△H es magro. Claro que U ∩ H ̸= ∅, pues X es
espacio métrico completo. Sea z ∈ U ∩ H y considere {xn : n ∈ ω} ⊆ X una
sucesión convergente a z. Sin pérdida de generalidad suponga que cada xn necesita
al menos cuatro sumandos para su representación en la base H. 3

Puesto que U es abierto y xn → z, hay j ∈ ω tal que (z + U) ∩
(
xj + U

)
̸= ∅.

Y como z ∈ U ∩H, se sigue que (z +H) ∩
(
xj +H

)
̸= ∅. Así, hay v ∈ X tal que

k + h = v = xj + h′, donde h, h′ ∈ H. Entonces xj = z + h − h′, contradiciendo
que H sea base. □

La riqueza de los espacios de Banach es tal que incluso sin acudir a la propiedad
de Baire se pueden obtener bases de Hamel que sean conjuntos “pequeños pero bien
acomodados”. Veamos el siguiente resultado.

Teorema 3.8. Existe una base de Hamel para un espacio de Banach X que es
un conjunto denso y magro. Más aún, existe una base de Hamel que es un conjunto
denso en ninguna parte.

Demostración: Sea B = {Bα : α < κ} una base para la topología de X con
cardinalidad mínima κ. Se construirá un subconjunto linealmente independiente
H ′ = {hα : α < κ} de modo que hα ∈ Bα y ∥hα∥ ∈ Q para cada α < κ.

Tome h′
0 ∈ X cualquiera y considere h0 = h′

0/∥h′
0∥; puesto que existe algún

B ∈ B de modo que h0 ∈ B, sin pérdida de generalidad suponga que B = B0.
Asuma que para β < κ, ya se construyó el subconjunto linealmente independiente
Hβ = {hα : α < β}. Ya que β < κ y se sabe que κ ⩽ |X| = dim(X) (ver cap. 1,
§8 de [Kun]), entonces Bβ ⊈ span(Hβ), pues span(Hβ) es subespacio propio de X.
Sea h ∈ Bβ\span(Hβ). Tome q ∈ (∥h∥ − ε, ∥h∥ + ε) ∩ Q, donde ε > 0 es tal que
B(h; ε) ⊆ Bβ . Entonces hβ := q · h/∥h∥ ∈ Bβ y ∥hβ∥ ∈ Q.

Ahora, extienda H ′ con vectores unitarios a una base de Hamel H. Es claro
que H es un subconjunto denso en X. Más aún, para cada q ∈ Q, el conjunto
{h ∈ H : ∥h∥ = q} es denso en ninguna parte, pues está contenido en una esfera de
radio q (que es un conjunto cerrado y con interior vacío). Se sigue que H es magro.

Luego, defina H̃ = {h/∥h∥ : h ∈ H}. Es claro que H̃ es una base de Hamel para
X que es densa en ninguna parte. □

4. ¡Una base de Hamel conexa!

En esta sección veremos resultados sobre bases de Hamel para espacios de
Banach. Nuestro objetivo es demostrar la existencia de bases de Hamel conexas y
localmente conexas para espacios de Banach separables y de dimensión infinita. En
particular esto será aplicado para establecer la existencia de bases de una sola pieza
en la esfera unitaria de los espacios ℓp con p ∈ [1,+∞). Para establecer lo deseado,
primero probaremos algunos resultados para X, un espacio vectorial normado sobre
el campo R.

Como es habitual, o(X) denota la cardinalidad de todos los subconjuntos abier-
tos de X. Naturalmente, dimX ⩽ |X| ⩽ o(X). Si X es separable, entonces

3Dicha sucesión existe; a saber, tome una sucesión yn → z y considere tres elementos
z0, z1, z2 ∈ H. Luego,

(
yn + z0/2n + z1/2n + z2/2n

)
→ z.
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o(X) = |X| = c (ya que existe una base para la topología cuya cardinalidad es c).
En particular, o(X) = |X| = dimX = c si X es un espacio de Banach separable y
de dimensión infinita, esto por proposición 3.1.

Veamos algunos hechos básicos.
4.i Si el interior de S ⊆ X no es vacío, entonces span(S) = X.
4.ii Si U es un subconjunto abierto no vacío y L es un subespacio lineal de X,

entonces U \L contiene un conjunto linealmente independiente de tamaño
codimL.

Para 4.i, observemos que si V es una bola abierta no vacía con centro en v, entonces
W = −v + V es una bola abierta alrededor de 0 y, por lo tanto, span(V ) =
span(W ) ⊇ R ·W = X. Es claro que 4.ii se deduce de 4.i y, además, notemos que
4.ii cubre el caso L = X ya que codimX = 0 y ∅ es linealmente independiente.

Lema 4.1. Si U ⊆ X es un conjunto abierto, convexo y no vacío, y si L es un
subespacio lineal de X con codimL ⩾ 2, entonces U \ L es denso en U y conexo
por caminos.

Demostración: Sea L′ cualquier complemento algebraico de L en X. Entonces,
para cada x ∈ X existe un par único (u, v) ∈ L′ × L tal que x = u+ v. Sean x1 y
x2 puntos distintos en U \ L y escribamos xj = uj + vj con uj ∈ L′ y vj ∈ L para
j ∈ {1, 2}. Dado que x1, x2 /∈ L tenemos que u1 ̸= 0 ̸= u2. Distinguimos dos casos:

Primero, supongamos que los vectores u1 y u2 son linealmente independientes.
Entonces, tenemos que tu1 +(1− t)u2 nunca es cero para todo t ∈ R. Por lo tanto,
si ℓ(x, y) denota el segmento de línea recta que conecta x ∈ X con y ∈ X \ {x}, se
tiene que ℓ(x1, x2) es disjunto de L. Dado que U es convexo, ℓ(x1, x2) ⊆ U y, por
lo tanto, ℓ(x1, x2) es un camino en U \ L que conecta los puntos x1 y x2.

En segundo lugar, supongamos que los vectores u1 y u2 no son linealmente
independientes. Equivalentemente, u1 = λu2 para algún escalar λ ∈ R. Dado que
la dimensión algebraica (posiblemente finita) del espacio vectorial L′ es mayor que
1, por 4.ii podemos elegir un punto y ∈ U \ span(L ∪ {u1}).

Afirmamos que ℓ(y, xj) ∩ L = ∅ para j ∈ {1, 2}. Entonces, dado que U es
convexo, ℓ(x1, y) ∪ ℓ(x2, y) es un camino en U \ L que conecta los puntos x1 y x2.

Supongamos por el contrario que ℓ(y, xj) ∩ L ̸= ∅ para algún j ∈ {1, 2}. En-
tonces, para algún t ∈ [0, 1], el punto ty+(1−t)xj se encuentra en L, con y = u3+v3
para (u3, v3) ∈ L′ ×L. Así tenemos, (tu3 + (1− t)uj) + (tv3 + (1− t)vj) ∈ L y esto
sólo es posible si tu3+(1−t)uj = 0, pero ya que uj ̸= 0 observamos que t ̸= 0 y, por
lo tanto, u3 ∈ span({uj}) = span({u1}) ⊆ span(L ∪ {u1}). Dado que trivialmente
v3 ∈ span(L∪ {u1}), concluimos que y = u3 + v3 se encuentra en span(L∪ {u1}) y
esto no es posible.

En ambos casos, los puntos x1 y x2 pueden ser conectados por un camino en
U \L, lo que demuestra que U \L es conexo por caminos. En cuanto a la densidad,
de 4.i se infiere que L no puede contener un conjunto abierto no vacío. Por lo tanto,
U \ L debe ser denso en U . □

Ahora veamos un resultado que nos proporciona bases de Hamel conexas y
localmente conexas.

Teorema 4.2. Si o(X) = |X| = dimX entonces existe una familia H de
bases de X tal que |H | = 2|X| y cada elemento de H es un subconjunto conexo,
localmente conexo y denso de X.
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Demostración: Suponga que dimX = |X| = κ. Defina a la familia G como
sigue:

G := {G ⊆ X : (∃U1, U2 ⊆ X abiertos) (G = U1 \ U2 ∧ dim span(G) = κ)}.

Trivialmente, |G| ⩽ o(X) = κ. En virtud de 4.i, cada subconjunto abierto no
vacío de X y cada bola cerrada no degenerada en X pertenece a la familia G. Por
consiguiente, |G| = o(X) = κ. Así podemos escribir G = {Gα : α < κ}. Sea ρ
una función de elección definida sobre los subconjuntos no vacíos de X, entonces se
tiene que ρ(S) ∈ S para cada subconjunto no vacío S ⊆ X.

Ahora, por recursión definimos los puntos xα en X para todo α < κ. Supon-
gamos que para ξ < κ ya está definido un punto xα para cada α < ξ. Entonces
definimos el punto xξ por

xξ := ρ
[
Gξ \ span({xα | α < ξ})

]
.

Esta definición es correcta porque el conjunto Gξ \ span({xα | α < ξ}) es no vacío,
ya que se tiene |span({xα | α < ξ})| < |span(Gξ)| = |Gξ| = κ.

De esta manera obtenemos puntos xα para cada α < κ; donde xα ̸= xβ siempre
que α < β < κ. En particular, A := {xα | α < κ} es un subconjunto de X
con |A| = κ. Por construcción, para cada ξ < κ, el vector xξ es linealmente
independiente de todos los vectores xα (α < ξ). Por lo tanto, todo el conjunto A
es linealmente independiente.

Sea K0 el conjunto de todos los α ∈ κ tales que Gα es una bola abierta de X.
Por supuesto, |K0| = κ. Fijamos un vector xβ ∈ A con β /∈ K0 y elegimos para
cada α ∈ K0 un escalar λα ̸= 0 tal que ambos puntos xα y x̃α := xα + λαxβ se
encuentren en la bola Gα.

Sea F la familia de todas las funciones de κ en X donde f(α) ∈ {xα, x̃α} para
cada α ∈ K0 y f(α) = xα siempre que α /∈ K0. Naturalmente, |F| = 2κ. Por
construcción, f(κ) ∩G ̸= ∅ para cada G ∈ G y cada f ∈ F.

Es evidente que para cada f ∈ F tenemos que span(A) = span(f [κ]) y f [κ] es
una base de span(A). Aplicando el lema de Zorn, podemos fijar un subconjunto Y
de X \ span(A) tal que Y sea linealmente independiente y span(A ∪ Y ) = X (si
span(A) = X, entonces Y = ∅). Por consiguiente, f [κ] ∩ Y = ∅ y f [κ] ∪ Y es una
base del espacio vectorial X para cada f ∈ F. Trivialmente, f [κ] ̸= g[κ] siempre
que f, g ∈ F sean distintos. Por lo tanto, podemos estar seguros de que el tamaño
de H := {f [κ] ∪ Y : f ∈ F} es igual a |F| = 2κ.

Consideremos cualquier base H ∈ H de X. Por la definición de H, este
interseca cada conjunto G ∈ G y, en particular, cada conjunto abierto no vacío. Por
lo tanto, H es un subconjunto denso de X.

Veamos que H es tanto conexo como localmente conexo; notemos que X y
todas las bolas abiertas en X son convexas. Por lo tanto, sólo necesitamos verificar
lo siguiente.

• Sea U ⊆ X convexo y abierto, entonces se tiene que H ∩ U es conexo.
Supongamos lo contrario, entonces existen conjuntos abiertos U1, U2 ⊆ X tales que:

(1) U1 ∩ (H ∩ U) ̸= ∅, U2 ∩ (H ∩ U) ̸= ∅,
(2) (H ∩ U) ⊆ U1 ∪ U2,
(3) (H ∩ U) ∩ (U1 ∩ U2) = ∅.

Dado que H es denso en X, de la última condición inferimos que U∩(U1∩U2) =
∅. Como U es conexo, G := U\(U1∪U2) no puede ser vacío. Así, U\G está separado
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por los conjuntos abiertos no vacíos U ∩ U1 y U ∩ U2, por lo tanto, U \ G no es
conexo.

Ahora, si S es un subconjunto denso y conexo, entonces cada subconjunto
del espacio que contenga a S también es conexo. Por lo tanto, el subconjunto
U \ span(G) del conjunto no conexo U \ G no puede ser a la vez conexo y denso
en U . Así, por lema 4.1, es imposible que codim span(G) ⩾ 2. Dado que dimX
es infinito, de codim span(G) < 2 concluimos que dim span(G) = dimX y por lo
tanto G pertenece a nuestra familia G. En consecuencia, H ∩ G ̸= ∅. Pero esto
es imposible ya que H ∩ U ⊆ U1 ∪ U2 y G ⊆ U . Así obtenemos lo deseado y esto
concluye la prueba. □

Notemos que o(ℓp) = |ℓp| = dim ℓp = c para p ∈ [1,+∞). Usando teorema 4.2,
obtenemos bases de Hamel conexas, localmente conexas y densas en ℓp.

Teorema 4.3. Si o(X) = |X| = dimX, entonces existe una base de X que es
un subconjunto conexo y localmente conexo de la esfera unitaria SX .

Demostración: Sea φ la función continua que asigna x 7→ ∥x∥−1 ·x de X\{0} a la
esfera unitaria $X . Por lo tanto, φ(S) es conexo siempre que S sea un subconjunto
conexo de X \{0}. Además, φ es una retracción (es decir, φ◦φ = φ) y, por lo tanto,
φ(S) es localmente conexo siempre que S sea un subconjunto localmente conexo de
X \ {0}, aplicando [Eng] 2.4.E.(c) y 6.3.3.(d). Es evidente que φ restringida a una
base H de X es inyectiva y φ(H) también es una base de X. Por lo tanto, usando
el teorema 4.2 obtenemos lo deseado. □

Respecto a la hipótesis de este teorema, el caso o(X) = |X| = dimX > c no es
trivial porque si X es un espacio de Banach de manera que la mínima cardinalidad
de una base para su topología es un cardinal límite fuerte de cofinalidad numerable,
κ; entonces se sabe que κℵ0 = 2κ, véase [Jec, 5.23], y por lo tanto (véase [Eng,
4.1.H y 4.1.15]) tenemos o(X) = 2κ = κℵ0 = |X| = dimX. Sin embargo, si
κℵ0 = κ para la mínima cardinalidad de una base para la topología de X, entonces
o(X) = 2κ > κ = κℵ0 = |X| = dimX.

Para φ(x) = ∥x∥−1 ·x tenemos claramente que φ (H1) ̸= φ (H2) siempre que H1

y H2 sean bases distintas en H . En consecuencia, si o(X) = |X| = dimX, entonces
existen 2|X| bases de X que son subconjuntos conexos y localmente conexos de la
esfera unitaria SX , además dichas bases son densas en ninguna parte.4

Ahora podríamos considerar cambiar las condiciones para obtener resultados
similares a los anteriores, y aquí es donde entra la Hipótesis del Continuo. Si
asumimos esta hipótesis y consideramos un espacio de Banach X con cardinalidad
c, entonces podemos obtener una base de Hamel densa y conexa por caminos en X
(véase [Mer]).

5. ... y aún hay algo por hacer sobre bases de Hamel.

Creemos que este tema es básicamente un tema elemental y muy interesante
que aún tiene mucho por ofrecer. Hay multitud de preguntas que tienen que ver
con consistencia e independencia relativa a esa de ZFC, ver por ejemplo [BDH] y
[SWY]. Aquí incluimos algunas preguntas abiertas que no se alejan mucho de lo
presentado en esta nota. Una que no hemos sido capaces de resolver es

4Todos los resultados anteriores fueron obtenidos de [Ku1].
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Problema 5.1. ¿Qué subconjuntos de R son incapaces de ser/contener bases
de Hamel?

Obviamente hay respuestas triviales, pero estamos interesados en conocer una
caracterización topológica de aquellos subconjuntos que sí contienen bases de Hamel
para R sobre Q.

Por ejemplo, obviamente no puede ser un conjunto conexo o localmente conexo:
¿y subconjuntos típicos? ¿Puede una base de Hamel ser un conjunto de Bernstein
o al menos cada conjunto de Bernstein sí contiene una base? En el teorema 3.7 de
[BDH] se muestra que una base de Hamel no puede ser un subconjunto σ-compacto.
En este mismo espíritu tenemos una pregunta planteada por Tomek Bartosziński y
sus coautores,

Problema 5.2 (Bartosziński et. al.). ¿Existe un espacio de Banach en el que
todas sus bases de Hamel sean magras?

Antes, teorema 2.5, se mostró que una base de Hamel para R no puede ser un
conjunto analítico, pero qué tal el complemento de uno o imagen continua de un
conjunto coanalítico (i.e. el complemento de un conjunto analítico):

Problema 5.3. [NS] ¿Puede una base de Hamel para R sobre Q ser un con-
junto coanalítico o una imagen continua de un conjunto coanalítico?

Como se ha mencionado antes, las familias independientes de subconjuntos de
números naturales, así como las familias casi ajenas han resultado herramientas
combinatorias muy útiles para realizar diversas construcciones. En esta misma
nota hemos usado la primera clase de éstas familias para realizar construcciones
de conjuntos de vectores linealmente independientes. También Bartoszyński y sus
coautores plantean como su cuarta pregunta abierta: ¿Es cierto que todo espacio
de Banach de cardinalidad κ admite una familia de 2κ bases de Hamel que sean
casi ajenas? En este contexto, casi ajenas significa que la intersección de dos de
esas bases tiene cardinalidad menor que κ. En [Hal] se responde que no es decible
en ZFC; es decir, hay modelos en los que para todo κ y todo espacio de Banach
de esa cardinalidad posee una familia de 2κ bases de Hamel casi ajenas; también
hay modelos en los que para un κ hay un espacio de Banach que no tiene una
familia grande de bases de Hamel casi ajenas. El concepto de casi ajeno puede ser
modificado con facilidad; por ejemplo, podríamos decir que dos bases de Hamel H0

y H1 para un espacio X son casi independientes si la dimensión de span(H0 ∩H1)
es finita. Nosotros preguntamos:

Problema 5.4. Si X es un espacio de Banach de cardinalidad κ, ¿cuál es la
mínima cardinalidad de una familia ⊆-maximal de bases de Hamel casi independi-
entes?

Terminaremos esta lista de preguntas con otra que es simple de plantear. En
el Corolario 3.5 hemos visto que si X es un espacio de Banach y H ⊆ X es una
base de Hamel, entonces |X| = |H|. En la literatura hay varias maneras de realizar
la demostración de esta propiedad; pero todas dependen de la completez y no se
sabe si el resultado sigue siendo válido en una clase más amplia de espacios. Más
precisamente,

Problema 5.5. [Hal] Si H es una base de Hamel para un espacio vectorial de
dimensión infinita X que es separable y completo como espacio métrico; ¿debe ser
que |H| = c?
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Apéndice

Gráficas completas no numerables

Presentaremos un resultado importante que se ha usado anteriormente para
establecer una equivalencia de CH (véase [EK]). Aunque este resultado queda fuera
de nuestros intereses principales, creemos que es necesario incluirlo para completar
y dar por finalizado nuestro trabajo.

Primero daremos algunas definiciones.

Definición A.6. Una gráfica es un par ordenado G = (V,E) que comprende:
• V , un conjunto de vértices (también llamados nodos o puntos);
• E ⊆ {{x, y} | x, y ∈ V y x ̸= y}, un conjunto de aristas (también llamado

segmento), que son pares no ordenados de vértices (es decir, una arista
está asociada con dos vértices distintos).

A su vez, una gráfica G se dice completa si cada par de puntos de G está conectado
por un único segmento, y una subgráfica se dice conexa si para cada par de vértices
en ella existe un camino poligonal que los conecta. Dos segmentos {α, β}, {γ, δ} ∈ G
son consecutivos si α = γ ∧ β ̸= δ o β = δ ∧ α ̸= γ.

Definición A.7. Un árbol T es una gráfica conexa que no contiene ciclos,
equivalentemente G se llama un árbol si no contiene ningún polígono cerrado.

Definición A.8. Sea T un árbol, para cada S ⊆ T conexo y algún vértice fijo
αs de un segmento en S, diremos que:

• {α, β} ∈ S tiene grado 1 si α = αs, y si ya hemos definido hasta el grado
n, entonces {α, β} ∈ S tiene grado n+1 si existe γ < α tal que {γ, α} ∈ S
tiene grado n y {α, β} no tiene ya asignado un grado menor o igual a n.

• De manera análoga, {α, β} ∈ S tiene grado −1 si β = αs, y si ya hemos
definido hasta el grado −n, entonces {α, β} ∈ S tiene grado −(n + 1) si
existe β < γ < κ tal que {β, γ} ∈ S tiene grado −n y {α, β} no tiene ya
asignado un grado mayor o igual a −n.

Usaremos la notación deg(S, {α, β}) para denotar el grado del segmento {α, β} con
respecto del subconjunto conexo S.

Teorema A.9 (Erdős-Kakutani). Una gráfica completa G de número cardinal
κ (es decir, el número cardinal de los vértices es κ) puede ser separada en una
cantidad numerable de árboles si y sólo si κ ⩽ ℵ1.

Demostración: El resultado es claro para gráficas completas de cardinalidad a
lo más numerable, entonces sólo lo probaremos para la gráfica completa de cardi-
nalidad ω1. Primero probaremos que la gráfica G completa de número cardinal ℵ1

puede ser separada en una cantidad numerable de árboles. Podemos suponer que
G está representada por un sistema de segmentos

G = {{α, β} : ω ⩽ α < β < ω1}.

Para cualquier ω ⩽ β < ω1, tomemos una una función biyectiva fβ : β → ω y el
siguiente conjunto Gn = {{α, β} : fβ(α) = n}, es claro que G =

⋃
n∈ω Gn. Además

para cada Gn y β < ω1, existe un único α < β tal que {α, β} ∈ Gn (usando que
la función fβ es biyectiva). También de esto se sigue que si α0 es cualquiera de los
nodos de Gn, entonces hay una sucesión finita α0 > α1 > · · · > αk = ω de modo
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que fαi−1
(αi) = n, para 1 ⩽ i ⩽ k. Por lo tanto cada Gn es un subconjunto conexo

de G y así un árbol.
Para el otro caso, tomemos G la gráfica completa de número cardinal κ y

G =
⋃

n∈ω Tn, donde cada Tn es un árbol. Podemos suponer nuevamente que G
está representada por un sistema de segmentos

G = {{α, β} : ω ⩽ α < β < κ}.
Considere la descomposición (no necesariamente numerable) de cada Tn en sus

componentes conexas, Tn =
⋃

ξ<λ Tn(ξ); donde λ es la cantidad de componentes
conexas de Tn.

Definimos los siguientes conjuntos

T+
n (ξ) =

{
{α, β} : deg(Tn(ξ), {α, β}) > 0

}
,

T−
n (ξ) =

{
{α, β} : deg(Tn(ξ), {α, β}) < 0

}
.

Para esto notemos lo siguiente:
6.1 Cualquier par de segmentos consecutivos de la gráfica T+

n (ξ) son de la
forma: {α, β}, {γ, δ} con α < β, γ < δ y β ̸= δ, ya que si existieran α ̸= γ
tal que {α, β}, {γ, β} ∈ S podríamos obtener caminos poligonales hacia
αs y por tanto tener un polígono en S, lo que no es posible.

6.2 Cualquier par de segmentos consecutivos de la gráfica T−
n (ξ) son de la

forma: {α, β}, {γ, δ} con α < β, γ < δ y α ̸= γ.
Ahora definimos

T+
n =

⋃
ξ<λ

T+
n (ξ), T−

n =
⋃
ξ<λ

T−
n (ξ).

Así obtenemos una descomposición de Tn = T+
n ∪T−

n , donde T+
n y T−

n cumplen las
observaciones 6.1 y 6.2 respectivamente.

De lo anterior obtenemos, G =
⋃

n∈ω T+
n ∪ T−

n .
Observamos que las siguientes observaciones se siguen de 6.1 y 6.2 respectiva-

mente.
6.3 Para cualquier α < κ, existe un único β < α tal que {β, α} ∈ T+

n .
6.4 Para cualquier α < κ, existe un único α < β < κ tal que {α, β} ∈ T−

n .
Tomando los siguientes conjuntos,

T+ =
⋃
n∈ω

T+
n , T− =

⋃
n∈ω

T−
n .

Notamos que satisfacen claramente las siguientes condiciones:
6.5 Para cualquier α < κ, el conjunto de todos los β < α tal que {β, α} ∈ T+

es numerable.
6.6 Para cualquier α < κ, el conjunto de todos los α < β tal que {α, β} ∈ T−

es numerable.
De esto se sigue fácilmente por el mismo argumento que en ([Sie], p. 9) que el
número cardinal κ de todos los puntos α < κ, es como máximo ℵ1. □
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