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Teoria de Conjuntos

Cada cuerpo tiene
su armonia y

su desarmonia

en algunos casos

la suma de armonias
puede ser casi
empalagosa

en otros

el conjunto

de desarmonias
produce algo mejor
que la belleza

Mario Benedetti
Viento del Exilio
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Prefacio

La primera versién de este libro la empecé a escribir cuando era estu-
diante de licenciatura, entonces mi concepcion de lo que es la teoria de
conjuntos era muy distinta a la que ahora tengo. Si de cero escribiera
un libro ahora, seguramente difereria mucho del texto que el lector tiene
entre sus manos. Ahora me parece que las cosas se deberian hacer mucho
més formales de como se presentan aqui. Sin embargo, al enfrentarme
una vez mas al reto de hacer un buen curso para estudiantes de licen-
ciatura vuelvo a regresar a una idea muy similar a la que se plasmé en
este texto hace més de 14 anos.

En esta edicién de Teoria de Conjuntos (una introduccidn) se han
corregido algunos errores de ediciones anteriores, se dié un pequeno re-
toque a la Seccién 2.1 sobre lo que llamamos propiedades; la Seccién 4.5
se dividié en dos secciones, la primera que contiene la teoria estandar
sobre conjuntos ordenados en general y la segunda que contiene mate-
rial importante sobre uno de los conceptos fundamentales en la teoria, a
saber, el de buen orden. Se consideré que antes este importante concepto
estaba relegado al final de una larga seccién y por ello se prefirié resaltar
més su importancia dedicandole una seccién. Otro de los conceptos fun-
damentales como es de conjuntos cerrados no acotados y conjuntos esta-
cionarios no estaba tratado de manera apropiada. Esta edicién contiene
una nueva seccion sobre estos conceptos. En dicha seccién se trata el
material estdndar que todo interesado en profundizar en la teoria debe
manejar; ademas contiene una demostracion del poco conocido princi-
pio de anticipacién para cerrados no acotados para cardinales regulares
mayores a 8y de S. Shelah. Se agregaron también algunos ejercicios; me
sorprendié darme cuenta de que el libro contiene mas de 400 ejercicios
de muy diversa dificultad. Se recomienda, una vez mas, a los estudian-
tes intentar todos los ejercicios. Parte del entrenamiento que uno debe
adquirir consiste en saber reconocer por uno mismo qué problemas uno
serd capaz de resolver y cudles uno debe resolver con ayuda.

El libro ya ha sido usado como libro de texto en diversas universi-
dades. Por comentarios de colegas y por la propia experiencia del autor
se recomienda abarcar para un primer curso de un semestre parte de los
primeros nueve capitulos. Aunque la cifra suena exagerada, el primer
capitulo puede encargarse a los estudiantes como una lectura recreativa,

xiii
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xiv PREFACIO

el tercer capitulo contiene material muy estandar que puede ser recor-
dado rédpidamente. El quinto capitulo es importante y considero que
se deben exponer la mayor parte de las secciones, mientras que el sexto
capitulo puede también presentarse ante el grupo de manera muy rapida.
Las primeras tres secciones del Capitulo 8 deben ser presentadas pero,
dependiendo del nivel de los estudiantes, el instructor debe valorar hasta
qué punto de ese capitulo es adecuado para sus estudiantes. El Capitulo
9 es importante y puede tratarse de diferentes maneras; por ejemplo,
puede omitirse la seccion de aritmética ordinal y si asi es el caso, puede
incluso omitirse la demostracién del Teorema de Recursién Transfinita.
Si el tiempo lo permite, algunas secciones del Capitulo 10 son adecuadas
para redondear lo visto antes.

Esta oportunidad debe ser aprovechada para agradecer a todos los
lectores de ediciones anteriores de este texto, a los amigos que me han
ensenado muchas cosas de Teoria de Conjuntos y a todas las personas
que me han apoyado de una u otra manera.

Fernando Hernandez Hernandez
Morelia, Michoacan, Méx.

Marzo 2011
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Prefacio a la Primera Ediciéon

Casi todos los libros de matematicas hablan de conjuntos y estan li-
bremente salpicados de extrafios simbolos como €, C, U, N, §. P. R.
Halmos apunta en el ya clasico Naive Set Theory: “Los matematicos
estan de acuerdo en que cada uno de ellos debe saber algo de Teoria
de Conjuntos; el desacuerdo comienza al tratar de decidir qué tanto es
algo. ” Hay motivos bien fundamentados detras de esta obsesién por los
conjuntos. La Teorfa de Conjuntos es un lenguaje. Sin ella, no sélo es
imposible hacer matematicas, sino que ni siquiera podemos decir de qué
se trata ésta. Es lo mismo que intentar estudiar literatura francesa sin
saber algo de francés. Hewitt y Stromberg en su libro Real and Abstract
Analysis dicen: “Desde el punto de vista de un légico, las matematicas
son la Teorfa de Conjuntos y sus consecuencias”.

La Teoria Intuitiva de Conjuntos funciona bien para los primeros
cursos de mateméticas (Célculo, Algebra, entre otros), pero definitiva-
mente para los cursos de matematicas superiores es muy conveniente
contar con una Teoria de Conjuntos sélida pues, de hecho, nociones
como las de cardinalidad o aplicaciones del Axioma de Eleccién son fun-
damentales y, en ocasiones, indispensables en topicos especializados del
Anélisis, Algebra, Topologia, etc.

En este texto se presenta la Teoria de Conjuntos basada en la Axio-
mética de Zermelo-Fraenkel con eleccién (ZFC) tratando de requerir el
minimo de formalismo 16gico. Una justificaciéon para optar por la axio-
matizacién de Zermelo-Fraenkel (ZF) es que ésta es la més apropiada
para un primer encuentro con la Teoria de Conjuntos y lo mas impor-
tante es que, como veremos, los nimeros reales, sus operaciones arit-
méticas y las demostraciones de sus propiedades pueden ser expresados
a partir de los axiomas de Zermelo-Fraenkel. Pero no sélo el sistema
de los numeros reales encuentra sustento en la Axiomética de Zermelo-
Fraenkel, la mayor parte de las mateméticas contemporédneas (posible-
mente la tnica excepcién es la Teorfa de Categorias) puede desarro-
llarse dentro de la Teoria de Conjuntos asi axiomatizada. Por ejemplo,
los objetos fundamentales de Topologia, Algebra o Analisis (espacios
topoldgicos, espacios vectoriales, grupos, anillos, espacios de Banach)
son apropiadamente definidos como conjuntos de una clase especifica.

XV
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xvi PREFACIO A LA PRIMERA EDICION

Propiedades topoldgicas, algebraicas o analiticas de estos objetos son
entonces derivadas a partir de las propiedades de conjuntos, las cuales
se pueden obtener usando los axiomas ZFC. En este sentido, la Teoria
de Conjuntos asi axiomatizada sirve como una fundamentacion satisfac-
toria para otras ramas de la matematica.

Una consulta rapida al contenido analitico sera suficiente para ente-
rarse de cudl es el material que se expone en este texto y cémo estd
organizado este material. Sin embargo, son convenientes algunos co-
mentarios. En primer lugar, en el Capitulo 2, la nocién de propiedad
se da de manera intuitiva y se introducen los primeros axiomas del sis-
tema ZF. En el Capitulo 6, la extensiéon de los niimeros racionales a
los nimeros reales se hace estableciendo clases de equivalencia de suce-
siones de Cauchy, en lugar del método clasico que utiliza cortaduras
de Dedekind (que también se expone brevemente en el Capitulo 11).
El Capitulo 8, que trata del Axioma de Eleccién, contiene mucha in-
formacién, en especial, las Secciones 8.4 y 8.5 incluyen ejemplos que
posiblemente no sean accesibles a todos los lectores; en particular, las
demostraciones de éstos estdn destinadas a aquellos lectores con mayor
conocimiento y madurez matemética. El propdsito de incluir toda esta
informacién es el de mostrar las vastas aplicaciones de dicho axioma en
diversas areas de la Matematica. La exposicién del material dedicado a
los niimeros ordinales se pospone hasta después del Axioma de Eleccién
por considerar a éste mas importante, aunque por ello se sacrifique un
poco el seguimiento de la exposicion de los conceptos de cardinalidad;
ademas de que es necesario dicho axioma en algunas proposiciones im-
portantes que se refieren a nimeros ordinales. El Capitulo 10 contiene
tépicos especializados de Teoria de Cardinales y es deseable cubrir la
mayor parte de él. Las dos tltimas secciones de este capitulo requieren
de los conceptos de ideales y filtros (para el caso especial del algebra
Booleana P(X)) expuestos en la Seccién 8.5. Por tltimo, el Capitulo
11 puede considerarse optativo, el material que ahi se presenta es para
aquellos lectores con mayor interés en la Teoria de Conjuntos o ramas
afines como la Topologia. Cabe mencionar que las secciones 11.2 y 11.3
estan basadas en las notas de clase del curso sobre forcing que el Prof.
Oleg G. Okunev impartié en la Facultad de Ciencias de la UNAM en el
segundo semestre de 1997.

Por lo regular las secciones estan seguidas de una lista de ejerci-
cios. En pocas excepciones, los ejercicios no se refieren a los conceptos
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tratados en el texto. Hay varios tipos de ejercicios, algunos rutinarios
y otros mas dificiles, los cuales frecuentemente estdn acompanados con
sugerencias para su solucién. Los ejemplos en el texto sélo ocasional-
mente son desarrollados con todo detalle. La verificacién de que un
ejemplo tiene las propiedades deseadas se deja como ejercicio (usual-
mente facil) para el lector.

El final de una demostracion se indica con el simbolo [J. Las defini-
ciones, observaciones, lemas, proposiciones y teoremas de cada capitulo
son numerados consecutivamente por un par de nimeros que indican el
capitulo y el elemento respectivamente: ver Lema 3.2, significa ver el
Lema 2 del Capitulo 3. Para hacer referencia a los ejercicios usaremos
una terna de numeros separados por puntos: Ejercicio 2.3.7, significa
ejercicio 7 de la seccién 3 del capitulo 2. Los axiomas se numeran con-
secutivamente a lo largo de todo el texto.

Hay referencias de caracter historico, pero como es un poco incémodo
poner todos los datos de la obra que se esté citando en el lugar donde se
realizan los apuntes, en la bibliografia se encuentran algunas segundas
referencias. Por otra parte, me parece oportuno indicar la bibliografia
bésica empleada en la elaboracion del material aqui presentado, la cual
estd integrada por: [El]v [H1]7 [HJ]v [J3]> [K1]7 [KM]7 [P4]7 [P5]7 [R2]7 [Slo]-
A los autores de estos textos es a quien ha de atribuirse lo acertado de las
demostraciones presentadas. El mérito (si existe) de este trabajo es la
seleccién, modo de presentacién del material, modificacién y adaptacién
de algunas de las demostraciones.

La idea de escribir el presente trabajo tuvo su origen en las notas
“Breve Resumen de Introduccion a la Teoria de Conjuntos”. En estas
dltimas se basé un seminario que realizamos algunos estudiantes de la
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP en 1992, el cual
fue motivado por la falta de un curso de esta bella teoria. En los anos
en que han sido usadas las notas originales se observd que requerian de
una revisién que las hiciera, hasta donde fuera posible, mas entendibles
y sobre todo mas completas; asi, el presente volumen difiere en mucho
de las notas originales.

Es mi deseo que este libro sirva a cualquier interesado en las mate-
maéticas; en especial a los estudiantes, para ayudarles a no sentirse con-
fundidos (como en su momento yo lo estuve) por el concepto de conjunto.
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Finalmente, y no por ello menos merecido, deseo manifestar mi sin-
cero agradecimiento a todas las personas que de una u otra manera han
colaborado en la realizacién de este libro y que por temor a aburrir al
lector con una larga lista de nombres no citaré explicitamente. No obs-
tante, es para mi un placer dar a conocer las personas que me ayudaron
a culminar este trabajo y a quienes reitero mi agradecimiento: el Prof.
Agustin Contreras Carreto, que pese a sus multiples ocupaciones hizo
un gran esfuerzo por brindarme su apreciable ayuda como el mejor de los
amigos; el Prof. Fidel Casarrubias Segura, que me hizo observaciones
muy acertadas sobre la manera en que se presentaba el material, que
me estimulé en muchas ocasiones y que sobre todo me ha apoyado en
tantos momentos dificiles; el Prof. Angel Tamariz Mascarta, cuya eficaz
revisién mejoré notablemente la exposicién del material aqui presentado
y de quien he recibido ademas de un muy especial apoyo, su confianza.
Los comentarios constructivos y criticas de todos ellos fueron muy apre-
ciados; ademas de que han influido de manera sustancial en la redaccién
final de este trabajo. Expreso también mi gratitud a mi esposa quien ha
sufrido y soportado mis locuras desde que inicié con aquel proyecto de
1992 y que para culminar este trabajo me respaldé a pesar de sentirse
desplazada. A mis padres por todo el apoyo y comprensién que de ellos
he recibido.

Fernando Herndndez Hernandez.



