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10.1 Medidas en álgebras de Boole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
10.2 La aditividad de la medida de Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . 256
10.3 Extensiones de la medida de Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . 262

2 Cardinales grandes 267
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Introducción

Todos los matemáticos saben, hoy en d́ıa, que hay afirmaciones matemáticas
que no pueden ser demostradas ni refutadas. Un lógico precisaŕıa: no pueden
ser demostradas ni refutadas en ZFC, la teoŕıa axiomática comúnmente acep-
tada por los matemáticos; pero, por esto mismo, esta precisión se vuelve su-
perflua: para la mayoŕıa de los matemáticos, —tanto si están familiarizados
con la axiomática de ZFC como si no— “demostrable” significa “demostrable
en ZFC”. Algunos incluso son más restrictivos y ponen objeciones al uso del
axioma de elección.

El hecho de que una afirmación no sea demostrable en una teoŕıa axiomática
equivale a que su negación sea consistente con los axiomas de la misma. Por
ejemplo, decir que la hipótesis del continuo, 2ℵ0 = ℵ1 no es demostrable en
ZFC es equivalente a decir que su negación, 2ℵ0 > ℵ1 es consistente con los
axiomas de ZFC, en el sentido de que si añadimos 2ℵ0 > ℵ1 como axioma
seguimos teniendo una teoŕıa consistente. En la práctica es más cómodo hablar
de consistencia que de “no demostrabilidad”. Cuando una afirmación no puede
ser demostrada ni refutada a partir de unos axiomas —es decir, cuando tanto ella
como su negación son consistentes con los mismos— se dice que es independiente
de dichos axiomas.

En estos términos, el propósito de este libro es explicar las técnicas básicas
para obtener pruebas de consistencia. Aśı, entre otras muchas aplicaciones,
demostraremos que la hipótesis del continuo es independiente de los axiomas
de ZFC, Más aún, no sólo demostraremos la consistencia de 2ℵ0 = ℵ1 y de
2ℵ0 > ℵ1, sino que —de hecho— probaremos que casi cualquier variante del
estilo de 2ℵ0 = ℵ7 o 2ℵ0 = ℵω1+5 es consistente con los axiomas de ZFC. En
realidad probaremos resultados mucho más generales sobre las posibilidades de
la función del continuo.

Ahora bien, mucho más importante que la mera anécdota de que algo no
puede ser demostrado en ZFC es comprender cómo y por qué es esto posible.
Un matemático puede no conocer la demostración del último teorema de Fermat,
pero no ve nada de extraño en que, de un modo u otro, sea posible encontrar
un argumento que lo demuestre; sin embargo la existencia de afirmaciones in-
demostrables desconcierta a muchos matemáticos, cuando —en el fondo— se
trata de un fenómeno que en otros contextos similares se ve como algo obvio y
natural: por lo general, unos axiomas no determinan uńıvocamente un modelo.

Pensemos, por ejemplo, en los axiomas de espacio vectorial. En la definición
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x Introducción

de espacio vectorial se exige que haya unos objetos llamados “vectores”, sobre
cuya naturaleza no se dice nada, y que sobre ellos haya definidas dos operaciones,
igualmente indeterminadas, y a estos elementos se les impone que cumplan unos
axiomas.

A nadie le sorprende que una definición tan vaga —en el sentido de que no
precisa qué debemos entender por, “vector”, “suma” y “producto escalar”— sea
satisfecha por objetos muy diversos que, a pesar de coincidir en ser todos ellos
espacios vectoriales, difieran en propiedades definibles a partir de la estructura
vectorial y puedan tener, por ejemplo, distinto número de dimensiones.

A otro nivel, con la teoŕıa de conjuntos sucede lo mismo. Los axiomas de
ZFC son tan vagos como los de espacio vectorial: postulan unos objetos indeter-
minados a los que llamar conjuntos, sobre los que ha de haber una relación de
pertenencia, y se exige que satisfagan unos axiomas. Del mismo modo que no
existen “los vectores”, en un sentido absoluto, sino que hay distintas colecciones
de objetos a los que podemos llamar vectores en la medida en que satisfagan
los axiomas de espacio vectorial, tampoco existen “los conjuntos” en sentido
absoluto, sino distintas colecciones de objetos a las que podemos llamar con-
juntos en la medida en que satisfagan los axiomas de la teoŕıa de conjuntos.
Del mismo modo que todos los espacios vectoriales satisfacen unas propiedades
comunes (las que pueden demostrarse estrictamente a partir de la definición de
espacio vectorial), también todos los modelos de la teoŕıa de conjuntos tienen
muchas propiedades en común, todas las que pueden demostrarse a partir de
los axiomas de ZFC. Un matemático que sólo dé valor a los teoremas de ZFC y
rehúya los que requieren hipótesis adicionales puede equipararse a un algebrista
que sólo aceptara los teoremas válidos para todos los espacios vectoriales, sin
admitir ninguna hipótesis restrictiva (y se negara, en particular, a trabajar con
un espacio vectorial concreto, pues ésta es la forma más drástica de excluir a
los demás espacios). Un caso más similar seŕıa el de un geómetra que no acep-
tara ni los teoremas espećıficos de la geometŕıa eucĺıdea ni los de las geometŕıas
no eucĺıdeas, sino sólo aquellos que son comunes a todas (los teoremas de la
geometŕıa absoluta).

Se puede objetar que las propiedades comunes a todos los espacios vectoria-
les o a todas las geometŕıas dan lugar a teoŕıas demasiado pobres para tener
interés, mientras que las propiedades comunes a todos los modelos de ZFC cons-
tituyen una teoŕıa muy rica (ZFC), por lo que no hay necesidad de extenderla.
En esto hay mucho de cierto. En efecto, muchas ramas de la matemática pue-
den desarrollarse completamente en el seno de ZFC (para eso precisamente fue
creada la axiomática), pero decir que no hay razón para estudiar extensiones
de ZFC porque en su lugar podemos estudiar teoŕıa de números o ecuaciones
diferenciales, para lo cual nos basta ZFC, es como decir que no hay razón para
estudiar ecuaciones diferenciales porque en su lugar podemos estudiar teoŕıa de
números, o viceversa. Desde un punto de vista matemático, el estudio de los dis-
tintos modelos de la teoŕıa de conjuntos —atendiendo a las particularidades que
diferencian a unos de otros— es una investigación de la misma naturaleza que el
estudio de las distintas clases de ecuaciones diferenciales y su comportamiento,
o los disitintos tipos de variedades diferenciales, o de anillos, etc.
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En cualquier caso, al margen de las polémicas que podŕıan suscitarse sobre si
es razonable o no estudiar modelos de ZFC, ecuaciones diferenciales, geometŕıas
no eucĺıdeas, grupos finitos, espacios vectoriales topológicos, etc., lo verdade-
ramente importante es comprender que éste es el planteamiento correcto de la
cuestión: es ingenuo pensar que la axiomática de la teoŕıa de conjuntos describe
una realidad única y sentirse incómodo porque sus distintas extensiones ponen
en cuestión ese planteamiento: no lo ponen en cuestión, simplemente lo refutan,
igual que el teorema de Pitágoras refuta la concepción tradicional griega del
sistema numérico, al probar la existencia de números irracionales. Recelar de la
hipótesis del continuo es como recelar de

√
2: si un matemático trabaja en un

campo en el que no se requieren para nada los números irracionales hará bien
en no utilizarlos, lo patológico seŕıa si arrugara la nariz si en un momento dado
se le cruzaran en su camino.

Aśı pues, una concepción madura de la matemática moderna (salvo que al-
guien defienda una postura muy radical dentro del formalismo o del platonismo,
o un exotismo como el intuicionismo) exige comprender que “los conjuntos” son
esencialmente una estructura algebraica, una estructura mucho más compleja
y rica que los cuerpos o los espacios vectoriales, pero una estructura y no un
objeto concreto, como pueda ser el cuerpo R o el espacio vectorial R8.

Una vez se asimila esto, las pruebas de consistencia dejan de ser misteriosas.
La consistencia de la hipótesis del continuo se demuestra probando que existe
un modelo de ZFC en el que, entre las peculiaridades que lo distinguen de otros
modelos posibles, está la de contener exactamente ℵ1 números reales y no más.
Preguntarse si la hipótesis del continuo es verdadera o falsa es como preguntarse
si los espacios vectoriales tienen dimensión 5 o distinta de 5. Simplemente, hay
espacios vectoriales de dimensión 5 y otros de dimensión distinta de 5, al igual
que hay modelos de ZFC con ℵ1 números reales y modelos con ℵω1 .

En realidad la situación no es exactamente la que acabamos de describir de-
bido a una limitación fundamental: La existencia de modelos de ZFC implica,
en particular, la consistencia de ZFC, y el segundo teorema de incompletitud
de Gödel afirma que dicha consistencia es indemostrable (al menos con una
demostración formalizable en el propio ZFC, en particular mediante técnicas
finitistas). Por ello únicamente podemos obtener pruebas de consistencia relati-
vas, es decir, no podemos probar que ZFC+2ℵ0 = ℵ1 es consistente, sino que si
ZFC es consistente, entonces ZFC+2ℵ0 = ℵ1 también lo es. En términos de mo-
delos seŕıa: si existe un modelo de ZFC entonces existe uno en el que 2ℵ0 = ℵ1.
Más en general, podemos demostrar que existen infinitos modelos distintos de
la teoŕıa de conjuntos, pero siempre bajo el supuesto —indemostrable— de que
exista al menos uno. Tampoco debemos magnificar esta restricción, los teoremas
de Gödel muestran que se debe simplemente a que ZFC es una teoŕıa muy po-
tente, más potente incluso que nuestra capacidad de razonamiento matemático
informal. Por otra parte, las pruebas de consistencia que veremos son comple-
tamente finitistas, en el sentido de que proporcionan algoritmos explićıcitos (o
explicitables) para transformar mecánicamente, por ejemplo, una demostración
de que 0 �= 0 en ZFC + 2ℵ0 = ℵ1 en una demostración de 0 �= 0 en ZFC.

Sucede además que hay afirmaciones cuya consistencia no puede demostrarse
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ni siquiera a partir del supuesto de que ZFC sea consistente, sino que se requie-
ren hipótesis más fuertes. Por ejemplo, la existencia de un cardinal inaccesible
implica la consistencia de ZFC, por lo que dicha existencia no puede demos-
trarse en ZFC. Más aún, la consistencia de que exista un cardinal inaccesible no
puede demostrarse ni siquiera suponiendo la consistencia de ZFC. En efecto, si
pudiéramos probar (finitistamente, o sea, convincentemente)

Consis ZFC → Consis ZFC + I,

donde I es la existencia de un cardinal inaccesible, entonces dicha prueba podŕıa
formalizarse en ZFC, con lo que, en particular tendŕıamos

�
ZFC+I

Consis ZFC → Consis ZFC + I.

Como, por otra parte, �
ZFC+I

Consis ZFC, concluiŕıamos que

�
ZFC+I

Consis ZFC + I

y, por el teorema de incompletitud, tanto ZFC como ZFC + I seŕıan contradic-
torias.

Aśı pues, si queremos probar, por ejemplo, la consistencia de que 2ℵ0 sea un
cardinal inaccesible, no podemos partir de la mera consistencia de ZFC, ya que
en particular estaŕıamos demostrando la consistencia de ZFC+I. Lo que puede
probarse es que si ZFC + I es consistente, entonces también lo es ZFC + 2ℵ0 es
inaccesible.

Otras pruebas de consistencia requieren como hipótesis la consistencia de
que existan cardinales “más grandes” que los cardinales inaccesibles, como pue-
den ser los cardinales de Mahlo (que son inaccesibles y supremo de cardinales
inaccesibles) o muchas otras clases de cardinales conocidos en general como
“cardinales grandes”. La segunda parte del libro está dedicada a ellos. Aśı,
por ejemplo, para demostrar la consistencia de que exista una extensión de la
medida de Lebesgue a todos los subconjuntos de R, no basta suponer la consis-
tencia de ZFC, sino que hay que suponer además la consistencia de que exista
lo que se conoce como un cardinal medible, consistencia que no puede ser de-
mostrada a su vez a partir de la mera consistencia de ZFC, o ni siquiera de
ZFC más la existencia de infinitos cardinales inaccesibles, o de Mahlo, etc. La
consistencia de la negación de la hipótesis de los cardinales singulares requiere
una hipótesis todav́ıa mayor: aunque podŕıa debilitarse un poco, la prueba que
nosotros veremos exige la consistencia de que exista un cardinal supercompacto,
la cual no puede probarse ni siquiera suponiendo la consistencia de que existan
infinitos cardinales medibles.

Seŕıa dif́ıcil explicar aqúı qué son concretamente los cardinales grandes, pero
diremos únicamente que se comportan como una escala de “pesos” con lo que
nivelar en una balanza afirmaciones arbitrarias. En principio, no hay razones
que hagan plausible la consistencia de que la medida de Lebesgue pueda exten-
derse a todos los subconjuntos de R, pero al probar que ésta es equivalente a
la consistencia de que exista un cardinal medible la situación es muy distinta,
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pues los cardinales medibles determinan una teoŕıa muy profunda, natural y
bien conocida, por lo que el descubrimiento de una hipotética contradicción en
la misma seŕıa, como mı́nimo, sorprendente. Es cierto que, en último extremo,
la consistencia de que existan cardinales grandes no puede ser probada, pero
también es cierto que los teoremas de incompletitud muestran que aśı tiene que
ser y explican el porqué.

Los requisitos para seguir este libro son un conocimiento básico de la lógica
matemática (de primer orden), de la axiomática de la teoŕıa de conjuntos, de
la teoŕıa de ordinales y cardinales y, en especial, de la exponenciación cardinal.
Aśı mismo se requiere estar familiarizado con las relaciones bien fundadas, los
teoremas generales de inducción y recursión y hechos relacionados, como el
teorema del colapso transitivo. Todo lo necesario se encuentra en mi libro de
lógica y teoŕıa de conjuntos, al cual remiten todas las referencias entre corchetes.
Aśı, los dos libros considerados conjuntamente resultan autocontenidos.
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Caṕıtulo I

Modelos de la teoŕıa de
conjuntos

Todas las pruebas de consistencia que vamos a ver se basan en la noción
de modelo. La idea es que muchas de las afirmaciones indecidibles en teoŕıa de
conjuntos lo son porque los axiomas no precisan qué debemos entender exacta-
mente por “conjunto”. Por ejemplo, si prescindimos del axioma de regularidad
no podemos responder a la pregunta de si existen conjuntos de la forma x = {x},
porque los otros axiomas dicen que existe el conjunto vaćıo, que existe la unión
de conjuntos, que existe el conjunto de partes, etc., pero no dicen si la noción de
conjunto de la que hablan incluye cosas como un x = {x}. Es imposible precisar
completamente qué es un conjunto, pero śı podemos incluir más y más matices.
Aśı, el axioma de regularidad precisa enormemente la noción de conjunto, pues
nos dice que todo conjunto puede generarse a partir de ∅ mediante sucesivas
aplicaciones del operador P. Desgraciadamente P es lo suficientemente ambiguo
como para que esto deje aún muchas preguntas sin respuesta, pero por lo pronto
zanja la cuestión sobre los conjuntos x = {x}.

La demostración de la consistencia del axioma de regularidad puede con-
siderarse un prototipo. Imaginemos un matemático capaz de “ver” todos los
conjuntos y reconocer inmediatamente sus propiedades. Imaginemos que, de
algún modo, le impedimos ver los conjuntos finitos. Entonces el matemático se
daŕıa cuenta de que no está viendo todos los conjuntos, pues él sabe, por ejem-
plo, que hay un axioma que afirma la existencia del conjunto vaćıo, mientras
que él no veŕıa ningún conjunto vaćıo. Sin embargo, supongamos ahora que
sólo le permitimos ver los conjuntos regulares. No está claro si hay conjuntos no
regulares pero la pregunta es, en el supuesto de que los hubiera, ¿se daŕıa cuenta
el matemático de que le estamos ocultando algo? La respuesta es que, si el ma-
temático sólo sabe de los conjuntos lo que dicen los axiomas, no notaŕıa nada.
Por ejemplo, un axioma afirma que existe el conjunto vaćıo, pero como el vaćıo
es regular, él lo estaŕıa viendo, luego no notaŕıa “nada raro” en lo tocante a este
axioma. Otro axioma afirma que dados dos conjuntos x e y, ha de haber otro
conjunto {x, y} que los tenga sólo a ellos por elementos. Ahora bien, si él ve dos

3
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conjuntos x, y, es porque ambos son regulares, pero entonces {x, y} también es
regular, por lo que también lo puede ver y, por consiguiente, no echará en falta
ningún par de conjuntos. Similarmente podŕıamos repasar todos los axiomas.
La clase R de los conjuntos regulares tiene la propiedad de que si quitamos los
conjuntos no regulares no por ello deja de cumplirse ninguno de los axiomas de
la teoŕıa de conjuntos. Esto es lo que significa que R es un modelo de la teoŕıa
de conjuntos: no podemos demostrar que los conjuntos regulares sean todos los
conjuntos, pero śı que “podŕıan serlo”, en el sentido de que bastan ellos para
asegurar que se cumplen todos los axiomas. Al desarrollar debidamente esta
idea se llega a una demostración de la consistencia de que V = R.

En este caṕıtulo estudiaremos la noción de modelo y demostraremos lo ne-
cesario para convertir las ideas precedentes en demostraciones rigurosas y con-
cluyentes de la consistencia de diversas afirmaciones. La idea principal que
debemos tener in mente es que nos proponemos estudiar las clases o conjuntos
M con la propiedad de que si a un matemático le ocultamos los conjuntos que
no están en M será incapaz de notar el “fraude” debido a que todos los axiomas
de la teoŕıa en que él trabaja se siguen cumpliendo.

1.1 Elementos de la teoŕıa de modelos

En esta primera sección estudiaremos la noción de “modelo” desde el punto
de vista de la teoŕıa de modelos propiamente dicha, que no es el punto de
vista que adoptaremos en nuestros argumentos principales. Podŕıamos haber
esquivado muchos de los conceptos y resultados que vamos a exponer, pero aśı
introduciremos las ideas más importantes que vamos a manejar en ausencia
de elementos metamatemáticos. Trabajamos en NBG o, equivalentemente, en
ZFC. Empezaremos recordando la noción de lenguaje formal. En realidad la
definición que damos aqúı difiere ligeramente de la dada en el [caṕıtulo X]:

Definición 1.1 Un lenguaje formal (de primer orden) es una óctupla ordenada
L = (¬,→,

∧
,=, V, C, R, F ), donde V y C son conjuntos, a cuyos elementos

llamaremos, respectivamente, variables y constantes de L, y R y F son funciones
cuyo dominio es el conjunto de los números naturales no nulos. A los elementos
de Rn y Fn los llamaremos, respectivamente, relatores y funtores n-ádicos de
L. Exigimos además que los conjuntos V , C, Rn y Fn sean disjuntos dos a dos,
que ninguno contenga a ¬, → ni a

∧
, que V sea infinito y que =∈ R2.

Si L es un lenguaje formal, llamaremos Var L al conjunto de las variables de
L, llamaremos Const L al conjunto de las constantes de L y, para cada natural
no nulo n, llamaremos RelnL y FunnL a los conjuntos de relatores y funtores
n-ádicos de L. Se definen los signos de L como los elementos del conjunto

Sig L = {¬,→,
∧

} ∪ Var L ∪ Const L ∪
∞⋃

n=1
RelnL ∪

∞⋃
n=1

FunnL.

Cuando hablemos del cardinal de L nos referiremos a |L| = |Sig L|.
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Las diferencias respecto a la definición que conoćıamos son que ahora hemos
eliminado el descriptor y que no exigimos que los signos de L formen un conjunto
numerable. El descriptor es muy útil a la hora de manejar lenguajes en la
práctica, pero para el estudio teórico que haremos de los lenguajes formales
seŕıa únicamente un estorbo. La numerabilidad la exiǵıamos en su momento
porque estábamos interesados en relacionar los lenguajes formales aśı definidos
con los lenguajes metamatemáticos finitistas, y metamatemáticamente no tiene
sentido la no numerabilidad.

Del mismo modo que un espacio topológico es un conjunto (a cuyos elementos
llamamos puntos) junto con una selección arbitraria de una familia de subcon-
juntos (a cuyos elementos llamamos abiertos), igualmente hemos de pensar que
un lenguaje formal es un conjunto (a cuyos elementos llamamos signos) divi-
dido arbitrariamente en categoŕıas (negador, implicador, relatores monádicos,
diádicos, etc.).

Si L es un lenguaje formal, se define el conjunto de las cadenas de signos de
L como

Cad L = (Sig L)<ω \ {∅},
es decir, las cadenas de signos son las sucesiones finitas de signos de L. Exclui-
mos por conveniencia la cadena vaćıa. Llamaremos longitud de una cadena a su
dominio, que es un número natural.

El conjunto de los términos de L se define recurrentemente como sigue:
Term0L = V ∪ C,

Termk+1L = TermkL ∪
∞⋃

n=1
{ft0 · · · tn−1 | f ∈ FunnL ∧ {ti}i<n ∈ (TermkL)n},

Term L =
∞⋃

k=0

TermkL.

Similarmente, el conjunto de las fórmulas de L se define como

Form0L =
∞⋃

n=1
{Rt0 · · · tn−1 | R ∈ RelnL ∧ {ti}i<n ∈ (Term L)n},

Formk+1L = FormkL ∪ {¬α | α ∈ FormkL} ∪ {→αβ | α, β ∈ FormkL}
∪ {

∧
xα | x ∈ Var L ∧ α ∈ FormkL},

Form L =
∞⋃

k=0

FormkL.

Usaremos los convenios usuales de notación (cf. [caṕıtulo I]), de modo que
(x = y) representará a la fórmula =xy, es decir, la aplicación φ : 3 −→ Sig L

determinada por φ(0) = =, φ(1) = x, φ(2) = y, donde se sobrentiende que x,
y ∈ Var L. Observemos en particular que en φ(0) = = hay que entender que
el igualador central es el igualador metamatemático de la teoŕıa de conjuntos,
mientras que el de la derecha es un conjunto = ∈ Sig L.

Aśı mismo suponemos definidos los conectores ∧, ∨, ↔ y el particularizador∨
. No son signos de L sino que, por ejemplo,

∨
x(x = x) es otra forma de
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nombrar la fórmula ¬
∧

x¬=xx, es decir, se trata de la aplicación φ : 6 −→ Sig L

determinada por φ(0) = ¬, etc.

También damos por conocidas las definiciones de variable libre y ligada. Las
fórmulas sin variables libres se llaman sentencias y los términos sin variables
libres se llaman designadores.

Definición 1.2 Un modelo de un lenguaje formal L es un par (M, I), donde M
es un conjunto no vaćıo e I es una aplicación que asigna a cada constante c de
L un objeto I(c) ∈ M , a cada relator n-ádico R de L una relación I(R) ⊂ Mn y
a cada funtor n-ádico f de L una función I(f) : Mn −→ M . Exigimos además
que I(=) sea la relación de igualdad.

En la práctica escribiremos M en lugar de (M, I) y escribiremos M(c), M(R),
M(f) en lugar de I(c), I(R), I(f).

Una valoración de un lenguaje L en un modelo M se define como una apli-
cación v : Var L −→ M . El objeto denotado por un término t de L en un modelo
M respecto a una valoración v se define inductivamente como

M(x)[v] = v(x), M(c)[v] = M(c),

M(ft0 · · · tn−1)[v] = M(f)(M(t0)[v], . . . , M(tn−1)[v]).

La satisfacción de una fórmula α de L en un modelo M respecto de una
valoración v se define inductivamente como

M � Rt0 · · · tn−1[v] ↔ M(R)(M(t0)[v], . . . , M(tn−1)[v]),
M � ¬α[v] ↔ ¬M � α[v],

M � (α → β)[v] ↔ ¬M � α[v] ∨ M � β[v],
M �

∧
xα[v] ↔

∧
a ∈ MM � α[va

x],

donde, en la última cláusula, va
x es la valoración que coincide con v salvo por

que va
x(x) = a. Se comprueba fácilmente que

M � α ∨ β[v] ↔ M � α[v] ∨ M � β[v],

al igual que las propiedades análogas para el conjuntor, el particularizador, etc.
Una comprobación rutinaria muestra que M(t)[v] y M � α[v] sólo dependen

de los valores que toma v sobre las variables libres en t o α respectivamente.
(cf. [3.3]). Si las variables libres en una fórmula α son x1, . . . , xn (con lo que esta-
mos presuponiendo un orden en ellas) usaremos la notación M � α[a1, . . . , an]
para indicar que α es satisfecha en M respecto a cualquier valoración v que
cumpla v(xi) = ai. Similarmente para términos.

Diremos que una fórmula α es verdadera en el modelo M , y lo representare-
mos por M � α si M � α[v] para toda valoración v.

Si Γ ⊂ Form L diremos que M es un modelo de Γ, y lo representaremos por
M � Γ, si

∧
α ∈ Γ M � α.
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No hay que confundir el hecho de que M sea un modelo de un lenguaje L

con que sea un modelo de un conjunto de fórmulas Γ de L. Ser un modelo de
L significa que todo signo de L tiene una interpretación en M , mientras que lo
segundo supone además que las fórmulas de Γ son verdaderas de acuerdo con
dicha interpretación.

Ejemplo Consideremos un lenguaje formal L cuyos signos eventuales sean dos
constantes 0 y 1 y dos funtores diádicos + y ·. Entonces un modelo de L es
cualquier conjunto M �= ∅ en el que haya definidas dos leyes de composición
internas M(+) y M(·) y en el que hayamos prefijado dos elementos cualesquiera
M(0), M(1) ∈ M . Un anillo unitario puede caracterizarse como un modelo de
un cierto conjunto bien conocido Γ de sentencias de L, entre las cuales estarán∧

xy(x + y = y + x),∧
x(x + 0 = x),∧
x
∨

y(x + y = 0),∧
x(x · 1 = x),

etc. Debemos incidir en las diferencias técnicas entre esta caracterización de los
anillos y la definición usual. Cuando en un libro de álgebra se exige que todo
anillo M cumpla

∧
xy ∈ M(x + y = y + x), hemos de entender que la expresión

“
∧

xy ∈ M(x + y = y + x)” es una fórmula metamatemática del lenguaje de
la teoŕıa de conjuntos. Matemáticamente + representa una ley de composición
interna, etc. Por el contrario, en la caracterización que acabamos de dar, esta
exigencia se expresa mediante la condición

M �
∧

xy(x + y = y + x),

donde ahora
∧

xy(x + y = y + x) ∈ Form L es un conjunto, no una fórmula
metamatemática. El signo + no representa una ley de composición interna en
M , sino un signo de L. Lo que pedimos es que la ley de composición interna
M(+) sea conmutativa.

Más concretamente, en las afirmaciones

Q �
∧

xy(x + y = y + x), R �
∧

xy(x + y = y + x),

el signo + representa siempre al mismo objeto (un funtor de L). Lo que cambia
es que para comprobar la primera afirmación hemos de interpretar + como la
suma de números racionales y para comprobar la segunda hemos de interpretarlo
como la suma de números reales.

Si añadimos a Γ la fórmula
∧

x(x �= 0 →
∨

y(xy = 1)) tenemos un conjunto
de fórmulas cuyos modelos son exactamente los cuerpos. Si añadimos un relator
diádico ≤ a L y consideramos los axiomas oportunos, podemos caracterizar en
términos de la teoŕıa de modelos a los cuerpos ordenados y, similarmente, po-
demos caracterizar como modelos de ciertos conjuntos de fórmulas a la mayoŕıa
de las estructuras algebraicas.

Estudiamos ahora las aplicaciones que relacionan dos modelos de un mismo
lenguaje formal.
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Definición 1.3 Una inmersión i : N −→ M entre dos modelos de un mismo
lenguaje formal L es una aplicación que verifica las propiedades siguientes:

a) Para toda constante c de L se cumple que i(N(c)) = M(c).

b) Para todo relator n-ádico R de L se cumple que∧
a1 . . . an ∈ N(N(R)(a1, . . . , an) ↔ M(R)(i(a1), . . . , i(an))).

c) Para todo funtor n-ádico f de L se cumple que∧
a1 . . . an ∈ N(i(N(f)(a1, . . . , an)) = M(f)(i(a1), . . . , i(an))).

Observemos que la propiedad b) aplicada al igualador implica que toda in-
mersión es inyectiva. Una inmersión biyectiva es un isomorfismo de modelos.
Por ejemplo, una inmersión entre dos anillos unitarios (vistos como modelos
del lenguaje de la teoŕıa de anillos) no es más que un monomorfismo de anillos
unitarios en el sentido algebraico usual.

Diremos que un modelo N es un submodelo de un modelo M del mismo
lenguaje formal si N ⊂ M y la inclusión es una inmersión.

Supongamos que M es un modelo de un lenguaje L y que N ⊂ M es un
subconjunto de M con las propiedades siguientes:

a) M(c) ∈ N para toda constante c de L.

b) M(f)|Nn : Nn −→ N , para todo funtor n-ádico f de L.

Entonces N admite una única estructura de submodelo de M . De hecho,
ésta es una definición alternativa de submodelo.

Por ejemplo, los submodelos de un anillo unitario (visto como modelo del
lenguaje de la teoŕıa de anillos) son simplemente los subanillos unitarios (es
decir, con la misma unidad) en el sentido algebraico usual.

De las definiciones se sigue inmediatamente que la imagen de una inmersión
es un submodelo y que, equivalentemente, una inmersión entre dos modelos es
un isomorfismo de uno en un submodelo del otro.

Teorema 1.4 Si i : N −→ M es una inmersión entre dos modelos de un mismo
lenguaje formal L, t(x1, . . . , xn) es un término de L y a1, . . . an ∈ N , entonces

i(N(t)[a1, . . . , an]) = M(t)[i(a1), . . . , i(an)].

Demostración: Por inducción sobre la longitud de t. Si t = xi es una
variable tenemos simplemente que

i(N(xi)[a1, . . . , an]) = i(ai) = M(xi)[i(a1), . . . , i(an)].

Si t = c es una constante queda

i(N(c)[a1, . . . , an]) = i(N(c)) = M(c) = M(c)[i(a1), . . . , i(an)].
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Si t = ft1 · · · tm y el teorema es cierto para t1, . . . , tm entonces

i(N(t)[a1, . . . , an]) = i(N(f)(N(t1)[a1, . . . , an], . . . , N(tm)[a1, . . . , an]))

= M(f)(i(N(t1)[a1, . . . , an]), . . . , i(N(tm)[a1, . . . , an])

= M(f)(M(t1)[i(a1), . . . , i(an)], . . . , M(tm)[i(a1), . . . , i(an)])

= M(t)[i(a1), . . . , i(an)].

La propiedad análoga al teorema anterior para fórmulas en lugar de términos
no es cierta para una inmersión arbitraria, sino que nos lleva al concepto de
inmersión elemental:

Definición 1.5 Una inmersión elemental i : N −→ M entre dos modelos
de un mismo lenguaje formal L es una inmersión tal que para toda fórmula
φ(x1, . . . , xn) de L se cumple∧

a1 · · · an ∈ N(N � φ[a1, . . . , an] ↔ M � φ[i(a1), . . . , i(an)]).

Diremos que N es un submodelo elemental de un modelo M (y lo repre-
sentaremos por N ≺ M) si N es un submodelo de M tal que la inclusión
es una inmersión elemental. A su vez esto equivale a que para toda fórmula
φ(x1, . . . , xn) de L se cumple∧

a1 · · · an ∈ N(N � φ[a1, . . . , an] ↔ M � φ[a1, . . . , an]).

Ejemplo Consideremos a R como modelo del lenguaje de la teoŕıa de cuerpos.
Entonces Q es un submodelo de R, pero no es un submodelo elemental. Por
ejemplo, si φ(x) =

∨
y x = y · y entonces R � φ[2] pero Q � ¬φ[2].

Observemos que toda aplicación i que conserve fórmulas en el sentido de la
definición de inmersión elemental es necesariamente una inmersión. En efecto,
para demostrar que conserva a una constante c basta considerar la fórmula
x = c, para probar que conserva un relator n-ádico R basta considerar la fórmula
Rx1 · · ·xn y para probar que conserva un funtor n-ádico f basta considerar la
fórmula x = fx1 · · ·xn.

Definición 1.6 Diremos que dos modelos M y N de un mismo lenguaje formal
L son elementalmente equivalentes si satisfacen las mismas sentencias, es decir,
si para toda sentencia φ de L se cumple que

M � φ ↔ N � φ.

Usaremos la notación M ∼= N para indicar que M y N son isomorfos, y la
notación M ≡ N para indicar que son elementalmente equivalentes. Es claro
que si N ≺ M o si N ∼= M entonces N ≡ M . Pronto veremos ejemplos de que
el rećıproco no es cierto.

El teorema siguiente proporciona una caracterización muy importante de los
submodelos elementales. Su interés radica en que sólo involucra la noción de
satisfacción en un modelo en vez de en dos.
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Teorema 1.7 Un subconjunto N ⊂ M de un modelo M de un lenguaje formal
L es un submodelo elemental si y sólo si para toda fórmula φ(x, x1, . . . , xn) de
L se cumple∧

a1 · · · an ∈ N(
∨

a ∈ MM � φ[a, a1, . . . , an] →
∨

a ∈ NM � φ[a, a1, . . . , an]).

Demostración: Veamos en primer lugar que N es un submodelo. Si c
es una constante de L entonces

∨
a ∈ MM � (x = c)[a], luego por hipótesis∨

a ∈ NM � (x = c)[a], lo que equivale a que M(c) ∈ N .
Similarmente, si f es un funtor n-ádico de L y a1, . . . , an ∈ N , entonces

es claro que
∨

a ∈ MM � x = fx1 · · ·xn[a, a1, . . . , an], luego por hipótesis
también se cumple

∨
a ∈ NM � x = fx1 · · ·xn[a, a1, . . . , an], lo cual equivale a

que M(f)(a1, . . . , an) ∈ N .
Esto prueba que N es ciertamente un submodelo de M . Por el teorema 1.4

tenemos que si t(x1, . . . , xn) es un término de L y a1, . . . , an ∈ N , entonces

N(t)[a1, . . . , an] = M(t)[a1, . . . , an].

Ahora probamos que para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) de L y todos los
a1, . . . , an ∈ N se cumple

N � φ[a1, . . . , an] ↔ M � φ[a1, . . . , an].

Lo demostramos por inducción sobre φ.
Si φ = Rt1 · · · tm, entonces

N � φ[a1, . . . , an] ↔ N(R)(N(t1)[a1, . . . , an], . . . , N(tm)[a1, . . . , an])

↔ M(R)(M(t1)[a1, . . . , an], . . . , M(tm)[a1, . . . , an]) ↔ M � φ[a1, . . . , an].

Es inmediato comprobar que si el teorema vale para φ = α y para φ = β
entonces vale para φ = ¬α y para φ = α → β. Supongamos finalmente que
φ =

∧
xα y que el teorema es válido para α. Según acabamos de comentar,

también vale para ¬α. Por consiguiente,

N �
∧

xα[a1, . . . , an] ↔
∧

a ∈ NN � α[a, a1, . . . , an]

↔ ¬
∨

a ∈ NN � ¬α[a, a1, . . . , an] ↔ ¬
∨

a ∈ NM � ¬α[a, a1, . . . , an]

↔ ¬
∨

a ∈ MM � ¬α[a, a1, . . . , an] ↔ M �
∧

xα[a1, . . . , an].

El rećıproco se demuestra por una inducción similar a la que acabamos de
realizar.

Este teorema nos proporciona una técnica para construir submodelos ele-
mentales. Para ello necesitamos algunas definiciones:

Definición 1.8 Sea M un modelo de un lenguaje formal L. Para cada fórmula
φ(x0, . . . , xn) con n + 1 variables libres (y cada ordenación de las mismas) dire-
mos que una función hφ : Mn −→ M es una función de Skolem para φ si cuando
a1, . . . , an ∈ M y

∨
a ∈ MM � φ[a, a1, . . . , an] entonces

M � φ[hφ(a1, . . . , an), a1, . . . , an].
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Claramente toda fórmula φ con al menos dos variables libres tiene una
fórmula de Skolem, que en general no será única. Seleccionamos una fórmula
de Skolem φ para cada fórmula de L con al menos dos variables y para cada
ordenación posible de las mismas.

Si X ⊂ M definimos N0(X) = X y Nk+1(X) = Nk(X) ∪ ⋃
φ

hφ[Nk(X)],

donde hay que entender que si la fórmula φ tiene n+1 variables libres entonces
hφ[Nk(X)] es en realidad hφ[Nk(X)n]. El núcleo de Skolem de X en M (respecto
a las funciones de Skolem escogidas) es

N(X) =
⋃

k∈ω

Nk(X).

Teorema 1.9 Si M es un modelo de un lenguaje formal L y X ⊂ M es un
conjunto no vaćıo, entonces X ⊂ N(X) ≺ M y |N(X)| = |X| · |L|.

Demostración: Es claro que el cardinal del conjunto de fórmulas de L

(con al menos dos variables libres) es exactamente |L|. Al multiplicarlas por
el número de ordenaciones posibles de sus variables (que es finito) seguimos
teniendo el mismo cardinal. Por lo tanto hay |L| funciones de Skolem. De aqúı
se sigue fácilmente que |N(X)| = |X| · |L|. Sólo queda probar que N(X) ≺ M .
Usaremos el teorema anterior. Para ello tomamos una fórmula φ(x, x1, . . . , xn)
junto con a1, . . . , an ∈ N(X) y suponemos que∨

a ∈ MM � φ[a, a1, . . . , an].

No perdemos generalidad si suponemos que n ≥ 1, pues en caso contrario
cambiamos φ(x) por φ(x) ∧ x1 = x1, y tomamos cualquier a1 ∈ N(X). Existirá
un k ∈ ω tal que a1, . . . , an ∈ Nk(X). Por lo tanto a = hφ(a1, . . . , an) ∈ N(X)
cumple a ∈ N(X) ∧ M � φ[a, a1, . . . , an].

En particular tenemos:

Teorema 1.10 (Teorema de Löwenheim-Skolem) Si M es un modelo de
un lenguaje formal L entonces M tiene un submodelo elemental de cardinal
menor o igual que |L|.

El lenguaje de la teoŕıa de conjuntos es numerable, luego del teorema anterior
se sigue que a partir de un modelo de la teoŕıa de conjuntos podemos extraer otro
modelo numerable. Hacen falta pocos medios para “engañar” a un matemático:
con una cantidad numerable de objetos y una relación de pertenencia definida
adecuadamente podemos hacer creer a cualquier matemático que está viendo
todos los conjuntos. Más adelante volveremos sobre esto.

Ejemplo Si consideramos a R como modelo de los axiomas de cuerpo ordenado
(que pertenecen a un lenguaje formal numerable), el teorema anterior demuestra
que R tiene un submodelo elemental numerable M . En particular M ≡ R pero
M �∼= R. Se cumple que M es un subcuerpo numerable de R. Es fácil ver que ha
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de contener a todos los números algebraicos. Por otra parte, ningún subcuerpo
de R es completo para el orden, por lo que M ha de tener subconjuntos acotados
que no tienen supremo.

Esto muestra que la completitud no es expresable mediante una fórmula del
lenguaje de los cuerpos ordenados. La razón es que involucra una cuantificación
de tipo “para todo subconjunto de M”, mientras que las fórmulas sólo pueden
admiten cuantificaciones del tipo “para todo elemento de M”. Lo máximo que
podemos decir de M en lo tocante a la completitud es que todo subconjunto
de M no vaćıo, definible mediante una fórmula y acotado superiormente tiene
supremo.

La definición del núcleo de Skolem no es constructiva por la elección arbitra-
ria de las funciones de Skolem. El teorema siguiente nos da una representación
de los elementos de un núcleo de Skolem que compensa en parte este inconve-
niente. Primero necesitamos una definición.

Definición 1.11 Sea M un modelo de un lenguaje formal L. Supongamos
escogidas unas funciones de Skolem para M . Sea L el lenguaje formal que
resulta de añadirle a L un funtor Fφ por cada función de Skolem hφ. Es claro
que M se convierte en un modelo de L sin más que establecer M(Fφ) = hφ.
Los términos de L construidos únicamente con variables y funtores Fφ se llaman
términos de Skolem.

Teorema 1.12 Sea M un modelo de un lenguaje formal L y X un subconjunto
no vaćıo. Entonces

N(X) = {M(t)[a1, . . . , an] | t es un término de Skolem ∧ a1, . . . , an ∈ X}.
Demostración: Veamos que M(t)[a1, . . . , an] ∈ N(X) por inducción sobre

la longitud de t. Si t = xi es una variable entonces M(t)[a1, . . . , an] = ai ∈ X.
Si t = Fφt1 · · · tm, donde cada ti es un término de Skolem, entonces

M(t)[a1, . . . , an] = hφ(M(t1)[a1, . . . , an], . . . , M(tm)[a1, . . . , an]).

Por hipótesis de inducción cada M(ti)[a1, . . . , an] está en N(X), luego to-
dos ellos están en un cierto Nk(X), para un número natural k suficientemente
grande, y entonces es claro que M(t)[a1, . . . , an] ∈ Nk+1(X).

Rećıprocamente, vamos a probar por inducción sobre k que cada Nk(X) está
contenido en el conjunto del enunciado. Para k = 0 es trivial. Si vale para k,
tomamos a ∈ Nk+1(X) y distinguimos dos casos: si a ∈ Nk(X) concluimos por
hipótesis de inducción; en caso contrario a ∈ hφ[Nk(X)], para cierta función de
Skolem hφ, es decir, existen b1, . . . , bm ∈ Nk(X) tales que a = hφ(b1, . . . , bm).
Por hipótesis de inducción bi = M(ti)[a1, . . . , an], para ciertos a1, . . . , an ∈ X y
ciertos términos de Skolem ti. Por consiguiente

a = M(Fφ)(M(t1)[a1, . . . , an], . . . , M(tm)[a1, . . . , an])

= M(Fφt1 · · · tm)[a1, . . . , an],

luego se cumple la conclusión con el término de Skolem t = Fφt1 · · · tm.

Como aplicación demostramos lo siguiente:
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Teorema 1.13 Sea M un modelo de un lenguaje formal L y X un subconjunto
no vaćıo. Sea N = N(X). Entonces las restricciones a N de las funciones de
Skolem de M son funciones de Skolem para N y el núcleo de Skolem de X en
N respecto a estas restricciones es N .

Demostración: Si φ(x0, x1, . . . , xn) es una fórmula de L (con una orde-
nación de sus variables), es claro que hφ|Nn : Nn −→ N . Como N ≺ M , si
a1, . . . , an ∈ N y ∨

a ∈ NN � φ[a, a1, . . . , an],

también ∨
a ∈ MM � φ[a, a1, . . . , an],

luego
M � φ[hφ(a1, . . . , an), a1, . . . , an],

y de nuevo porque N ≺ N concluimos que

N � φ[hφ(a1, . . . , an), a1, . . . , an].

Esto prueba que hφ es una función de Skolem para φ en N . Por el teorema
anterior, si a ∈ N entonces a = M(t)[a1, . . . , an], donde t es un término de
Skolem y a1, . . . , an ∈ X. Ahora bien, es claro que N es un submodelo de M
(no necesariamente elemental) cuando consideramos a ambos como modelos de
L, luego por el teorema 1.4 tenemos que a = N(t)[a1, . . . , an], luego el teorema
anterior nos da que a está en el núcleo de Skolem de X en N .

1.2 Modelos de ZFC

Nos ocupamos ahora del lenguaje formal que más nos va a interesar, el de la
teoŕıa de conjuntos. Hemos de trabajar con él tanto a nivel metamatemático,
es decir, con el lenguaje real con el que escribimos los teoremas que demostra-
mos, como a nivel matemático, o sea, en el sentido de la sección anterior. Para
evitar confusiones llamaremos Lm al lenguaje metamatemático y L0 al lenguaje
en el sentido de la sección anterior. Aśı, metamatemáticamente Lm es un len-
guaje formal y matemáticamente no existe. Metamatemáticamente L0 es un
designador de Lm y matemáticamente L0 es una óctupla ordenada.

Aunque, según hemos convenido en la sección anterior, L0 no tiene des-
criptor, el lenguaje metamatemático Lm śı lo tiene, pues de lo contrario no
podŕıamos definir conceptos tan elementales como

{x, y} ≡ z |
∧

u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y).

Tomaremos como axioma que (x|x = x) = ∅. Aunque esto es formalmente
un axioma, en realidad es una definición: estamos conviniendo en que todo lo
que esté mal definido es por definición el conjunto vaćıo. Aśı, toda formula es
equivalente a otra con las mismas variables libres y sin descriptores. Aunque
esto está probado en [8.15], puesto que vamos a usarlo con cierta frecuencia
daremos aqúı una prueba sencilla:
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Teorema 1.14 Para cada fórmula α de Lm existe otra fórmula α′ con las mis-
mas variables libres y sin descriptores de modo que a partir del axioma de ex-
tensionalidad y de

∧
u u /∈ x|(x = x), se demuestra que α ↔ α′.

Demostración: Sean x1|φ1, . . . , xr|φr las descripciones que aparecen en
α. Sea α̃ la fórmula que resulta de cambiar cada una de ellas por una variable
nueva yi. Entonces es claro que

α ↔
∨

y1 · · · yr(y1 = x1|φ1 ∧ · · · ∧ yr = xr|φr ∧ α̃).

Esta equivalencia es puramente lógica, no requiere ningún axioma conjun-
tista. Basta tomar como α′ la fórmula que resulta de sustituir cada yi = xi|φi

por ∧
xi(φi ↔ xi = yi) ∨ (¬

1∨
xiφi ∧

∧
u u /∈ yi).

Cada fórmula sin descriptores α de Lm tiene asociado un designador �α�
tal que, en ZFC, se demuestra que �α� es una fórmula de L0. Por ejemplo, si
α ≡ x = y, entonces φ = �x = y� es la sucesión de dominio 3 tal que φ(0) = �=�,
φ(1) = �x� y φ(2) = �y�.

Un modelo de L0 está completamente determinado por un par (M, R), donde
M es un conjunto no vaćıo y R ⊂ M × M . Concretamente, este par determina
el modelo en el que M(�∈�) = R.

Un modelo natural es un modelo M de L0 en el que la relación R es sim-
plemente {(x, y) ∈ M × M | x ∈ y}. De este modo, cada conjunto no vaćıo
determina un único modelo natural.

Un modelo transitivo es un modelo natural M que además es transitivo, es
decir, cumple

∧
x ∈ M x ⊂ M .

Por el axioma de regularidad, la relación de pertenencia está bien fundada
en todo conjunto M , luego el teorema del colapso de Mostowski [12.19] implica
que todo modelo natural es isomorfo a un único modelo transitivo.

Eligiendo equivalentes sin descriptores de los axiomas de ZFC podemos de-
finir el conjunto �ZFC� ⊂ FormL0, pero el segundo teorema de incompletitud
implica que no es posible demostrar en ZFC la existencia de un modelo M que
cumpla M � �ZFC�.

La práctica totalidad de las pruebas de consistencia que vamos a obtener se
basan en la posibilidad de “burlar” parcialmente al segundo teorema de incom-
pletitud mediante la técnica que vamos a desarrollar a continuación. Puesto que
en ocasiones tendremos que trabajar con modelos en los que no se cumplan al-
gunos de los axiomas de ZFC, conviene saber qué axiomas necesitamos en cada
contexto. Mientras no digamos lo contrario trabajaremos en NBG∗, es decir,
en NBG sin los axiomas de infinitud, partes, regularidad y elección, pero más
adelante necesitaremos comprender que toda la teoŕıa tiene sentido igualmente
en ZF∗. Aunque lógicamente este caṕıtulo seŕıa el indicado para discutir cómo
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y hasta qué punto es posible eliminar toda alusión a clases propias, por razones
didácticas pospondremos el problema hasta el caṕıtulo siguiente (sección 2.4)
para contar con ejemplos concretos.

La idea básica de la teoŕıa es que “casi” podemos afirmar que la clase uni-
versal cumple V � �ZFC�. El problema es que la definición de satisfacción en
un modelo exige que el universo sea un conjunto, pues en caso contrario no es
ĺıcito aplicar el teorema de recursión mediante el cual definimos �. Sin embargo,
śı que podemos definir qué significa que una clase propia satisfaga una fórmula
metamatemática.

Definición 1.15 Fijadas tres variables M , R y d de Lm, para cada expresión
θ de Lm que no contenga a estas variables definimos como sigue una expresión
θMRd —llamada la relativización de θ a (M, R, d)— con las mismas variables
libres que θ más tal vez M , R y d:

a) xMRd ≡ x,

b) (t1 = t2)MRd ≡ tMRd
1 = tMRd

2 ,

c) (t1 ∈ t2)MRd ≡ tMRd
1 R tMRd

2 ≡ (tMRd
1 , tMRd

2 ) ∈ R,

d) (¬α)MRd ≡ ¬αMRd, (α → β)MRd ≡ αMRd → βMRd,

e) (
∧

xα)MRd ≡
∧

x ∈ MαMRd,

f) (x|α)MRd ≡ x|(x ∈ M ∧ (
1∨
x ∈ MαMRd ∧ αMRd) ∨

(¬
1∨
x ∈ MαMRd ∧ x = d)).

De este modo, si θ es una fórmula (metamatemática) entonces θMRd es la
fórmula que significa que θ es verdadera en el modelo de universo M , donde el
relator ∈ se interpreta como la relación R y donde la descripción impropia es
d. Por ejemplo, t1 ∈ t2 es verdadera respecto a (M, R, d) si el objeto denotado
por t1 (o sea, tMRd

1 ) está relacionado con el objeto denotado por t2. El objeto
denotado por x|α es el único elemento de M que hace verdadera a α si es que
existe o d si no existe. etc.

La diferencia respecto a la definición de satisfacción que teńıamos es que
ahora M puede ser una clase propia. El precio que hemos pagado es que ahora θ
ha de ser un objeto metamatemático, es decir, algo que no existe como conjunto,
por lo que no tendŕıa ningún sentido escribir, por ejemplo,

∧
θ(· · ·).

Notemos ante todo de que de la definición anterior se siguen inmediatamente
las identidades

(α ∨ β)MRd ≡ αMRd ∨ βMRd, (α ∧ β)MRd ≡ αMRd ∧ βMRd,

(α ↔ β)MRd ≡ αMRd ↔ βMRd,
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aśı como las equivalencias lógicas

(
∨

xα)MRd ↔
∨

x ∈ MαMRd, (
1∨
xα)MRd ↔

1∨
x ∈ MαMRd.

También es clara la relación entre la relativización y la sustitución:

(St
xθ)MRd ≡ StMRd

x θMRd.

Definición 1.16 Si α(x1, . . . , xn) es una fórmula de Lm, definimos

(M, R, d) � α ≡ R ⊂ M × M ∧ d ∈ M ∧
∧

x1 · · ·xn ∈ MαMRd.

Más en general, si Γ es una colección finita de fórmulas de Lm y α es la
conjunción de todas ellas, definimos (M, R, d) � Γ ≡ (M, R, d) � α.

Aśı tenemos dos definiciones de “verdad”: una valida para fórmulas ma-
temáticas sin descriptores (aunque podŕıamos haber incluido los descriptores si
hubiéramos querido) y otra válida para fórmulas metamatemáticas con descrip-
tores. La primera sólo tiene sentido para modelos que sean conjuntos mientras
que la segunda vale para clases arbitrarias, la primera tiene sentido para conjun-
tos arbitrarios de fórmulas y la segunda sólo para colecciones (metamatemáticas)
finitas de fórmulas.

El teorema siguiente muestra que donde ambas definiciones tienen sentido
son equivalentes. Notemos que requiere el axioma de infinitud pues éste es
necesario para definir L0.

Teorema 1.17 Sea α(x1, . . . , xn) una fórmula de Lm sin descriptores. Enton-
ces en NBG∗ + AI se demuestra:

Si (M, R) es un modelo de L0, d ∈ M y a1, . . . , an ∈ M , entonces

(M, R) � �α�[a1, . . . , an] ↔ αMRd(a1, . . . , an).

En particular
(M, R) � �α� ↔ (M, R, d) � α.

Demostración: Por inducción sobre la longitud de α. Si α ≡ xi ∈ xj

o α ≡ xi = xj entonces ambos miembros equivalen a ai ∈ aj o ai = aj . Es
inmediato comprobar que si el teorema vale para α y β también vale para ¬α y
α → β. Supongamos que α ≡

∧
xβ y que el teorema vale para β. Entonces

(M, R) � �∧xβ�[a1, . . . , an] ↔
∧

a ∈ M (M, R) � �β�[a, a1, . . . , an]

↔
∧

a ∈ MβMRd(a, a1, . . . , an) ↔ (
∧

xβ)MRd(a1, . . . , an).

Ahora hemos de analizar con detalle el funcionamiento del nuevo concepto
de satisfacción que hemos introducido.
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Teorema 1.18 Sea t(x1, . . . , xn) un término de Lm. Entonces en NBG∗ se
demuestra:∧

MRd
∧

x1 · · ·xn ∈ M(R ⊂ M × M ∧ d ∈ M → tMRd ∈ M).

Demostración: Es evidente: si t = xi es una variable tMRd = xi ∈ M
por hipótesis, si t ≡ x|α, entonces tMRd está definido como el único x ∈ M
que cumple αMRd si existe tal x o como d ∈ M si no existe. En cualquier caso
tMRd ∈ M .

Los tres teoremas siguientes son la base de todas las demostraciones de
consistencia que vamos a dar. Lo fundamental en ellos es el carácter constructivo
de las pruebas.

Teorema 1.19 Sea γ(x1, . . . , xn) un teorema lógico. Entonces en NBG∗ se
demuestra: ∧

MRd(R ⊂ M × M ∧ d ∈ M → (M, R, d) � γ).

Demostración: En primer lugar hemos de probarlo para los axiomas
lógicos (en el sentido de la [sección 2.1]). La prueba es rutinaria, aśı que veremos
sólo algunos casos:

Si γ ≡ α → (β → α), entonces γMRd ≡ αMRd → (βMRd → αMRd) es
también un axioma lógico del mismo tipo, luego es un teorema de NBG∗, y
también lo es

∧
x1 · · ·xn ∈ MγMRd, que es lo que hab́ıamos de probar.

Si γ ≡
∧

x(α → β) → (α →
∧

xβ), donde la variable x no está libre en α, la
relativización es

γMRd ≡
∧

x ∈ M(αMRd → βMRd) → (αMRd →
∧

x ∈ MβMRd).

Ahora bien, es claro que esto es un teorema: para demostrarlo suponemos∧
x ∈ M(αMRd → βMRd), suponemos αMRd y suponemos x ∈ M . Entonces las

hipótesis nos dan βMRd, como hab́ıa que probar.

Si γ ≡
∧

x(x = t → α) ↔ St
xα, donde x no está libre en t, entonces

γMRd ≡
∧

x ∈ M(x = tMRd → αMRd) ↔ StMRd

x αMRd.

Hemos de probar que
∧

x1 · · ·xn ∈ MγMRd. Ahora bien, bajo la hipótesis
x1, . . . xn ∈ M , el teorema anterior nos da que tMRd ∈ M , y entonces es claro
que ambos miembros afirman que tMRd cumple αMRd.

Si γ ≡ ¬
1∨
xα → (x|α) = (y|y = y), entonces

γMRd ↔ (¬
1∨
x ∈ MαMRd → (x|α)MRd = d).

Ahora bien, esto se cumple por la definición de (x|α)MRd.

Una vez comprobados los ocho tipos de axiomas demostramos el teorema
por inducción sobre la longitud de una demostración de γ. Si γ se demuestra
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en una ĺınea entonces es un axioma, luego el teorema ya está probado para
γ. Si se demuestra en más de una ĺınea (y no es un axioma), se deducirá por
modus ponens o por generalización a partir de ĺıneas previas que, por hipótesis
de inducción, cumplen el teorema.

Si γ se deduce de α y α → γ, entonces tenemos∧
x1 · · ·xn ∈ MαMRd ∧

∧
x1 · · ·xn ∈ M(αMRd → γMRd),

de donde se sigue obviamente la conclusión.
Si γ ≡

∧
xα y tenemos

∧
x1 · · ·xnx ∈ MαMRd por hipótesis de inducción,

esto es, de hecho,
∧

x1 · · ·xn ∈ MγMRd.

En definitiva, la demostración del teorema anterior nos proporciona una
demostración expĺıcita de (M, R, d) � γ a partir de una demostración lógica de
γ. Ahora un leve refinamiento nos da el teorema principal:

Teorema 1.20 Sea Γ una colección finita de sentencias de Lm y α una fórmula
de Lm tal que Γ � α. Entonces en NBG∗ se demuestra:∧

MRd((M, R, d) � Γ → (M, R, d) � α).

Demostración: Sea γ la conjunción de todas las sentencias de Γ y sean
y1, . . . , ym las variables libres en α. Entonces por generalización γ �

∧
y1 · · · ymα,

y por el teorema de deducción � γ →
∧

y1 · · · ymα. Por el teorema anterior en
NBG∗ se demuestra

γMRd →
∧

y1 · · · ym ∈ MαMRd.

El antecedente es (M, R, d) � Γ, luego concluimos
∧

y1 · · · ym ∈ MαMRd,
que es precisamente (M, R, d) � α.

Insistimos en que la prueba es completamente constructiva: a partir de una
demostración de α a partir de Γ y de una demostración de (M, R, d) � Γ en
NBG∗ sabemos construir expĺıcitamente una demostración de (M, R, d) � α en
NBG∗. Como consecuencia obtenemos el esquema general de una prueba de
consistencia:

Teorema 1.21 Sea T una extensión de NBG∗ y Γ una colección finita de
fórmulas de Lm. Si T es consistente y �

T

∨
MRd((M, R, d) � Γ), entonces Γ

es consistente.

Demostración: Si Γ fuera contradictorio se cumpliŕıa, por ejemplo, que
Γ � ∅ �= ∅. El teorema anterior nos da una prueba en T de (M, R, d) � ∅ �= ∅,
es decir �

T
∅MRd �= ∅MRd, lo cual es una contradicción en T .

Aśı pues, ¿cómo se demuestra que si ZFC es consistente también lo es
ZFC+2ℵ0 = ℵ1? Basta probar que para cualquier conjunto finito Γ de axio-
mas de ZFC, en NBG se demuestra∨

MRd (M, R, d) � Γ ∪ {2ℵ0 = ℵ1}.
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Con esto podemos asegurar que si ZFC+2ℵ0 = ℵ1 fuera contradictorio, en-
tones NBG y, por consiguiente, ZFC también lo seŕıa, ya que la prueba de una
contradicción usaŕıa únicamente una cantidad finita Γ de axiomas de ZFC y
podŕıamos usar el teorema anterior para encontrar una contradicción en NBG.

En la práctica, para no hablar constantemente de “colecciones finitas arbi-
trarias de axiomas de ZFC”, adoptaremos el siguiente convenio:

Cuando en la tesis de un teorema digamos que (M, R, d) � ZFC,
habrá que entender que para cada colección finita Γ de axiomas de
ZFC podemos probar que (M, R, d) � Γ; cuando esta misma afir-
mación aparezca en las hipótesis de un teorema habrá que entender
que si Γ es una colección finita suficientemente grande de axiomas
de ZFC y (M, R, d) � Γ, entonces se cumple la tesis del teorema.
Finalmente, si un teorema es de la forma: “si (M, R, d) � ZFC en-
tonces (M ′, R′, d′) � ZFC” habrá que entender que para cada co-
lección finita Γ de axiomas de ZFC existe otra colección ∆ tal que
si (M, R, d) � ∆ entonces (M ′, R′, d′) � Γ.

1.3 El teorema de reflexión

En esta sección trabajaremos únicamente con modelos naturales, es decir,
con clases M en las que la relación R será la relación de pertenencia usual:
R = {(u, v) ∈ M × M | u ∈ v}. Convendremos también que d = ∅ (lo cual
presupone que ∅ ∈ M).

De este modo, una relativización θM se calcula simplemente cambiando “
∧

x”
por “

∧
x ∈ M” y “x|” por “x|(x ∈ M ∧ · · ·)” (y por consiguiente “

∨
x” por

“
∨

x ∈ M”). El relator ∈ no hay que modificarlo.

En efecto, en lo tocante al descriptor, notemos que ciertamente se cumple
(x|α)M = x|(x ∈ M ∧ αM ), pues si no existe un único x ∈ M que cumple αM

esta expresión es x|(x = x), o sea, ∅, o sea, d.

En particular, relativizar a la clase universal V es simplemente exigir que
cada variable ligada recorra únicamente conjuntos, por lo que si α es una sen-
tencia que sólo hace referencia a conjuntos, es claro que α ↔ αV.

Ahora bien, los axiomas de ZFC sólo hacen referencia a conjuntos, por lo
que claramente se cumplen en V. Por ejemplo, el axioma de infinitud es

AI ≡
∨

fx(f : x −→ x inyectiva y no suprayectiva),

su relativización será AIV ≡
∨

fx ∈ V(· · ·), y es claro que al acotar por V
todas las variables ligadas que aparecen en la definición de aplicación inyectiva
y aplicación suprayectiva no estamos introduciendo restricción alguna, de modo
que AIV afirma simplemente que existe un conjunto infinito, lo cual es verdad.
Lo mismo sucede con los demás axiomas de ZFC.
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Aśı pues, se cumple que V es un modelo de ZFC, entendiendo esto según
hemos explicado en la sección anterior: podemos demostrar1 que V cumple cada
axioma de ZFC, pero lo máximo que podemos hacer es juntar un número finito
de pruebas en una sola, con lo que tenemos teoremas que dicen que V cumple
cualquier colección finita de axiomas de ZFC, pero no disponemos de un teorema
que afirme simultáneamente que los cumple todos.

Aparentemente de esto no sacamos nada importante. A fin de cuentas,
lo único que estamos diciendo es que la totalidad de los conjuntos cumple los
axiomas de la teoŕıa de conjuntos. No obstante, el hecho de que hayamos podido
dar sentido al hecho de que V es un modelo es importante, pues, como veremos
enseguida, de aqúı vamos a deducir la existencia de modelos de ZFC que son
conjuntos transitivos. Para ello demostraremos una versión metamatemática
del teorema de Löwenheim-Skolem. En primer lugar necesitamos la versión
metamatemática del teorema 1.7. El enunciado se complica ligeramente porque,
por una parte, hemos de considerar una cantidad finita de fórmulas y, por otra,
nuestro lenguaje tiene ahora descriptor. Trabajamos en NBG∗ más el axioma
de infinitud.

Definición 1.22 Diremos que una expresión θ(x1, . . . , xn) de Lm es absoluta
para M − N si∧

x1 · · ·xn ∈ M(θM (x1, . . . , xn) = θN (x1, . . . , xn))

si θ es un término o∧
x1 · · ·xn ∈ M(θM (x1, . . . , xn) ↔ θN (x1, . . . , xn))

si θ es una fórmula.

Diremos que una sucesión θ1, . . . , θk de expresiones de Lm es adecuada si
toda subexpresión de cada θi es de la forma θj , con j < i y si θi ≡ x|α, entonces

existe un j < i tal que θj ≡
1∨
xα.

Es claro que toda sucesión finita de fórmulas de Lm se puede extender hasta
una sucesión adecuada de expresiones de Lm.

Teorema 1.23 Sea θ1, . . . , θk una sucesión adecuada de fórmulas de Lm. En-
tonces, en NBG∗ se demuestra:

Si M ⊂ N son dos clases cualesquiera tales que ∅ ∈ M y para toda fórmula
θi que sea de la forma

∧
xα(x, x1, . . . , xn) se cumple∧

x1 · · ·xn ∈ M(
∨

x ∈ N¬αN (x, x1, . . . , xn) →
∨

x ∈ M¬αN (x, x1, . . . , xn)),

entonces todas las expresiones de la sucesión son absolutas para M − N .
1Más precisamente, usando el axioma de infinitud de NBG probamos que V cumple el

axioma de infinitud de ZFC, usando el axioma de partes de NBG probamos que V cumple el
axioma de partes de ZFC, etc. En particular en NBG−AE podemos demostrar que V� ZF.
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Demostración: Un poco más en general, en lugar de suponer ∅ ∈ M basta
tomar un mismo d ∈ M como descripción impropia tanto de M como de N .
Vamos a demostrar por inducción sobre i que cada θi es absoluta para M − N .
De hecho, todas las posibilidades para θi se tratan de forma evidente salvo los
casos θi ≡

∧
xα y θi ≡ x|α. Veamos, pues, estos dos.

Si θi ≡
∧

xα, por hipótesis de inducción tenemos que∧
xx1 · · ·xn ∈ M(αM ↔ αN ).

Obviamente entonces,
∧

x1 · · ·xn ∈ M((
∧

xα)N → (
∧

xα)M ). Por otra
parte, al combinar la hipótesis del teorema con la hipótesis de inducción te-
nemos la implicación contraria.

Supongamos ahora que θi ≡ x|α. El hecho de que la sucesión dada sea

adecuada nos da entonces la hipótesis de inducción para
1∨
xα, es decir,∧

x1 · · ·xn ∈ M(
1∨
x ∈ MαM ↔

1∨
x ∈ NαN ).

Fijados x1, . . . , xn ∈ M , o bien no se da ninguna de las dos equivalen-
cias, en cuyo caso θM

i = d = θN
i , o bien se dan ambas. Sea x ∈ M el único

que cumple αM (x, x1, . . . , xn). Por la hipótesis de inducción sobre α también
αN (x, x1, . . . , xn), es decir, el único elemento de M que cumple αM es el único
elemento de N que cumple αN , luego (x|α)M = (x|α)N .

El teorema de reflexión es un caso particular del teorema siguiente:

Teorema 1.24 Sean φ1, . . . , φr fórmulas de Lm. Sea {Zα}α∈Ω una sucesión de
conjuntos tal que

∧
αβ(α ≤ β → Zα ⊂ Zβ) y

∧
λ Zλ =

⋃
δ<λ

Zδ. Sea Z =
⋃

α∈Ω

Zα.

Entonces para cada ordinal α existe un ordinal ĺımite λ > α tal que φ1, . . . , φr

son absolutas para Zλ − Z.

Demostración: Se entiende que tomamos como descripción impropia para
todas las relativizaciones un mismo d ∈ Zα. La idea de la prueba es la misma
que la del teorema de Löwenheim-Skolem, sólo que no necesitamos el axioma de
elección porque vamos a elegir ordinales. Extendemos la sucesión de fórmulas
dada a una sucesión adecuada de expresiones θ1, . . . , θk.

Para cada ı́ndice i tal que θi ≡
∧

xψ(x, x1, . . . , xn), con n ≥ 1, definimos
la función Gi : Zn −→ Ω tal que Gi(x1, . . . , xn) es el mı́nimo ordinal η tal
que

∨
x ∈ Zη¬ψZ(x, x1, . . . , xn) si existe tal η y Gi(x1, . . . , xn) = 0 en caso

contrario.
Definimos Fi : Ω −→ Ω mediante

Fi(ξ) =
⋃

y∈Zn
ξ

Gi(y).

Si θi ≡
∧

xψ(x), sin variables libres, definimos Fi : Ω −→ Ω de modo que
Fi(ξ) es el mı́nimo ordinal η tal que

∨
x ∈ Zη¬ψZ(x) o bien Fi(ξ) = 0 si no

existe tal η.
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Para los ı́ndices i tales que θi no es una generalización definimos Fi como la
función nula. Dado α ∈ Ω, definimos una sucesión {βp}p∈ω mediante

β0 = α, βp+1 = (βp + 1) ∪ F1(βp) ∪ · · · ∪ Fk(βp).

Como la sucesión es estrictamente creciente, λ =
⋃

p∈ω
βp es un ordinal ĺımite,

obviamente λ > α. Vamos a probar que cumple lo pedido. De la construcción
se sigue que si δ ≤ ε entonces Fi(δ) ≤ Fi(ε). A su vez esto implica que si δ < λ
entonces Fi(δ) < λ. En efecto, existe un p ∈ ω tal que δ < βp, con lo que
Fi(δ) ≤ Fi(βp) ≤ βp+1 < λ.

Para probar que las expresiones θi son absolutas para Zλ − Z aplicamos el
teorema anterior. Suponemos que θi ≡

∧
xψ(x, x1, . . . , xn) (tal vez n = 0) y

hemos de probar que∧
x1 · · ·xn ∈ Zλ(

∨
x ∈ Z¬ψZ(x, x1, . . . , xn) →

∨
x ∈ Zλ¬ψZ(x, x1, . . . , xn)).

Fijamos x1, . . . , xn ∈ Zλ (en el caso en que n �= 0). Entonces existe un
ordinal δ < λ tal que x1, . . . , xn ∈ Zδ. Sea η < λ el mı́nimo ordinal tal que∨

x ∈ Zη¬ψZ(x, x1, . . . , xn).
Si n > 0 entonces η = Gi(x1, . . . , xn) ≤ Fi(δ) < λ y si n = 0 entonces

η = Fi(0) < λ. En cualquier caso tenemos que Zη ⊂ Zλ, luego concluimos que∨
x ∈ Zλ¬ψZ(x, x1, . . . , xn), como teńıamos que probar.

Si suponemos el axioma de regularidad y el axioma de partes, el teorema
anterior se aplica a la sucesión

V =
⋃

α∈Ω

Vα.

Aśı tenemos el teorema de reflexión propiamente dicho:

Teorema 1.25 (Teorema de reflexión) Si φ1, . . . , φr son fórmulas de Lm,
entonces en NBG-AE se demuestra que para todo ordinal α existe un ordinal
ĺımite λ > α tal que las fórmulas dadas son absolutas para Vλ−V.

En particular, puesto que V es un modelo de ZFC, vemos que existen con-
juntos transitivos que son modelos de (cualquier porción finita de) ZFC. Esto
tiene una consecuencia interesante: Sabemos que NBG es finitamente axiomati-
zable, mientras que la única axiomática que conocemos para ZF tiene infinitos
axiomas (a causa del esquema de reemplazo). Ahora podemos probar que esto
es aśı necesariamente.

Teorema 1.26 Ninguna extensión consistente de ZF es finitamente axiomati-
zable.

Demostración: Más exactamente, lo que vamos a demostrar es que si
Γ = {γ1, . . . , γn} es una colección finita de fórmulas de Lm entre cuyas conse-
cuencias están todos los axiomas (y, por consiguiente, todos los teoremas) de
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ZF, entonces Γ es contradictoria. Podemos suponer que Γ contiene los axio-
mas de extensionalidad y del conjunto vaćıo, y entonces podemos sustituir cada
fórmula de Γ por otra equivalente sin descriptores (sin perder la consistencia).
Por el teorema anterior (que es consecuencia de Γ) existe un modelo transitivo
M = Vλ tal que M � Γ. Por el teorema 1.17 concluimos que M � �Γ�, donde
�Γ� = {�γ1�, . . . , �γn�}.

En definitiva, Γ �
∨

M(M � �Γ�), pero de aqúı se sigue Γ � Consis �Γ�,
y el segundo teorema de incompletitud de Gödel implica entonces que Γ es
contradictoria.

Combinando el teorema de reflexión con el teorema de Löwenheim-Skolem
y con el teorema del colapso de Mostowski obtenemos la versión numerable del
teorema de reflexión:

Teorema 1.27 Si Γ es una colección finita de sentencias de Lm, en ZFC se
demuestra que existe un modelo transitivo numerable M de ZFC tal que las
sentencias de Γ son absolutas para M − V.

Demostración: Añadimos a Γ cualquier colección finita de axiomas de
ZFC que queramos que cumpla el modelo M que buscamos. En particular
podemos suponer que Γ contiene al axioma de extensionalidad y al axioma del
conjunto vaćıo. Para cada sentencia γ de Γ sea γ′ una sentencia sin descriptores
equivalente a γ bajo los axiomas de extensionalidad y x|(x = x) = ∅. Como
ambos axiomas son verdaderos en V tenemos que γV ↔ γ′V. Sea Γ′ la colección
de todas las sentencias γ′.

Por el teorema de reflexión existe un modelo N = Vλ tal que las sentencias
de Γ′ son absolutas para N − V. Por el teorema de Löwenheim-Skolem existe
S ≺ N numerable. El modelo S no es necesariamente transitivo, pero S(�∈�)
es la relación de pertenencia, que está bien fundada en S (lo está en cualquier
conjunto, por el axioma de regularidad). Sea M el colapso transitivo de S
(teorema [12.19]). Claramente M (con la relación de pertenencia) es un modelo
isomorfo a S. En particular es numerable y elementalmente equivalente a S.
Aśı, M cumple el axioma de extensionalidad y el del conjunto vaćıo, pues ambos
se cumplen en V, luego en N , luego en S, luego en M .

Que M cumpla el axioma del conjunto vaćıo significa concretamente que∨
x ∈ M

∧
y ∈ M y /∈ x y, como M es transitivo,

∨
x ∈ M

∧
y y /∈ x, es decir,

∅ ∈ M , luego podemos considerar a M como modelo con d = ∅. Esto hace que
γM ↔ γ′M , para cada sentencia γ de Γ. De hecho:

γV ↔ γ′V ↔ γ′N ↔ N � �γ′� ↔ S � �γ′� ↔ M � �γ′� ↔ γ′M ↔ γM .

Esto prueba que las sentencias de Γ son absolutas para M −V. Los axiomas de
ZFC que hemos incluido en Γ son verdaderos en V, luego también en M . Aśı
pues, M � ZFC.

Ahora ya tenemos probado que es posible “engañar” a un matemático hacién-
dole creer que está viendo todos los conjuntos cuando en realidad sólo está viendo
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un conjunto numerable (digamos un modelo que cumpla los suficientes axiomas
de ZFC para demostrar todos los teoremas que el matemático conoce).

Incidentalmente, este teorema nos proporciona un método indirecto de de-
mostrar teoremas: supongamos que queremos demostrar una sentencia γ que
sólo involucra conjuntos, es decir, tal que γ ↔ γV. Una forma de hacerlo es de-
mostrar que γ es verdadera en todo modelo transitivo numerable de ZFC, pues
el teorema anterior nos da un tal modelo M que verifica además γM ↔ γV ↔ γ.
Si hemos probado que γ ha de ser verdadera en todo modelo, aplicado a este
caso concluimos γ.

1.4 Modelos transitivos

En esta sección estudiaremos con más detalle los modelos transitivos, que
son casi los únicos con los que vamos a tratar. Usaremos las abreviaturas

∧
x̄α ≡

∧
x ∈ Mα,

∨
x̄α ≡

∨
x ∈ Mα,

1∨
x̄α ≡

1∨
x ∈ Mα,

x̄|α ≡ x|(x ∈ M ∧ α).

De este modo, θM se obtiene de θ sin más que poner una barra encima de
cada variable ligada.

Cuando “engañamos” a un matemático y le hacemos creer que los únicos
conjuntos que existen son los de un modelo M de ZFC, él no notará la diferencia
y podrá razonar sobre los conjuntos que ve exactamente igual como razonaŕıa
sobre la totalidad de los conjuntos, pero “visto desde fuera” el matemático
cometerá muchos errores. Por ejemplo, si el matemático está en un modelo
numerable M , admitiendo que ω ∈ M y que el matemático sabe identificarlo
como al conjunto de todos los números naturales, lo cierto es que se equivocará
cuando crea ver a Pω. Más precisamente, él llamará Pω a lo que en realidad es
(Pω)M , que no puede ser el auténtico Pω porque está contenido en M y, por
consiguiente, es un conjunto numerable.

El objetivo de esta sección es estudiar en qué medida acierta y en qué medida
se equivoca un matemático en estas condiciones, es decir, vamos a estudiar la
relación entre lo que ve un matemático “encerrado” en un modelo y lo que cree
estar viendo. Veremos que si el modelo es transitivo el matemático acertará en
lo tocante a la mayoŕıa de los conceptos conjuntistas básicos, de modo que no
nos será excesivamente dif́ıcil “ponernos en su lugar” y ver las cosas como él las
ve.

Por ejemplo, supongamos que M es un modelo transitivo de ZF∗ (es decir,
del suficiente ZF∗). Dados x, y ∈ M , podemos preguntarnos quién es {x, y}M ,
o sea, qué entiende por {x, y} alguien que “viva” en M . Para responder esta
pregunta nos apoyamos en que en ZF∗ se demuestra∧

xy
∧

u(u ∈ {x, y} ↔ u = x ∨ u = y),
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y como estamos suponiendo que M es un modelo de ZF∗, se ha de cumplir la
relativización de esta sentencia (de hecho, cuando decimos que M ha de cumplir
los suficientes axiomas de ZF∗, queremos decir que ha de cumplir los necesarios
para demostrar esta sentencia). Aśı pues, tenemos que∧

x̄ȳ
∧

ū(ū ∈ {x̄, ȳ}M ↔ ū = x̄ ∨ ū = ȳ).

Ahora bien, la transitividad de M nos permite cambiar ū por u, pues como
{x̄, ȳ} ∈ M , del hecho de que u ∈ {x̄, ȳ}M ya se sigue que u ∈ M , y lo mismo
sucede si u = x̄ ∨ u = ȳ. Por lo tanto tenemos:∧

x̄ȳ
∧

u(u ∈ {x̄, ȳ}M ↔ u = x̄ ∨ u = ȳ).

Pero esto implica obviamente que
∧

x̄ȳ {x̄, ȳ}M = {x̄, ȳ}, lo cual responde a
nuestra pregunta. Aśı pues, alguien que “viva” en M llamará par desordenado
formado por x e y exactamente al par desordenado formado por x e y. Este
“acierto” se debe a la transitividad de M . Vamos a introducir las nociones
necesarias para sistematizar los razonamientos de este tipo.

Definición 1.28 Sea θ(x1, . . . , xn) una expresión de Lm. Diremos que θ es
absoluta para M si se cumple∧

x̄1 · · · x̄n(θM (x̄1, . . . , x̄n) ↔ θ(x̄1, . . . , x̄n))

en el caso en que θ sea una fórmula o∧
x̄1 · · · x̄n(θM (x̄1, . . . , x̄n) = θ(x̄1, . . . , x̄n))

si θ es un término.

Lo que hemos probado antes es que el término {x, y} es absoluto para mo-
delos transitivos de ZF∗.

Conviene observar que un término t(x1, . . . , xn) es absoluto para M si y sólo
si lo es la fórmula x = t(x1, . . . , xn). En efecto, si la fórmula es absoluta tenemos
que

∧
x̄1 · · · x̄nx̄(x̄ = tM ↔ x̄ = t), y haciendo x̄ = tM (notemos que tM ∈ M)

concluimos que tM = t. El rećıproco es similar.

Teniendo en cuenta que la relativización conmuta con la sustitución de
términos en expresiones, es claro que al sustituir términos absolutos en expresio-
nes absolutas obtenemos expresiones absolutas. También es claro que al conec-
tar fórmulas absolutas con el negador, el implicador, etc. obtenemos expresiones
absolutas. El carácter absoluto sólo puede perderse con los cuantificadores, y
aqúı es donde interviene la transitividad de los modelos:

Teorema 1.29 Si α es una fórmula absoluta para un modelo transitivo M ,

también son absolutas
∧

x ∈ y α,
∨

x ∈ y α y
1∨
x ∈ y α.
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Demostración: Si las variables libres de α son x, x1, . . . , xn (entre las que
puede estar y) y fijamos x̄1, . . . , x̄n, ȳ ∈ M , tenemos que

(
∧

x ∈ ȳ α)M ↔
∧

x̄ ∈ ȳ αM ↔
∧

x̄ ∈ ȳ α ↔
∧

x ∈ ȳ α,

donde en el último paso hemos usado la transitividad de M y en el penúltimo
la hipótesis sobre α. Los otros casos se siguen de éste.

Conviene explotar este hecho mediante el concepto siguiente:

Definición 1.30 Una fórmula de Lm sin descriptores es ∆0 si todos sus cuan-
tificadores aparecen en la forma

∧
x ∈ y o

∨
x ∈ y.

Más en general, si T es una teoŕıa axiomática sobre Lm, diremos que una
fórmula α de Lm (con o sin descriptores) es ∆T

0 si es equivalente en T a una
fórmula ∆0.

Teorema 1.31 Si T es una teoŕıa sobre Lm y M es un modelo transitivo de T ,
entonces en T se demuestra que todas las fórmulas ∆T

0 son absolutas para M .

Demostración: Sea α una fórmula ∆T
0 . Esto significa �

T
(α ↔ β), donde β

es una fórmula ∆0. Si (en T se demuestra que) M es un modelo de T , entonces

�
T

∧
x̄1 · · · x̄n(αM ↔ βM ).

Aśı pues, basta probar que
∧

x̄1 · · · x̄n(βM ↔ β), es decir, que β es absoluta
para M , pero esto es consecuencia inmediata del teorema anterior.

Teorema 1.32 Las expresiones siguientes son absolutas para modelos transiti-
vos de ZF∗:
x ∈ y, x = y x ⊂ y x ∪ y x ∩ y
x \ y ∅ {x1, . . . , xn} (x1, . . . , xn)
x es una n-tupla desordenada x′ ≡ x ∪ {x} 0, 1, 2, . . .

⋃
u∈x

u,
⋂

u∈x
u

x es una n-tupla ordenada x1 × · · · × xn x transitivo x ∈-conexo

R es una relación, x R y dominio de R rango de R R−1

R es refl., sim., antisim., trans. f es una función f(x) f [x]
f : x −→ y iny., sup.,biy. f |x f−1 f ◦ g

Demostración: Vamos a probar que todas las fórmulas indicadas y todas
las fórmulas x = t, donde t es un término de la lista son ∆ZF∗

0 .

Para x ∈ y, x = y, x ⊂ y es inmediato. Para z = x ∪ y tenemos

z = x ∪ y ↔ x ⊂ z ∧ y ⊂ z ∧
∧

u ∈ z(u ∈ x ∨ u ∈ y).

Similarmente

z = x ∩ y ↔ z ⊂ x ∧ z ⊂ y ∧
∧

u ∈ x(u ∈ y → u ∈ z).



1.4. Modelos transitivos 27

z = x \ y ↔
∧

u ∈ z(u ∈ x ∧ u /∈ y) ∧
∧

u ∈ x(u /∈ y → u ∈ z).

x = ∅↔
∧

u ∈ x u �= u.

x = {x1, . . . , xn} ↔ x1 ∈ x ∧ · · · ∧ xn ∈ x ∧
∧

u ∈ x(u = x1 ∨ · · · ∨ u = xn).

Recordemos que (x, y) = {{x}, {x, y}}. Por lo tanto:

z = (x, y) ↔
∨

uv ∈ z(u = {x} ∧ v = {x, y} ∧ z = {u, v}).

Ahora razonamos por inducción: si z = (x1, . . . , xn−1) es ∆ZF∗
0 ,

z = (x1, . . . , xn) ↔ z = ((x1, . . . , xn−1), xn)

↔
∨

u ∈ z
∨

p ∈ u(z = (p, xn) ∧ p = (x1, . . . , xn−1)).

z es una n-tupla desordenada ↔
∨

x1 · · ·xn ∈ z z = {x1, . . . , xn}.
z es un par ordenado ↔

∨
u ∈ z

∨
xy ∈ u z = (x, y).

Por inducción:

z es una n-tupla ordenada ↔
∨

u ∈ z
∨

xy ∈ u(z = (x, y)

∧ x es una n − 1-tupla ordenada).

y = x′ ↔ x ⊂ y ∧ x ∈ y ∧
∧

u ∈ y(u ∈ x ∨ u = x).

Para probar que x = 0, 1, 2, etc. son fórmulas ∆ZF∗
0 razonamos por in-

ducción. Para 0 ya está probado y si vale para n entonces

x = n + 1 ↔
∨

u ∈ x(x = n ∧ y = x′).

A partir de aqúı omitiremos las pruebas que no requieran ninguna aclaración
particular.

R es una relación equivale a
∧

u ∈ R u es un par ordenado. La expresión
x R y equivale a

∨
u ∈ R u = (x, y).

Ahora conviene definir

(x)1 = y |
∨

z(x = (y, z)), (x)2 = y |
∨

z(x = (z, y)).

Vamos a probar que ambas expresiones son ∆ZF∗
0 . Ambas son análogas, aśı

que consideramos la primera:

y = (x)1 ↔
∨

u ∈ x
∨

z ∈ u x = (y, z) ∨ (¬
∨

u ∈ x
∨

zw ∈ u x = (w, z) ∧ y = ∅).

Si llamamos dom R al dominio de un conjunto R, entonces

x = domR ↔
∧

u ∈ x
∨

v ∈ R (v es un par ordenado ∧ u = (v)1)

∧
∧

u ∈ R(u es un par ordenado →
∨

v ∈ x(v = (u)1)).

f es una función ↔ f es una relación

∧
∧

uv ∈ f(
∨

p ∈ u
∨

q ∈ p(q = (u)1 ∧ q = (v1)) → u = v).
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y = f(x) ↔
1∨
u ∈ f(u es un par ordenado ∧ x = (u)1 ∧ y = (u)2)

∨ (¬
1∨
u ∈ f(u es un par ordenado ∧ x = (u)1) ∧ y = ∅).

Una consecuencia importante del carácter absoluto de todas estas expre-
siones es que los modelos transitivos de ZF∗ son cerrados para las operaciones
conjuntistas básicas, es decir, si M es un modelo transitivo y x, y ∈ M , entonces
x ∪ y ∈ M , pues x ∪ y = (x ∪ y)M ∈ M . Lo mismo vale para la intersección, el
producto cartesiano, etc. Una simple inducción demuestra ahora que ω ⊂ M ,
pues ∅ ∈ M y si n ∈ M entonces n + 1 = n ∪ {n} ∈ M . Usando que si
u, v ∈ M entonces u ∪ {v} ∈ M y razonando por inducción sobre el cardinal de
x probamos el teorema siguiente:

Teorema 1.33 Si M es un modelo transitivo de ZF∗ entonces∧
x(x ⊂ M ∧ x finito → x ∈ M).

Aśı pues, si hablamos con un matemático que viva sin saberlo en un modelo
M , podemos tomar al pie de la letra todo lo que diga sobre uniones, productos
cartesianos, relaciones, etc. (donde el etcétera se restringe, de momento, a la
lista del teorema 1.32). Antes hemos puesto como ejemplo de “posible error”
de un matemático en estas circunstancias el concepto de Px. Con más detalle,
es un teorema de ZFC que ∧

x
∧

u(u ∈ Px ↔ u ⊂ x).

Aśı, si M es un modelo transitivo de ZFC se ha de cumplir∧
x̄
∧

ū(ū ∈ (Px̄)M ↔ ū ⊂ x̄).

Ahora la transitividad no nos permite sustituir ū por u en el miembro dere-
cho, y lo máximo que podemos hacer es∧

x̄
∧

u(u ∈ (Px̄)M ↔ u ∈ M ∧ u ⊂ x̄).

De aqúı se sigue claramente que
∧

x̄(Px̄)M = Px̄ ∩ M . Si el modelo M es
numerable y x̄ ∈ M es infinito, necesariamente (Px̄)M �= Px̄. Aśı pues, Px
no es, en general, absoluto para modelos transitivos de ZFC. Desde un punto
de vista semántico, alguien que “viva” en un modelo transitivo de ZFC y que
vea un conjunto infinito x ∈ M verá otro conjunto al que reconocerá como Px,
pero éste no tiene por qué ser Px, sino que en general será Px ∩ M , es decir,
el conjunto de todos los subconjuntos de x que él ve, que no tienen por qué ser
todos los subconjuntos de x.

Hay muchos conceptos de interés que son absolutos para modelos transiti-
vos pero que no son ∆0. Para entender correctamente la situación conviene
introducir algunos conceptos adicionales:
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Definición 1.34 Una fórmula de Lm es Σn si es de la forma∨
x1

∧
x2

∨
x3 · · ·xn α,

donde α es una fórmula ∆0. Una fórmula de Lm es Πn si es de la forma∧
x1

∨
x2

∧
x3 · · ·xn α,

donde α es de nuevo una fórmula ∆0.

Más en general, si T es una teoŕıa axiomática sobre Lm, diremos que una
fórmula es ΣT

n o ΠT
n si es equivalente en T a una fórmula del tipo correspondiente.

Diremos que una fórmula es de tipo ∆T
n si es a la vez ΣT

n y ΠT
n .

Esta clasificación de las fórmulas se conoce como jerarqúıa de Lévy. El
teorema siguiente muestra, entre otras cosas, que toda fórmula ocupa un lugar
en ella.

Teorema 1.35 Sea T una teoŕıa sobre Lm que contenga al menos el axioma
de extensionalidad y el axioma del par. Entonces

a) Si α y β son fórmulas ΣT
n entonces también lo son

∨
xα, α ∧ β, y α ∨ β.

b) Si α y β son fórmulas ΠT
n entonces también lo son

∧
xα, α ∧ β, y α ∨ β.

c) Si α es ΣT
n entonces ¬α es ΠT

n y viceversa.

d) Si α es ΣT
n y β es ΠT

n entonces α → β es Πn y análogamente intercam-
biando Σ y Π.

e) Si α y β son fórmulas ∆T
n también lo son

¬α, α ∧ β, α ∨ β, α → β, α ↔ β.

Demostración: a) Por simplicidad supondremos n = 3. El caso general es
formalmente idéntico. Tenemos que α ↔

∨
x1

∧
x2

∨
x3 φ, donde φ es ∆0. Aśı∨

xα ↔
∨

xx1

∧
x2

∨
x3 φ ↔

∨
w

∨
z ∈ w

∨
xx1 ∈ z(w = (x, x1) ∧

∧
x2

∨
x3 φ)

↔
∨

w
∧

x2

∨
x3

∨
z ∈ w

∨
xx1 ∈ z(w = (x, x1) ∧ φ).

Si β ↔
∨

y1

∧
y2

∨
y3 ψ, donde ψ es ∆0 y las variables y1, y2, y3 son distintas

de x1, x2, x3, entonces

α ∧ β ↔
∨

x1y1

∧
x2y2

∨
x3y3(φ ∧ ψ).

Ahora basta aplicar tres veces el caso ya probado y el correspondiente de b),
que se sigue del que hemos probado aplicando c). Notemos que c) es inmediato.
El caso de α ∨ β es idéntico.

Como ya hemos comentado, c) es inmediato y b) se sigue de a) por c).
d) se sigue de los apartados anteriores porque (α → β) ↔ (¬α ∨ β).
e) es evidente.
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Ejercicio: Demostrar que si α es ΣZFC
n entonces

∧
x ∈ y α también lo es. Por

consiguiente si α es ΠZFC
n entonces

∨
x ∈ y α también lo es y si α es ∆ZFC

n entonces∧
x ∈ y α y

∨
x ∈ y α también lo son. Ayuda:

∧
x ∈ y

∨
z φ ↔

∨
a
∧

x ∈ y
∨

z ∈ a φ.

Por ejemplo, la fórmula y = Px es Π1 respecto a ZF∗+AP. Basta observar
que

y = Px ↔
∧

u(u ∈ y ↔ u ⊂ x),

pero la variable u no puede acotarse. (Si se pudiera acotar, la fórmula seŕıa ∆0

y Px seŕıa absoluto.)

Vemos, pues, que hay fórmulas Π1 que no son absolutas para modelos tran-
sitivos, y por consiguiente también hay fórmulas Σ1 no absolutas. Sin embargo
las fórmulas ∆1 śı que son absolutas:

Teorema 1.36 Si T es una teoŕıa sobre Lm y α es una fórmula ∆T
1 , entonces

en T se demuestra que α es absoluta para modelos transitivos de T .

Demostración: Tenemos que α ↔
∨

xβ ↔
∧

xγ, donde β y γ son fórmulas
∆0, en particular absolutas para modelos transitivos. Sean x1, . . . , xn las varia-
bles libres de α. Sea M un modelo transitivo de T y fijemos x̄1, . . . , x̄n ∈ M .
Entonces,

αM →
∨

x̄ βM →
∨

x̄ β →
∨

x β → α,

α →
∧

x γ →
∧

x̄ γ →
∧

x̄ γM → αM .

Más detalladamente, vemos que las fórmulas Σ1 son absolutas “hacia arriba”
en el sentido de que si se cumplen en un modelo se cumplen fuera de él, mientras
que las fórmulas Π1 son absolutas “hacia abajo” en el sentido de que si se
cumplen fuera del modelo (pero con las variables libres tomando valores en él)
entonces se cumplen en el modelo. La combinación de estos dos hechos da el
carácter absoluto de las fórmulas ∆1.

Sigamos clasificando fórmulas concretas. Consideremos ahora “x es un ordi-
nal”. En principio

x es un ordinal ↔
∧

y ∈ x y ⊂ x ∧
∧

uv ∈ x(u ∈ v ∨ v ∈ u ∨ u = v)

∧
∧

y(y ⊂ x ∧ y �= ∅→
∨

u ∈ y
∧

v ∈ u v /∈ y).

Es decir, un ordinal es un conjunto transitivo, conexo y bien fundado. Las
dos primeras propiedades son ∆0, pero la buena fundación es Π1. En general no
se puede decir más y la noción de ordinal no es absoluta, pero si suponemos el
axioma de regularidad V = R, entonces todo conjunto está bien fundado, luego
los ordinales se caracterizan como los conjuntos transitivos y bien fundados, con
lo que “ser un ordinal” pasa a ser ∆0.

Se dice que una clase A es ΣT
n , ΠT

n o ∆T
n si la fórmula x ∈ A es del tipo

correspondiente. Aśı, lo que acabamos de observar es que la clase Ω de todos
los ordinales es una clase Π1 pero que bajo el axioma de regularidad pasa a ser
∆0. A su vez esto tiene otras consecuencias:
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Teorema 1.37 Sea T una extensión de ZF∗ en la que Ω sea ∆T
0 (por ejemplo

ZF∗+ V = R). Entonces

a) “x es un ordinal sucesor”, “x es un ordinal ĺımite”, “x es un número
natural” son ∆T

0 .

b) R es un buen orden en A, y = ord(A, R) son ∆T
1 ,

c) Si T contiene el axioma de infinitud, x = ω es ∆T
0 , mientras que “R es

una relación bien fundada en A”, y = ct x (la clausura transitiva), “x es
regular”, y = rang x son ∆T

1 .

Demostración: Claramente x es un ordinal sucesor ↔ x es un ordinal
∧

∨
y ∈ x x = y′, luego es ∆T

0 . Ser un ĺımite es no ser 0 y no ser un sucesor,
luego también es ∆T

0 .

x es un número natural ↔ x es un sucesor ∧
∧

u ∈ x(u no es un ĺımite).

En principio ser un buen orden es Π1:

R es un buen orden enA ↔ R es un orden parcial en A

∧
∧

X(X ⊂ A ∧ X �= ∅→
∨

u ∈ X
∧

v ∈ X(u R v)).

Pero, por otra parte,

R es un buen orden enA ↔ R es un orden parcial en A

∧
∨

fα(α es un ordinal ∧ f : α −→ (A, R) semejanza).

Similarmente

y = ord (A, R) ↔ y es un ordinal ∧
∨

f(f : y −→ (A, R) semejanza),

y = ord (A, R) ↔
∧

fα(α ordinal ∧ f : α −→ (A, R) semejanza → α = y).

Por otra parte, x = ω es ∆T
0 , pues

x = ω ↔ x es un ordinal ĺımite ∧
∧

u ∈ x(u no es un ordinal ĺımite).

El argumento para las relaciones bien fundadas es similar al de los buenos
órdenes, sólo que requiere el axioma de infinitud porque la la equivalencia Σ1

se basa en la existencia de la aplicación rango (es la f que aparece mas abajo):

R es una relación bien fundada en A ↔ R es una relación en A

∧
∧

X(X ⊂ A ∧ X �= ∅→
∨

u ∈ X
∧

v ∈ X¬v R u)

↔ R es una relación en A ∧
∨

fα(α es un ordinal ∧ f : A −→ α

∧
∧

uv ∈ A(u R v →
∨

pq ∈ α(p = f(u) ∧ q = f(v) ∧ p ∈ q))).
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Para estudiar la clausura transitiva conviene definir la fórmula ∆T
0 :

φ(f, A, B, x) ≡ f : A −→ B suprayectiva ∧ A = ω ∧
∨

u ∈ A(u = 0 ∧ f(u) = x)

∧
∧

u ∈ A
∨

v ∈ A
∨

wz ∈ B(v = u′ ∧ w = f(u) ∧ z = f(v) ∧ z =
⋃

r∈w
r).

Es claro que φ(f, A, B, x) equivale a que f sea la aplicación de dominio ω
dada por f(0) = x y f(n + 1) =

⋃
r∈f(n)

r. Aśı

y = ct x ↔
∨

fAB(φ(f, A, B, x) ∧ y =
⋃

r∈B

r)

↔
∧

fAB(φ(f, A, B, x) → y =
⋃

r∈B

r).

Similarmente, definimos la fórmula ∆T
0 :

ψ(R, x, y) ≡ y = ct x ∧ R es una relación en y ∧
∧

uv ∈ y(u R v ↔ u ∈ v),

de modo que ψ(R, x, y) significa que R es la relación de pertenencia en ct x.
Un conjunto es regular si la relación de pertenencia está bien fundada en su
clausura transitiva, luego

x es regular ↔
∨

Ry(ψ(R, x, y) ∧ R está bien fundada en y)

↔
∧

Ry(ψ(R, x, y) → R está bien fundada en y),

luego la regularidad es ∆T
1 .

El carácter absoluto de las fórmulas ∆1 puede engañar al principiante. Por
ejemplo, ¿podemos fiarnos de un matemático que vive en un modelo M cuando
dice que un conjunto X ∈ M que él ve está bien ordenado? No hay duda de que
si X está bien ordenado él se dará cuenta de que aśı es, pues si A ∈ M es un
subconjunto no vaćıo de X, entonces A tendrá un mı́nimo elemento m ∈ A ⊂ M ,
luego el matemático lo verá; pero no es ésta la cuestión. Si el matemático dice
que X está bien ordenado, eso significa que todos los subconjuntos no vaćıos de
X que él ve tienen mı́nimo, pero ¿no podŕıa haber un A ⊂ X no vaćıo y sin
mı́nimo elemento que se le haya escapado al matemático porque A /∈ M? La
duda es razonable, aunque la respuesta es negativa porque acabamos de probar
que ser un buen orden es ∆1 y, por consiguiente, absoluto.

Como aplicación podemos decir algo sobre los ordinales en un modelo transi-
tivo. Razonamos en NBG sin el axioma de elección (pero necesitamos el axioma
de partes y el axioma de infinitud para tener definido el rango de un conjunto
y que las clases Vα sean conjuntos).

Teorema 1.38 [NBG−AE] Sea M un modelo transitivo de ZF y llamemos
ΩM = Ω ∩ M . Entonces ΩM = Ω si M es una clase propia y ΩM es un
ordinal ĺımite si M es un conjunto.
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Demostración: Observemos que ΩM es lo que “confundiŕıa” con la clase
de todos los ordinales alguien que “viviera” en M . Tenemos que ΩM es una
clase de ordinales y, como Ω y M son ambos transitivos, ΩM también lo es.
Esto implica que ΩM es un ordinal. Como el término α + 1 es absoluto para
M , tenemos que si α ∈ ΩM entonces α + 1 ∈ ΩM . Aśı pues, o bien ΩM = Ω o
bien ΩM es un ordinal ĺımite. En el primer caso es claro que M ha de ser una
clase propia. Basta probar que si ΩM = λ es un ordinal ĺımite entonces M es
un conjunto.

Esto significa que todo conjunto de M es regularM , pero la regularidad es
absoluta, luego todo conjunto de M es regular. El rango también es absoluto,
luego si x ∈ M , entonces rang x = rangMx ∈ M , luego rang x ∈ λ. Esto
significa que M ⊂ Vλ, luego M es un conjunto.

Hay algunos conceptos cuyo carácter absoluto no se sigue de su posición en
la jerarqúıa de Lévy. Es el caso de la finitud, que en principio es Σ1:

x es finito ↔
∨

fn(n es un número natural ∧ f : n −→ x biyectiva).

Si suponemos el axioma de elección también es Π1 y, por tanto, ∆1:

x es finito ↔
∧

fα(α ∈ Ω ∧ f : α −→ x biyectiva → α ∈ ω).

Ahora bien, el teorema siguiente muestra que no hace falta suponer el axioma
de elección para que la finitud sea absoluta. Por otra parte, la suma, el producto
y la exponenciación de ordinales son ∆1 (supuesto que Ω sea ∆0), pero la
definición recursiva de estas operaciones vuelve farragosa la prueba, y en la
práctica nos bastará comprobar directamente su carácter absoluto.

Teorema 1.39 Sea T una extensión de ZF∗ para la que Ω sea ∆0 (por ejemplo
ZF∗+ V = R). Entonces en T se demuestra que “x es finito” y “x es infinito”
son absolutos para modelos transitivos de T , aśı como la aritmética ordinal.

Demostración: Según hemos visto, la finitud es Σ1, luego si M es un
modelo transitivo de T , tenemos que x finitoM → x finito. Rećıprocamente, si
x ∈ M es finito, entonces existe f : n −→ x biyectiva, donde n es un número
natural. Ahora bien, n ∈ M (sabemos que ω ⊂ M). Aśı mismo n × x ∈ M
porque el producto cartesiano es absoluto y f ⊂ n × x es un subconjunto finito
de M , luego por el teorema 1.33 concluimos que f ∈ M . Aśı pues,∨

f̄ n̄(n es un número natural ∧ f : n −→ x biyectiva),

lo que prueba que x es finitoM . Ser infinito es absoluto porque es la negación
de ser finito.

Respecto de la aritmética ordinal, supongamos probado que la suma es ab-
soluta y veamos que lo es el producto. Igualmente se razona con la suma y la
exponenciación. En ZF∗ se demuestra que∧

α(α · 0 = 0 ∧
∧

β α · (β + 1) = αβ + α ∧
∧

λ α · λ =
⋃

δ<λ

α · δ).



34 Caṕıtulo 1. Modelos de la teoŕıa de conjuntos

Todos los conceptos que aparecen son absolutos salvo quizá el producto,
luego al relativizar a un modelo M tenemos que∧

ᾱ(ᾱ · 0 = 0 ∧
∧

β̄ ᾱ ·M (β̄ + 1) = α ·M β + α ∧
∧

λ α ·M λ =
⋃

δ<λ

α ·M δ).

De estos dos hechos se sigue por inducción sobre β ∈ M que∧
ᾱβ̄(ᾱ ·M β̄ = ᾱ · β̄),

luego el producto es absoluto.

También conviene observar que los conceptos de la teoŕıa de modelos son
absolutos. Omitimos la prueba del teorema siguiente porque no es más que una
serie de comprobaciones rutinarias:

Teorema 1.40 Las expresiones “L es un lenguaje formal”, “t es un término
de L”, “φ es una fórmula de L”, “M es un modelo de L”, “M � φ[s]” son
absolutas para modelos transitivos de ZF−AP.

(Una prueba detallada exige probar uno por uno el carácter absoluto de
todos los conceptos involucrados: signos, constantes, relatores, variables libres
y ligadas, etc.)

Terminamos explicitando lo que ha de cumplir una clase transitiva M para
ser un modelo de ZFC. Razonamos en NBG∗ salvo que indiquemos lo contrario.

Extensionalidad El axioma de extensionalidad es∧
xy(

∧
u(u ∈ x ↔ u ∈ y) → x = y).

Claramente, la relativización a M es∧
x̄ȳ(

∧
u(u ∈ x̄ ↔ u ∈ ȳ) → x̄ = ȳ).

Notemos que no es necesario poner ū por la transitividad de M . Esta relati-
vización se cumple siempre, luego concluimos que el axioma de extensionalidad
es verdadero en cualquier clase transitiva M .

Par El axioma del par es∧
xy

∨
z
∧

u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y).

La relativización es∧
x̄ȳ

∨
z̄
∧

u(u ∈ z̄ ↔ u = x̄ ∨ u = ȳ).

Claramente esto equivale a ∧
x̄ȳ{x̄, ȳ} ∈ M.

Esto es lo que ha de cumplir M para verificar el axioma del par.
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Unión El axioma de la unión es∧
x
∨

y
∧

u(u ∈ y ↔
∨

z ∈ x u ∈ z).

Su relativización es∧
x̄
∨

ȳ
∧

u(u ∈ ȳ ↔
∨

z ∈ x̄ u ∈ z),

que claramente equivale a ∧
x̄

⋃
z∈x̄

z ∈ M.

Vaćıo El axioma del conjunto vaćıo es
∨

x
∧

y y /∈ x, y su relativización es∨
x̄
∧

y y /∈ x̄, que claramente equivale a

∅ ∈ M.

Reemplazo Para cada fórmula φ(x, y, x1, . . . , xn) de Lm, el axioma de reem-
plazo para φ es ∧

x1 · · ·xn(
∧

xyz(φ(x, y) ∧ φ(x, z) → y = z)

→
∧

a
∨

b
∧

y(y ∈ b ↔
∨

x ∈ a φ(x, y)))

Su relativización es∧
x̄1 · · · x̄n(

∧
x̄ȳz̄(φM (x̄, ȳ) ∧ φM (x̄, z̄) → ȳ = z̄)

→
∧

ā
∨

b̄
∧

ȳ(ȳ ∈ b̄ ↔
∨

x ∈ ā φM (x, ȳ)))

En otros términos, esto significa que si F : A ⊂ M −→ M es una función
definida por una fórmula, es decir, F (x) = y ↔ φM (x, y), entonces para todo
a ∈ M se cumple que F [a] ∈ M .

Infinitud El axioma de infinitud es∨
fx(f : x −→ x inyectiva no suprayectiva).

La fórmula tras
∨

fx es ∆0, luego la relativización es∨
f̄ x̄(f̄ : x̄ −→ x̄ inyectiva no suprayectiva).

En la práctica, si M es un modelo de una teoŕıa T para la que Ω es ∆0 (por
ejemplo ZF∗+ V = R), entonces en T se prueba que M cumple el axioma de
infinitud si y sólo si

ω ∈ M.

En efecto, si M cumple el axioma de infinitud ω es absoluto para M , luego
ω ∈ M y, rećıprocamente, si ω ∈ M entonces (

∨
x x es un ordinal ĺımite)M , pues

ser un ordinal ĺımite es absoluto para M , y la existencia de un ordinal ĺımite
equivale al axioma de infinitud.
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Partes El axioma de partes es
∧

x
∨

y
∧

u(u ∈ y ↔ u ⊂ x). Su relativización
es

∧
x̄
∨

ȳ
∧

u(u ∈ ȳ ↔ u ⊂ x̄ ∧ u ∈ M). Suponiendo el axioma de partes, esto
equivale a ∧

x̄ Px̄ ∩ M ∈ M.

Regularidad El axioma de regularidad es∧
x(

∨
y y ∈ x →

∨
y ∈ x

∧
u ∈ y u /∈ x).

Su relativización es∧
x̄(

∨
y y ∈ x̄ →

∨
y ∈ x̄

∧
u ∈ y u /∈ x̄).

Esto significa que la relación de pertenencia está bien fundada en todo ele-
mento de M . Teniendo en cuenta que M es transitivo, esto equivale a que la
relación de pertenencia está bien fundada en la clausura transitiva de todo ele-
mento de M (aqúı suponemos el axioma de infinitud), luego equivale a que todo
elemento de M sea regular. En definitiva, M cumple el axioma de regularidad
si y sólo si M ⊂ R, donde R es la clase de todos los conjuntos regulares. En
particular, si V = R entonces el axioma de regularidad se cumple en cualquier
clase transitiva.

Elección El axioma de elección es∧
x
∨

f(f es una función de dominio x ∧
∧

u ∈ x(u �= ∅→ f(u) ∈ u)).

Su relativización se obtiene sin más que poner
∧

x̄
∨

f̄ , es decir, para demos-
trar que un modelo transitivo M de ZF∗ cumple el axioma de elección basta ver
que todo conjunto x ∈ M tiene una función de elección f ∈ M .

Si suponemos V = R entonces también son absolutas otras nociones como
“ser una biyección de x en un ordinal α”, o “ser un buen orden en x”, de
modo que también podemos comprobar el axioma de elección demostrando que
todo conjunto x ∈ M puede biyectarse con un ordinal α ∈ M mediante una
biyección f ∈ M , o demostrando que todo x ∈ M puede ser bien ordenado por
una relación R ∈ M , etc.

1.5 Los números reales

Vamos a ver cómo son y cómo se comportan los números reales de un mo-
delo transitivo M de ZF. Para ello hemos de estudiar previamente los números
enteros y los racionales.

La forma usual de definir los números enteros es considerar la relación en
ω × ω dada por∧

mnm′n′ ∈ ω((m, n) R (m′, n′) ↔ m + n′ = m′ + n),

y definir Z como el conjunto cociente.
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Vamos a probar que Z es absoluto para M . En general, la forma de probar
que algo es absoluto es relativizar su definición. Si ésta involucra otros concep-
tos, primero hemos de probar que éstos son también absolutos. En nuestro caso
empezamos probando que R es absoluta. Para ello relativizamos su definición:∧

mnm′n′ ∈ ω((m, n) RM (m′, n′) ↔ m + n′ = m′ + n).

Aqúı hemos usado que ωM = ω, lo cual implica en particular que no hace
falta poner m̄, n̄, etc., ya que m ∈ ω ya implica que m ∈ M . También hemos
usado que (x, y) es absoluto y que la suma de números naturales es absoluta.

Ahora es claro que RM = R, como queŕıamos probar. La noción de cociente
involucra la de clase de equivalencia, por lo que ahora hemos de probar que
las clases de equivalencia respecto a R son absolutas. Para ello escribimos la
definición de clase de equivalencia:∧

x ∈ ω × ω(
∧

y(y ∈ [x] ↔ y ∈ ω × ω ∧ y R x))

y la relativizamos a M :∧
x ∈ ω × ω(

∧
y(y ∈ [x]M ↔ y ∈ ω × ω ∧ y R x)).

De nuevo observamos que no hace falta poner x̄ o ȳ, debido a que ω×ω ∈ M .
En definitiva,

∧
x ∈ ω×ω [x]M = [x]. Ahora ya podemos relativizar la definición

de Z, que es: ∧
r(r ∈ Z↔

∨
x ∈ ω × ω r = [x]).

La relativización es simplemente∧
r(r ∈ ZM ↔

∨
x ∈ ω × ω r = [x]).

De nuevo vemos que no hace falta poner r̄ porque x ∈ ω × ω implica x ∈ M
y r = [x] = [x]M ya implica r ∈ M . En definitiva tenemos que ZM = Z.

Relativizando la definición de suma [m, n] + [m′, n′] = [m + n, m′ + n′] obte-
nemos que la suma de enteros es absoluta, e igualmente ocurre con el producto
y la relación de orden.

La construcción de Q a partir de Z es formalmente idéntica a la construcción
de Z a partir de ω, por lo que concluimos igualmente que QM = Q y que la suma,
el producto y la relación de orden en Q son absolutas para M . En particular
conviene tener presente que todo modelo transitivo de ZF contiene a todos los
números racionales.

Pasamos ya a considerar los números reales. Hay varias construcciones de
R, y sucede que a los efectos que nos ocupan no son equivalentes. La fórmula
“x es un número real” es absoluta si por “número real” entendemos una sección
de Dedekind de Q, pero no es absoluta si por “número real” entendemos una
clase de sucesiones de Cauchy, en el sentido de Cantor. Adoptaremos, pues, la
construcción de Dedekind.

Según esta construcción un número real se identifica con el conjunto de los
números racionales menores que él. Concretamente, x es un número real si
cumple:
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a) x ⊂ Q ∧ x �= ∅ ∧ x �= Q,

b)
∧

r ∈ x
∧

s ∈ Q(s < r → s ∈ x),

c)
∧

r ∈ x
∨

s ∈ x(r < s).

Es inmediato que estas propiedades quedan inalteradas al relativizar a M ,
luego ∧

x̄(x̄ es un número realM ↔ x̄ es un número real).

Notemos que ahora la barra sobre x es imprescindible, pues si x ∈ R, lo
único que sabemos es que x ⊂ Q ⊂ M , pero nada nos garantiza que x ∈ M .
Hemos probado que “ser un número real” es absoluto, pero esto no significa que
R lo sea. Por el contrario, al relativizar∧

x(x ∈ R↔ x es un número real),

lo que obtenemos es ∧
x̄(x̄ ∈ RM ↔ x̄ es un número real),

de donde, a lo sumo, obtenemos∧
x(x ∈ RM ↔ x ∈ M ∧ x ∈ R),

es decir, RM = R∩ M . En general no tiene por qué darse la igualdad R = RM .
Pensemos que si M es numerable entonces RM también lo es, luego no puede
ser R.

Ejercicio: Demostrar que CM = C ∩ M .

Ejercicio: Probar que si definimos los números reales en el sentido de Cantor y x ∈ M
es un número realM , entonces existe y ∈ R tal que x = y∩M (¡pero no necesariamente
x ∈ R!)



Caṕıtulo II

El axioma de regularidad

En este caṕıtulo demostraremos la independencia del axioma de regularidad,
es decir, probaremos que no puede ser demostrado ni refutado a partir de los
demás axiomas de ZFC (supuesto que éstos sean consistentes). Como ya hemos
comentado anteriormente, la prueba de consistencia del axioma de regularidad
puede considerarse un prototipo de los argumentos que emplearemos a lo largo
de todo el libro. Por el contrario, la prueba de que la negación de este axioma
también es consistente es at́ıpica, pues es la única prueba que vamos a dar basada
en un modelo no natural. Como contrapartida obtendremos la consistencia de
la teoŕıa de conjuntos con átomos, y en esta teoŕıa obtendremos modelos donde
no se cumple el axioma de elección.

2.1 La consistencia del axioma de regularidad

La consistencia del axioma de regularidad es una consecuencia inmediata de
este teorema:

Teorema 2.1 [NBG−V = R] La clase R de los conjuntos regulares es un mo-
delo de ZFC.

Demostración: Tenemos que R es una clase transitiva, luego para com-
probar que cumple los axiomas de ZFC podemos aplicar las equivalencias que
obtuvimos al final de la sección 1.4. Nos basaremos en que R cumple PR = R
(teorema [12.24]).

El axioma de extensionalidad se cumple en cualquier clase transitiva.

Para comprobar el axioma del par tomamos x, y ∈ R y observamos que
{x, y} ∈ PR = R.

Para el axioma de la unión tomamos x ∈ R y observamos que, por transiti-
vidad,

⋃
u∈x

u ⊂ R, luego
⋃

u∈x
u ∈ PR = R.

Como ∅ ∈ R, ciertamente R cumple el axioma del conjunto vaćıo.

39
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Para el axioma del reemplazo tomamos una función F : A ⊂ R −→ R
definida mediante una fórmula (aunque no vamos a necesitar este hecho) y un
conjunto a ∈ R. Hemos de probar que F [a] ∈ R, pero es que F [a] ∈ PR = R.

Como ω ∈ R, tenemos el axioma de infinitud.

Para el axioma de partes tomamos x ∈ R y hemos de probar que Px∩R ∈ R.
Ahora bien, Px ∩ R ∈ PR = R.

Para probar el axioma de elección basta ver que todo conjunto regular x
tiene una función de elección f ∈ R. En efecto, sea f una función de elección
sobre x, es decir, una función tal que

∧
u ∈ x(u �= ∅ → f(u) ∈ u). Podemos

suponer que si ∅ ∈ x entonces f(∅) = ∅.
Notemos que si u ∈ x, f(u) ∈ u ∈ x ∈ R, luego por transitividad f(u) ∈ R

(si u = ∅ tenemos f(u) = ∅ ∈ R). Como ya hemos probado que R es un modelo
de ZF∗, tenemos que es cerrado para pares ordenados, luego (u, f(u)) ∈ R. Esto
significa que f ⊂ R, es decir, f ∈ PR = R.

Finalmente, como R ⊂ R, concluimos que R cumple el axioma de regulari-
dad.

El teorema 1.21 nos da ahora que si NBG− V = R es consistente entonces
ZFC es consistente, lo cual equivale a que si ZFC− V = R es consistente entonces
ZFC también lo es. Insistimos en que el argumento es constructivo: Supongamos
que ZFC es contradictorio. Entonces podŕıamos probar 0 �= 0 a partir de sus
axiomas, más concretamente, a partir de una colección finita Γ de axiomas de
ZFC. Entonces el teorema 1.20 nos dice expĺıcitamente cómo obtener de ella
una demostración en NBG∗ de que

R � Γ → (0 �= 0)R.

Ahora bien, (0 �= 0)R equivale a 0 �= 0 y el teorema anterior afirma precisa-
mente que en NBG − V = R se prueba R � Γ. Uniendo estos hechos tenemos
una demostración expĺıcita de 0 �= 0 en NBG − V = R.

En resumen, sabemos convertir una prueba de una contradicción en ZFC
en la prueba de una contradicción en NBG − V = R. De hecho, el paso a
NBG es sólo por comodidad en la exposición, pero podŕıamos haber trabajado
exclusivamente en ZFC mostrando expĺıcitamente cómo puede evitarse el uso
de clases propias —es fácil hacerlo— y tendŕıamos igualmente un argumento
constructivo de la equiconsistencia entre ZFC − V = R y ZFC.

Otro punto de vista es el siguiente: que V = R sea consistente con los
demás axiomas de ZFC equivale a que a partir de estos axiomas no se pueda
demostrar la existencia de conjuntos no regulares. Supongamos que no fuera
aśı, es decir, que a partir de los axiomas de ZFC − V = R se pudiera demostrar
la existencia de un conjunto no regular. Entonces, como R cumple todos estos
axiomas, el mismo argumento nos permitiŕıa probar (en NBG − V = R) que
(
∨

x x no regular)R, pero esto equivale a que R contiene un conjunto no regular,
lo cual es una contradicción (en en NBG − V = R).
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Por último, un punto de vista informal seŕıa el siguiente: si existiera un
argumento que asegurara la existencia de conjuntos no regulares a partir de los
axiomas de ZFC − V = R, un matemático que sólo “viera” los conjuntos de
R podŕıa aplicarlo a los conjuntos que él ve —puesto que cumplen los axiomas
de ZFC − V = R— para concluir que tiene que tener a la vista un conjunto
no regular, cuando no es aśı. La conclusión seŕıa que la teoŕıa que nos permite
hablar de “un matemático encerrado en R”, esto es, NBG − V = R, seŕıa
contradictoria. En resumen: si suponer V = R produce una contradicción,
suponer “un matemático encerrado en R” también da lugar a una contradicción,
pero la diferencia es que para hablar de “un matemático encerrado en R” no
necesitamos suponer V = R, con lo que la contradicción permanece aunque
quitemos este axioma.

Todas estas consideraciones se aplican igualmente a todas las pruebas de
consistencia que veremos en adelante, aśı que no volveremos a insistir en ello.
Basta tener claro que siempre que construimos un modelo de una teoŕıa T
tenemos un argumento expĺıcito que nos garantiza que si los axiomas que hemos
necesitado para construir el modelo son consistentes, entonces T es consistente.

2.2 La independencia del axioma de regularidad

Nos ocupamos ahora de probar que el axioma de regularidad tampoco puede
ser demostrado a partir de los axiomas restantes de ZFC (siempre suponiendo
que éstos sean consistentes). En primer lugar hemos de observar que no podemos
seguir el camino “t́ıpico”, es decir, no podemos buscar un modelo transitivo M
de ZFC − V = R en el que falle el axioma de regularidad. Con más precisión,
queremos demostrar que si ZFC − V = R es consistente entonces también lo es
ZFC − V = R + V �= R. Para ello “debeŕıamos” construir en ZFC − V = R un
modelo M transitivo en el que V �= R, pero tal modelo habŕıa de cumplir M �⊂ R,
luego si pudiéramos demostrar la existencia de M estaŕıamos demostrando que
V �= R, y acabamos de demostrar que esto no es posible.

El único problema en nuestras pretensiones es la exigencia de que el modelo
sea transitivo. De hecho no podemos buscar un modelo natural porque todo
modelo natural se puede colapsar hasta un modelo transitivo. En resumen,
hemos de buscar un modelo en el que la relación de pertenencia no sea la natural.
El teorema siguiente nos dice cómo hacerlo.

Teorema 2.2 [NBG] Sea F : V −→ V biyectiva y R = {(x, y) | x ∈ F (y)}.
Entonces (V, R) � ZFC − V = R.

Demostración: Notemos que nada de lo que hemos visto para modelos
transitivos nos ayuda ahora, de modo que hemos de calcular expĺıcitamente las
relativizaciones de los axiomas y demostrarlas. Convenimos en que las letras
minúsculas representan conjuntos.

Extensionalidad:
∧

xy(
∧

u(u R x ↔ u R y) → x = y).
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En efecto, la hipótesis es
∧

u(u ∈ F (x) ↔ u ∈ F (y)), lo cual implica clara-
mente F (x) = F (y), luego x = y.

Par:
∧

xy
∨

z
∧

u(u R z ↔ u = x ∨ u = y).

Basta tomar z = F−1({x, y}).
Unión:

∧
x
∨

y
∧

u(u R y ↔
∨

v(u R v ∧ v R x)).

Basta tomar y = F−1
( ⋃

v∈F (x)

F (v)
)
.

Vaćıo:
∨

x
∧

y¬x R y.

Basta tomar x = F−1(∅).

Reemplazo: Fijada una fórmula φ(x, y) quizá con otros parámetros, hemos
de probar ∧

x1 · · ·xn(
∧

xyz(φVR(x, y) ∧ φVR(x, z) → y = z)

→
∧

a
∨

b
∧

y(y R b ↔
∨

x(x R a ∧ φVR(x, y))).

Fijados x1, . . . , xn ∈ V, definimos la función G : A ⊂ V −→V mediante
G(x) = y ↔ φVR(x, y). Hemos de probar que∧

a
∨

b
∧

y(y ∈ F (b) ↔
∨

x ∈ F (a) y = G(x)).

Basta tomar b = F−1(G[F (a)]).

Partes:
∧

x
∨

y
∧

u(u R y ↔
∧

v(v R u → v R x)).

Basta tomar y = F−1(F−1[PF (x)]).

Infinitud: Los axiomas de infinitud y elección son los más dif́ıciles de
comprobar porque involucran conceptos menos elementales. Por eso hemos de
buscar las equivalencias formalmente más simples. Con los axiomas ya probados
el axioma de infinitud equivale a∨

x(∅ ∈ x ∧
∧

y(y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x))

o, más elementalmente aún,∨
x(

∨
y(y ∈ x ∧

∧
z z /∈ y) ∧

∧
y(y ∈ x →∨

z(z ∈ x ∧
∧

u(u ∈ z ↔ u ∈ y ∨ u = y)))).

La relativización es∨
x(

∨
y(y ∈ F (x) ∧

∧
z z /∈ F (y)) ∧

∧
y(y ∈ F (x) →∨

z(z ∈ F (x) ∧
∧

u(u ∈ F (z) ↔ u ∈ F (y) ∨ u = y)))).

A su vez esto equivale a∨
x(F−1(∅) ∈ F (x) ∧

∧
y(y ∈ F (x) → F−1(F (y) ∪ {y}) ∈ F (x))).
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Como F es biyectiva, esto equivale a∨
x(F−1(∅) ∈ x ∧

∧
y(y ∈ x → F−1(F (y) ∪ {y}) ∈ x)).

Definimos y0 = F−1(∅) y
∧

n ∈ ω yn+1 = F−1(F (yn) ∪ {yn}). Es claro que
x = {yn | n ∈ ω} cumple lo pedido.

Elección: Con los axiomas ya probados el axioma de elección equivale a
que para toda familia formada por conjuntos no vaćıos disjuntos dos a dos existe
un conjunto que contiene exactamente un elemento en común con cada elemento
de la familia. Expĺıcitamente:∧

x(
∧

u(u ∈ x →
∨

v v ∈ u) ∧
∧

uv(u ∈ x ∧ v ∈ x ∧ u �= v →

¬
∨

z(z ∈ u ∧ z ∈ v)) →
∨

y
∧

u(u ∈ x →
1∨
v(v ∈ y ∧ v ∈ u))).

La relativización es∧
x(

∧
u(u ∈ F (x) →

∨
v v ∈ F (u)) ∧

∧
uv(u ∈ F (x) ∧ v ∈ F (x) ∧ u �= v →

¬
∨

z(z ∈ F (u) ∧ z ∈ F (v))) →
∨

y
∧

u(u ∈ F (x) →
1∨
v(v ∈ F (y) ∧ v ∈ F (u)))).

Esto equivale a∧
x(

∧
u(u ∈ F (x) → F (u) �= ∅) ∧

∧
uv ∈ F (x)(u �= v → F (u) ∩ F (v) = ∅)

→
∨

y
∧

u ∈ F (x)
1∨
v ∈ F (y) ∩ F (u)).

Usando que F es biyectiva esto equivale a∧
x(

∧
u(u ∈ x → F (u) �= ∅) ∧

∧
uv ∈ x(u �= v → F (u) ∩ F (v) = ∅)

→
∨

y
∧

u ∈ x
1∨
v ∈ y ∩ F (u)),

lo cual se obtiene aplicando el axioma de elección (en la forma que estamos
considerando) al conjunto F [x].

Considerando biyecciones adecuadas F podemos violar de mil maneras el
axioma de regularidad. El ejemplo más simple es el siguiente:

Teorema 2.3 Si ZFC es consistente también lo es ZFC menos el axioma de
regularidad y más el axioma

∨
a a = {a}.

Demostración: Basta tomar la biyección F : V −→ V definida mediante
F (0) = {0}, F ({0}) = 0 y F (x) = x en otro caso. Aśı, tomando a = 0, el
modelo construido en el teorema anterior cumple∧

x(x R a ↔ x = a),

es decir, (a = {a})VR.

Ejercicio: Demostrar la consistencia de que existan dos conjuntos x, y tales que
x = {y} ∧ y = {x}.

Los conjuntos de la forma a = {a} se llaman átomos. Vamos a probar que,
de hecho, es consistente la existencia de cualquier cantidad de átomos.
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Teorema 2.4 Si ZCF es consistente, también lo es ZFC sin el axioma de regu-
laridad y más el axioma que afirma la existencia de un conjunto de ℵ3 átomos.

Demostración: Obviamente, podemos cambiar ℵ3 por cualquier otro car-
dinal. De hecho vamos a convertir a V en un modelo con una clase propia
de átomos. Sea A la clase de todos los ordinales distintos de 0 y 1 y sea
A1 = {{α} | α ∈ A}. De este modo A ∩ A1 = ∅. Sea A2 = A ∪ A1.

Definimos F0 : A −→ A1 mediante F0(α) = {α} y F1 : A1 −→ A mediante
F1 = F−1

0 . Aśı F2 = F0∪F1 : A2 −→ A2 biyectiva. Definimos F : V −→ V como
la extensión de F2 que es la identidad fuera de A2. Ciertamente es biyectiva,
luego podemos considerar a V como modelo con la relación R inducida por F .

Sea κ un cardinalVR. Como A es una clase propia, existe una aplicación
f : F (κ) −→ A inyectiva. Sea b = f [κ] ⊂ A y c = F−1(b).

Observemos que si aRc entonces a ∈ F (c) = b ⊂ A, luego F (a) = {a}, luego∧
x(x R a ↔ x = a).

Con esto hemos probado que

(
∧

a ∈ c a = {a})VR.

Ahora hemos de probar que (|c| = κ)VR. Llamemos [u, v] ≡ (u, v)VR, es
decir, [u, v] es lo que confundirá con el par ordenado (u, v) alguien que “viva”
en el modelo que estamos considerando. Definimos

g = {[u, f(u)] | u ∈ F (κ)},

sea h = F−1(g). Aśı, un conjunto x cumple x R h si y sólo si x ∈ F (h) = g, si
y sólo si existe un u ∈ F (κ) tal que x = [u, f(u)]. Por lo tanto:∧

x(x R h ↔
∨

u(u R κ ∧ x = [u, f(u)]))

Tenemos que f(u) ∈ F (c), luego f(u) R c. Es claro entonces que∧
x(x R h →

∨
uv(u R κ ∧ v R c ∧ x = (u, v)VR)).

Esto significa que (h ⊂ κ × c)VR, pero también tenemos que∧
u(u R κ →

1∨
v(v R c ∧ [u, v] R h)).

En efecto, la hipótesis es u ∈ F (κ) y entonces v = f(u) cumple lo pedido.
Esto significa que (h : κ −→ c)VR. Similarmente se prueba que h es biyectiva,
luego (|c| = κ)VR.

Si tomamos κ = ℵVR
3 , hemos probado que

(
∨

c(|c| = ℵ3 ∧
∧

a ∈ c(a = {a})))VR,

tal y como pide el enunciado, pero en realidad hemos probado que para todo
cardinal κ existe un conjunto de átomos de cardinal κ, lo que implica que en
este modelo la clase de todos los átomos no es un conjunto.
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Ejercicio: Demostrar la consistencia de que exista una sucesión de conjuntos {xn}n∈ω

tales que
∧

n ∈ ω xn = {xn+1}.

Ahora demostraremos la consistencia de NBGA, es decir, la teoŕıa determi-
nada por los axiomas de NBG menos el axioma de regularidad más el axioma
que afirma que la clase

A = {a | a = {a}}
es un conjunto y V = R(A). (Ver [12.32]). De hecho veremos que es consistente
exigir además que A tenga cualquier cardinal prefijado. Recordemos que

R0(A) = A ∧
∧

α Rα+1(A) = PRα(A) ∧
∧

λ Rλ(A) =
⋃

δ<λ

Rδ(A),

de modo que R(A) =
⋃

α∈Ω

Rα(A).

(Notemos que en principio debeŕıamos poner R0(A) = ct A, pero es que A
es un conjunto transitivo.)

La consistencia de NBGA equivale a la de ZFCA, donde V = R(A) ha de
entenderse como la sentencia

∧
x
∨

α x ∈ Rα(A).

Teorema 2.5 Si ZFC es consistente también lo es ZFCA+|A| = ℵ3.

Demostración: Según hemos demostrado, la consistencia de ZFC (o la
de NBG) implica la consistencia de NBG sin el axioma de regularidad y más
el axioma que afirma la existencia de un conjunto con ℵ3 átomos (sin excluir
que haya más átomos). Trabajamos en esta teoŕıa y en ella construiremos un
modelo de la teoŕıa del enunciado. Sea, pues X un conjunto con ℵ3 átomos
(todo el argumento vale igual si cambiamos ℵ3 por cualquier otro cardinal finito
o infinito). Vamos a probar que M = R(X) es el modelo buscado.

M es una clase transitiva que cumple PM = M , por lo que los argumentos
del teorema 2.1 se aplican literalmente para concluir que M es un modelo de
ZFC menos el axioma de regularidad (pues ahora no se cumple M ⊂ R).

Es inmediato comprobar que “x es un átomo” es absoluto para modelos
transitivos de ZF∗. Vamos a probar que los únicos átomos en M son los de X,
con lo que concluiremos que AM = X.

En efecto, sea a ∈ M = R(X) un átomo. Sea α el mı́nimo ordinal tal
que a ∈ Rα(X). Es claro que α no puede ser un ordinal ĺımite, y si fuera
α = β + 1 entonces a ∈ PRβ , luego a ∈ a ⊂ Rβ y llegaŕıamos a que a ∈ Rβ , en
contradicción con la elección de α. Aśı pues, α = 0 y a ∈ R0(X) = X.

Ahora hemos de probar que M cumple V = R(A). En la definición de R(A)
aparecen ordinales, luego primero necesitamos comprobar que “x es un ordinal”
es absoluto para M . En realidad lo que sucede es que para un modelo que
cumple PM = M prácticamente todo es absoluto. En efecto, ser un ordinal es
ser transitivo, conexo y bien fundado. Las dos primeras propiedades son ∆0,
luego absolutas. Respecto a la última,∧

x(x está bien fundado ↔
∧

y(y ⊂ x ∧ y �= ∅→
∨

u ∈ y(u ∩ y = ∅))).
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Al relativizar a M queda∧
x̄(x̄ está bien fundadoM ↔

∧
y(y ⊂ x̄ ∧ y �= ∅→

∨
u ∈ y(u ∩ y = ∅))).

Notemos que no hace falta poner ȳ porque si y ⊂ x̄, entonces y ∈ PM = M .
En definitiva tenemos que∧

x̄(x̄ está bien fundadoM ↔ x̄ está bien fundado).

Aśı pues, ser un ordinal es absoluto para M , y claramente entonces también
es absoluto ser un ordinal sucesor o un ordinal ĺımite. Por otra parte, si x ∈ M ,
entonces Px ⊂ PM = M , luego (Px)M = Px ∩ M = Px, es decir, Px también
es absoluto para M . Ahora demostramos que∧

α ∈ Ω Rα(A)M = Rα(X).

En efecto, para α = 0, relativizando R0(A) = A tenemos que R0(A)M =
AM = X. Si se cumple para α, relativizando

∧
αRα+1(A) = PRα(A) concluimos

que
Rα+1(A)M = PRα(A)M = PRα(X) = Rα+1(X).

Finalmente, si se cumple para todo δ < λ, relativizando que∧
λ
∧

x(x ∈ Rλ(A) ↔
∨

δ < λ x ∈ Rδ(A))

concluimos que ∧
x(x ∈ Rλ(A)M ↔

∨
δ < λ x ∈ Rδ(A)M ).

Aplicando la hipótesis de inducción llegamos a que

Rλ(A)M =
⋃

δ<λ

Rδ(X) = Rλ(X).

De este modo, como trivialmente
∧

x ∈ M
∨

α x ∈ Rα(X), concluimos que
(
∧

x
∨

α x ∈ Rα(A))M , pero esto es (V = R(A))M . Aśı pues, M es un modelo
de ZFCA.

Todav́ıa nos falta demostrar que (|A| = ℵ3)M . En primer lugar hemos de
probar que ℵM

3 = ℵ3. La definición de ℵ3 involucra cardinales y la operación α+,
luego hemos de probar que ambos conceptos son absolutos para M . Tenemos
que∧

x(x es un cardinal ↔ x es un ordinal ∧
∧

y ∈ x¬
∨

f(f : y −→ x biyectiva)).

Observamos que si x ∈ M e y ∈ x (con lo que también y ∈ M) y f : y −→ x,
entonces f ⊂ y × x ⊂ M , luego f ∈ PM = M . Esto hace que al relativizar la
sentencia anterior no tengamos que poner f̄ y quede simplemente∧

x(x es un cardinalM ↔ x es un cardinal).
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Como los cardinalesM son los cardinales, es claro que el menor cardinalM

mayor que un ordinal α es el menor cardinal mayor que α, es decir, (α+)M = α+.
Ahora, una simple inducción sobre α prueba que

∧
α ℵM

α = ℵα. En particular
ℵM

3 = ℵ3.

Finalmente, si f : ℵ3 −→ X es biyectiva, según hemos comentado ya, puesto
que ℵ3, X ∈ M , se cumple también que f ∈ M , luego∨

f ∈ M(f : ℵM
3 −→ AM biyectiva),

que es lo mismo que

(
∨

f f : ℵ3 −→ A biyectiva)M ,

es decir, (|A| = ℵ3)M . En definitiva, M es un modelo de ZFCA+|A| = ℵ3.

2.3 Modelos simétricos

En esta sección construiremos modelos transitivos de ZFA en los que no se
cumple el axioma de elección. La existencia de átomos será esencial, ya que va
ser siempre el conjunto de átomos el que nos proporcionará los contraejemplos.
Puede pensarse que esto es “hacer trampa”, pero lo cierto es que en el caṕıtulo VI
veremos cómo transformar los argumentos que daremos aqúı en argumentos
más sofisticados que proporcionan modelos de ZF (sin átomos). Las pruebas
con átomos son más claras y menos técnicas que las que veremos alĺı, por lo
que constituyen una buena aproximación al problema de violar el axioma de
elección.

La idea fundamental consiste en probar que el axioma de elección intro-
duce conjuntos “asimétricos” en un cierto sentido, de modo que si definimos
esta noción de “simetŕıa” y nos quedamos con los conjuntos “suficientemente
simétricos”, tendremos un modelo de ZFA en el que no cabrán ciertas funciones
de elección, ni ciertos buenos órdenes, etc.

Una forma de medir la simetŕıa de una figura geométrica es determinar los
movimientos que la dejan invariante. Por ejemplo, un cuadrado es más simétrico
que un rectángulo, pues hay cuatro giros que dejan invariante a un cuadrado y
sólo dos que dejan invariante a un rectángulo. Un ćırculo, en cambio, es mucho
más simétrico, pues todos los giros lo dejan invariante. Vamos a aplicar estas
ideas a nuestro contexto. Trabajaremos en NBGA (con el axioma de elección).
Ya sabemos que esta teoŕıa es consistente si lo es ZFC.

Llamaremos ΣA al grupo de las permutaciones del conjunto de átomos A,
es decir, el conjunto de todas las aplicaciones biyectivas f : A −→ A, que tiene
estructura de grupo con la composición de aplicaciones.

Por otra parte, si M es una clase transitiva, un automorfismo de M es una
biyección F : M −→ M tal que

∧
uv ∈ M(u ∈ v ↔ F (u) ∈ F (v)).

Es claro que si x ∈ M entonces F (x) = F [x] = {F (y) | y ∈ x}. Aśı mismo
es obvio que la identidad en M es un automorfismo de M , que la composición
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de automorfismos de M es un automorfismo de M y que el inverso de un auto-
morfismo de M es un automorfismo de M . Estas propiedades nos permitiŕıan
concluir que la clase de todos los automorfismos de M es un grupo con la compo-
sición de aplicaciones si no fuera porque la clase de los automorfismos de M no
existe. En efecto, si M es una clase propia cada automorfismo de M es también
una clase propia, luego los automorfismos de M no pertenecen a ninguna clase.

Sin embargo, vamos a ver que podemos representar este inexistente grupo
de todos los automorfismos de una clase M a través del grupo ΣA.

Teorema 2.6 Para toda permutación de los átomos f ∈ ΣA, existe un único
automorfismo f̄ : V −→ V tal que f̄ |A = f . Rećıprocamente, si F : V −→ V es
un automorfismo de V, entonces f = F |A ∈ ΣA y F = f̄ .

Demostración: Dada f ∈ ΣA, sea f0 = f , supuesto definida una aplicación
fα : Rα(A) −→ Rα(A), definimos fα+1 : Rα+1(A) −→ Rα+1(A) mediante
fα+1(x) = fα[x] y supuestos definidos {fδ}δ<λ, definimos fλ =

⋃
δ<λ

fδ.

Una simple inducción demuestra que fα : Rα(A) −→ Rα(A) es un auto-
morfismo y que cada fα extiende a los automorfismos anteriores. Definimos
entonces f̄ =

⋃
α∈Ω

fα y claramente cumple lo pedido.

Respecto a la unicidad, si F : V −→ V es otro automorfismo tal que F |A = f ,
entonces F y f̄ coinciden en R0(A). Si coinciden en Rα(A) y x ∈ Rα+1(A)
entonces x ⊂ Rα(A), luego F (x) = F [x] = f̄ [x] = f̄(x), es decir, F y f̄
coinciden también en Rα+1(A). Obviamente si coinciden en Rδ(A) para todo
δ < λ también coinciden en Rλ(A). La conclusión es que coinciden en todo
Rα(A) y, por consiguiente, F = f̄ .

Rećıprocamente, si F : V −→ V es cualquier automorfismo y a ∈ A, entonces
F (a) = F [a] = F [{a}] = {F (a)}, luego F (a) ∈ A, es decir, F |A : A −→ A
inyectiva. Similarmente se prueba que f = F |A es biyectiva, luego F y f̄ son
dos automorfismos de V que coinciden en A. Por la unicidad que hemos probado
f̄ = F .

Observemos que si I es la identidad en A entonces Ī es la identidad en V,
que si f , g ∈ ΣA entonces f ◦ g = f̄ ◦ ḡ y que f−1 = f̄−1. Todas estas igualdades
se prueban restringiéndolas a A. Por ejemplo,

f ◦ g|A = f ◦ g = f̄ |A ◦ ḡ|A = (f̄ ◦ ḡ)|A,

y por la unicidad de la extensión ha de ser f ◦ g = f̄ ◦ ḡ.

Esto significa que f �→ f̄ seŕıa un isomorfismo entre ΣA y el grupo de los
automorfismos de V si existiera éste último. En la práctica podemos trabajar
con el grupo de permutaciones ΣA y pensar que estamos trabajando con el grupo
de los automorfismos de V.
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Ejemplo Un conjunto “t́ıpico” de NBGA es

x = {{a, {b, c}}, {{∅}, {a,∅}}},

donde a, b y c son átomos, es decir, los conjuntos de NBGA están construidos
a partir de ∅ y de los átomos. Si f ∈ ΣA, entonces

f̄(x) = {{f(a), {f(b), f(c)}}, {{∅}, {f(a),∅}}}.

Podemos decir que f(x) es un conjunto construido con los mismos “planos”
que x pero con diferentes “ladrillos”.

Una observación técnica es que el término f̄ es normal, es decir, que puede
usarse en NBG para definir clases. Concretamente, que f̄ sea normal significa
que puede definirse sin cuantificar sobre clases propias, y aśı es, pues

f̄(x) = y ↔
∨

αg(x ∈ Rα(A) ∧ g : Rα(A) −→ Rα(A) automorfismo

∧ g|A = f ∧ g(x) = y).

En lo sucesivo no distinguiremos entre f ∈ ΣA y f̄ . En la práctica tenemos
que tiene sentido hacer actuar un f ∈ ΣA sobre cualquier conjunto, aunque no
sea un átomo.

Definición 2.7 Si G es un subgrupo de ΣA y x es un conjunto, definimos el
grupo de simetŕıas de x en G como

SimG(x) = {f ∈ ΣA | f(x) = x}.

Es claro que SimG(x) es un subgrupo de G. La idea es que un conjunto es
más simétrico cuanto mayor es su grupo de simetŕıas. Por ejemplo, dados dos
átomos a y b, el par desordenado {a, b} es más simétrico que el par ordenado
(a, b), pues SimG({a, b}) está formado por todas las permutaciones de G que
fijan o intercambian a y b, mientras que SimG((a, b)) está formado únicamente
por las permutaciones de G que fijan a a y a b.

Es evidente que SimG(A) = G, por lo que A es totalmente simétrico. Lo
mismo les sucede a todos los conjuntos regulares:

Teorema 2.8 Si G es un subgrupo de ΣA y x ∈ R, entonces SimG(x) = G.

Demostración: Sea g ∈ G. Hemos de probar que g(x) = x para todo
x ∈ R. Como la relación de pertenencia está bien fundada en R podemos
probarlo por ε-inducción. Suponemos que g(u) = u para todo u ∈ x y vemos
entonces que

g(x) = {g(u) | u ∈ x} = {u | u ∈ x} = x.

Ahora necesitamos resolver el problema siguiente: dado f ∈ ΣA y un con-
junto x, el conjunto f(x) tiene la misma estructura que x, luego es de esperar
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que x y f(x) tengan grupos de simetŕıas similares. Concretamente, ¿cuál es la
relación entre SimG(x) y SimG(f(x))?

Para responder a esta pregunta necesitamos recordar un concepto de la teoŕıa
de grupos: si H es un grupo y g, h ∈ H, entonces se define el conjugado de g
por h como gh = h−1gh. Es inmediato comprobar que la conjugación H −→ H
dada por g �→ gh es un isomorfismo de grupos. Si G es un subgrupo de H, la
imagen de G por este isomorfismo se representa por

Gh = {gh | g ∈ G},

y claramente es un subgrupo de H isomorfo a G.

Teorema 2.9 Si G es un subgrupo de ΣA, f ∈ ΣA y x ∈ V, entonces

SimG(f(x)) = SimG(x)f .

Demostración: Sea g ∈ SimG(x)f . Entonces existe un u ∈ SimG(x) tal
que g = uf . Aśı pues, g(f(x)) = f(u(f−1(f(x)) = f(u(x)) = f(x). Esto prueba
que g ∈ SimG(x).

Rećıprocamente, si g ∈ SimG(x) tenemos que g(f(x)) = f(x), de donde se
sigue que f−1(g(f(x))) = x, lo cual quiere decir que u = fgf−1 ∈ SimG(x) y,
por consiguiente g = f−1uf = uf ∈ SimG(x)f .

Ahora marcamos la frontera entre los conjuntos “suficientemente simétricos”
y los que no lo son. Para ello introducimos el concepto siguiente:

Definición 2.10 Sea G un subgrupo de ΣA. Un filtro de subgrupos de G es
una familia F de subgrupos de G tal que

a) G ∈ F,

b) Si H ∈ F y K es un subgrupo de G tal que H ⊂ K ⊂ G, entonces K ∈ F,

c) Si H, K ∈ F, entonces H ∩ K ∈ F.

Diremos que F es un filtro normal si además verifica que si H ∈ F y g ∈ G,
entonces Hg ∈ F.

La idea es que F determina una familia de subgrupos de G a los que podemos
llamar “grandes” (G es grande, todo subgrupo que contenga un subgrupo grande
es grande, etc.) Ahora definimos los conjuntos simétricos como los que tienen
un grupo de simetŕıas grande:

Definición 2.11 Si G es un subgrupo de ΣA y F es un filtro normal de sub-
grupos de G, definimos la clase de los conjuntos simétricos (respecto de G y F)
como

S = {x | SimG(x) ∈ F}.
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Ejemplo Supongamos que A = {a, b, c}, que G = ΣA y que F = {G}. Enton-
ces

{{a, b}, {a, c}, {b, c}} ∈ S,

pero {a, b} /∈ S. Esto muestra que la clase S no tiene por qué ser transitiva.

En vista de este ejemplo, definimos los conjuntos hereditariamente simétri-
cos:

Definición 2.12 Sea G un subgrupo de ΣA y F un filtro normal de subgrupos
de G. Definimos la clase de los conjuntos hereditariamente simétricos (respecto
de G y F) como

HS = {x ∈ S | ct x ⊂ S}.

Recordemos que la clausura transitiva de un conjunto x está formada por
sus elementos, y los elementos de sus elementos, etc. Aśı, los conjuntos he-
reditariamente simétricos son los conjuntos simétricos tales que sus elementos
son simétricos y los elementos de sus elementos son simétricos, etc. El teorema
siguiente contiene las propiedades básicas de los conjuntos hereditariamente
simétricos:

Teorema 2.13 Sea G un subgrupo de ΣA y F un filtro normal de subgrupos de
G. Entonces

a) La clase HS es transitiva.

b)
∧

x(x ∈ HS ↔ x ∈ S ∧ x ⊂ HS),

c) R ⊂ HS,

d) Si g ∈ G, entonces g|HS : HS −→ HS es un automorfismo.

Demostración: a) Si u ∈ x ∈ HS, entonces ct u ⊂ ct x ⊂ S y u ∈ ct x ⊂ S,
luego u ∈ HS.

b) Si x ∈ S ∧ x ⊂ HS, como HS es una clase transitiva, ct x ⊂ HS ⊂ S,
luego x ∈ HS. El rećıproco es obvio.

c) Para probar que R ⊂ HS razonamos por ∈-inducción, suponemos que
x ∈ R cumple x ⊂ HS y hemos de probar que x ∈ HS. Por el apartado
anterior basta ver que x ∈ S, pero sabemos que SimG(x) = G ∈ F.

d) En primer lugar observamos que si x ∈ S entonces g(x) ∈ S, pues si x ∈ S
entonces SimG(x) ∈ F, luego SimG(g(x)) = SimG(x)g ∈ F por la condición de
normalidad.

Supongamos ahora que existe un conjunto x ∈ HS tal que g(x) /∈ HS.
Podemos tomar el mı́nimo ordinal α tal que existe un conjunto x ∈ Rα(A) en
estas condiciones. Obviamente α no puede ser un ĺımite. Si α = 0 entonces x
es un átomo, luego g(x) también lo es. Hemos visto que g(x) ∈ S, y al ser un
átomo ct g(x) = g(x) ⊂ S, luego g(x) ∈ HS, contradicción.
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Si α = β + 1 entonces x ⊂ Rβ(A) y por la minimalidad de α ha de ser
g(x) = g[x] ⊂ HS. Como g(x) ∈ S, de hecho g(x) ∈ HS, contradicción.

Con esto hemos probado que g|HS : HS −→ HS. Lo mismo vale para g−1, y
(g−1)|HS resulta ser la inversa de g|HS . Aśı pues, g|HS : HS −→ HS biyectiva.
Evidentemente es un automorfismo.

Es evidente que los automorfismos de una clase transitiva conservan las
fórmulas. Concretamente:

Teorema 2.14 Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula de Lm. Entonces en NBGA se
demuestra que si G es un subgrupo de ΣA, F es un filtro normal de subgrupos
de G y g ∈ G, entonces∧

x̄1 · · · x̄n(φHS(x̄1, . . . , x̄n) ↔ φHS(g(x̄1), . . . , g(x̄n))).

Esto se prueba por inducción sobre la longitud de φ probando simultánea-
mente la versión correspondiente para términos, es decir,∧

x̄1 · · · x̄n(g(tHS(x̄1, . . . , x̄n)) = tHS(g(x̄1), . . . , g(x̄n))).

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado básico:

Teorema 2.15 Si G es un subgrupo de ΣA y F es un filtro normal de subgrupos
de G entonces HS es un modelo transitivo de ZFA.

Demostración: Como HS es transitivo, cumple el axioma de extensiona-
lidad.

Para comprobar el axioma del par tomamos x, y ∈ HS. Consideremos una
permutación g ∈ SimG(x) ∩ SimG(x). Claramente

g({x, y}) = {g(x), g(y)} = {x, y}.

Con esto hemos probado que SimG(x) ∩ SimG(y) ⊂ SimG({x, y}), luego
SimG({x, y}) ∈ F y {x, y} ∈ S. Puesto que obviamente {x, y} ⊂ HS, tenemos,
de hecho, que {x, y} ∈ HS.

Para el axioma de la unión tomamos x ∈ HS y vamos a probar que

SimG(x) ⊂ SimG

( ⋃
u∈x

u
)
.

En efecto, si g ∈ SimG(x), entonces

g
( ⋃

u∈x
u
)

= g
[ ⋃

u∈x
u
]

=
⋃

u∈x
g[u] =

⋃
u∈x

g(u) =
⋃

u∈x
u

porque, como g[x] = x, resulta que g permuta los conjuntos u ∈ x. Esto prueba
que la unión es simétrica, pero por transitividad

⋃
u∈x

u ⊂ HS, luego la unión es
hereditariamente simétrica.
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Para el axioma del reemplazo tomamos una función F : B ⊂ HS −→ HS
definida por una fórmula, es decir, F (x) = y ↔ φHS(x, y, x1, . . . , xn), donde
x1, . . . xn ∈ HS. Tomamos a ∈ HS y hemos de probar que F [a] ∈ HS. Cierta-
mente F [a] ⊂ HS, luego sólo hay que probar que F [a] ∈ S. Para ello probaremos
que

SimG(a) ∩ SimG(x1) ∩ · · · ∩ SimG(xn) ⊂ SimG(F [a]).

Tomamos una permutación g en la intersección de los grupos de simetŕıas. Si
y ∈ F [a] entonces existe x ∈ a tal que y = F (x), es decir, φHS(x, y, x1, . . . , xn).
Por el teorema anterior φHS(g(x), g(y), x1, . . . , xn) y g(x) ∈ g(a) = a, luego
g(y) = F (g(x)) ∈ F [a]. Esto prueba que g(F [a]) ⊂ F [a] y razonando con
g−1 obtenemos la otra inclusión. Aśı pues, g(F [a]) = F [a] y por consiguiente
g ∈ SimG(F [a]).

Como Ω ⊂ R ⊂ HS tenemos que HS cumple los axiomas del conjunto vaćıo
e infinitud.

Para probar el axioma de partes tomamos x ∈ HS y hemos de ver que
Px ∩ HS ∈ HS. Como Px ∩ HS ⊂ HS, sólo hay que probar que Px ∩ HS ∈ S.
Para ello basta ver que SimG(x) ≤ SimG(Px ∩ HS).

Si g ∈ SimG(x) y u ∈ Px ∩ HS, entonces u ⊂ x, luego

g(u) = g[u] ⊂ g[x] = g(x) = x,

luego g(u) ∈ Px ∩ HS. Con esto hemos probado que g[Px ∩ HS] ⊂ PX ∩ HS.
Razonando con g−1 tenemos la otra inclusión, luego g(Px ∩ HS) = PX ∩ HS.

Con esto tenemos probado que HS es un modelo de ZF. Para probar que es
un modelo de ZFA observamos primero que “x es un ordinal” es absoluto para
HS. Para ello observamos que en ZF se demuestra

x es un ordinal → x es transitivo ∧ x es conexo ∧ xno contiene átomos,

y en ZFA (o NBGA) se demuestra también la implicación contraria (en general,
un conjunto transitivo y sin átomos está bien fundado). En particular ser un
ordinal es ∆0 en ZFA. No obstante esto no nos vale porque todav́ıa no sabemos
que HS sea un modelo de ZFA.

Ahora bien, si α es un ordinal, entonces α es un ordinalHS , porque ser un
ordinal es Π1 en cualquier caso, y si α es un ordinalHS , entonces α es (transitivo,
conexo y sin átomos)HS , luego cumple todo esto sin relativizar (porque todo es
∆0) y, como estamos trabajando en NBGA, esto implica que α es un ordinal.

Ahora es claro que ser un ordinal ĺımite o un ordinal sucesor también es
absoluto para HS. Seguidamente demostramos por inducción sobre α que∧

α Rα(A)HS = Rα(A) ∩ HS.

En efecto, para α = 0 relativizamos
∧

x(x ∈ R0(A) ↔ x es un átomo) y aśı
obtenemos

∧
x(x ∈ R0(A)HS ↔ x ∈ A ∩ HS), luego

R0(A)HS = A ∩ HS = R0(A) ∩ HS.
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Supuesto cierto para α, relativizamos Rα+1(A) = PRα(A), con lo que

Rα+1(A)HS = PHSRα(A)HS = PRα(A)HS ∩ HS

= P(Rα(A) ∩ HS) ∩ HS = PRα(A) ∩ HS = Rα+1(A) ∩ HS.

Para el caso ĺımite relativizamos
∧

x(x ∈ Rλ(A) ↔
∨

δ < λ x ∈ Rδ(A)). El
resultado es ∧

x(x ∈ Rλ(A)HS ↔
∨

δ < λ x ∈ Rδ(A)HS).

Si suponemos que Rδ(A)HS = Rδ(A) ∩ HS la conclusión es que

Rλ(A)HS =
⋃

δ<λ

Rδ(A) ∩ HS = Rλ(A) ∩ HS.

Para terminar, si x ∈ HS entonces existe un α tal que x ∈ Rα(A) ∩ HS,
luego

∧
x ∈ HS

∨
α ∈ HS x ∈ Rα(A)HS , lo cual equivale a

(
∧

x
∨

α x ∈ Rα(A))HS ,

y esto es (V = R(A))HS .

En principio los átomos no tienen por qué ser simétricos, por lo que puede
ocurrir que AHS = ∅ y HS cumpla el axioma de regularidad (y entonces cumple
automáticamente el axioma de elección). A continuación veremos cómo definir
un filtro normal de subgrupos que asegure la simetŕıa de los átomos.

Definición 2.16 Sea G un subgrupo de ΣA. Para cada B ⊂ A definimos el
estabilizador de B en G como

EstG(B) = {g ∈ G |
∧

x ∈ B g(x) = x}.

Se comprueba inmediatamente que EstG(B) es un subgrupo de G, aśı como
que si g ∈ G entonces EstG(g[B]) = EstG(B)g.

Definimos el filtro de soportes finitos de G como el filtro dado por

FG = {H | H es subgrupo de G ∧
∨

B(B ⊂ A ∧ B finito ∧ EstG(B) ⊂ H)}.

Es fácil ver que FG es ciertamente un filtro normal de subgrupos de G. Para
la propiedad de la intersección se usa que, claramente,

EstG(B ∪ C) ⊂ EstG(B) ∩ EstG(C).

Respecto a este filtro, un conjunto x es simétrico si existe un conjunto finito
de átomos B tal que EstG(B) ⊂ SimG(x), es decir, si para que un automorfismo
fije a x es suficiente que fije a un cierto conjunto finito B de átomos. Se dice
entonces que B es un soporte de x.

En particular, si x es un átomo tenemos que EstG({x}) ⊂ SimG(x), luego
x ∈ S, que es tanto como decir x ∈ HS. Por consiguiente se cumple que
A ⊂ HS, y como SimG(A) = G, tenemos que A ∈ S y por tanto A ∈ HS.
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Veamos finalmente el comportamiento de HS respecto al axioma de elección.
Recordemos que, tal y como se explica en el [caṕıtulo XIII], en ZFA es posible
definir el cardinal (generalizado) de un conjunto x como el conjunto de todos
los conjuntos de rango mı́nimo equipotentes a x. Representamos por C la clase
de todos los cardinales generalizados.

Teorema 2.17 Supongamos que A es (infinito) numerable, sea G = ΣA y sea
HS el modelo simétrico construido con el filtro de soportes finitos. Sea p el
cardinal (generalizado) de A en HS. Entonces en HS se cumple:

a) A es infinito, pero todos sus subconjuntos son finitos o cofinitos (es decir,
de complementario finito).

b) A no tiene subconjuntos (infinitos) numerables.

c) A no puede ser totalmente ordenado.

d) Los cardinales menores que p son exactamente:

0 < 1 < 2 < 3 < 4 · · · · · · < p − 4 < p − 3 < p − 2 < p − 1,

con lo que la clase C no está ni totalmente ordenada ni bien fundada.

e) Se cumple

p < p + 1 < p + 2 < · · · < p + p < p
2 < p

3 < · · ·

f) No se cumple p2 ≤ 2p (comparar con [13.37])

Demostración: a) Se cumple que A es infinitoHS porque ser infinito es
absoluto. Sea x ⊂ A, x ∈ HS y supongamos que no es finitoHS ni cofinitoHS ,
es decir, que no es finito ni cofinito. Sea B ⊂ A un soporte finito de x. Como x
y A \ x son infinitos, existen átomos u, v tales que u ∈ x \ B y v ∈ (A \ x) \ B.
Sea g ∈ ΣA la permutación que cumple g(u) = v, g(v) = u y deja fijos a los
demás átomos. Entonces g ∈ EstG(B) ⊂ SimG(x), luego g(x) = x, pero como
u ∈ x se cumple que v = g(u) ∈ g(x) = x, lo cual es una contradicción. Aśı
pues, x ha de ser finito o cofinito.

b) es consecuencia de a): un conjunto cuyos subconjuntos sean todos finitos
o cofinitos no puede tener subconjuntos infinitos numerables, pues un conjunto
infinito numerable se puede descomponer en unión de dos conjuntos infinitos
numerables disjuntos, y ambos seŕıan subconjuntos infinitos no cofinitos del
conjunto de partida.

c) también se sigue de a): Si A pudiera ser totalmente ordenado por una
relación ≤, definimos B = {x ∈ A | {u ∈ A | u < x} es finito}. O bien B
o bien A \ B es finito. Podemos suponer que lo es A \ B, pues si lo fuera B
cambiaŕıamos la relación de orden por su inversa.

Entonces ≤ es un buen orden en B, pues si X ⊂ B es no vaćıo y x ∈ X,
entonces {u ∈ A | u < x} es finito, luego {u ∈ X | u ≤ x} también lo es, luego
tiene un mı́nimo elemento m, que también es mı́nimo de X.
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Aśı pues B tiene un buen orden y A \ B también porque es finito, luego A
admite un buen orden. Ahora bien, un conjunto infinito que admite un buen
orden puede biyectarse con un ordinal infinito, y la restricción a ω de dicha
biyección nos da un subconjunto infinito numerable en A, contradicción.

d) Todo conjunto finito de átomos está en HS, por lo que A tiene (en HS)
subconjuntos de todos los cardinales finitos. Si x ⊂ A tiene cardinal n, llamemos
p − n al cardinal (en HS) de A \ x. Es fácil probar en ZF que este cardinal no
depende de la elección de x. A su vez, la notación p−n está justificada porque,
según la definición usual de suma de cardinales, se cumple (p − n) + n = p.
En particular esto prueba que p − n es infinito. Por a) sabemos que los únicos
cardinales (en HS) menores que p son los de la forma n o p − n. Falta probar
que son todos distintos y que están ordenados.

Sean n ≤ m cardinales finitos. Tomemos x ⊂ y ⊂ A de cardinales m−n y n
respectivamente. Aśı (A \ y) ∪ (y \ x) = A \ x, luego (p − m) + n = p − (m − n).
En particular p − m ≤ p − (m − n). Con esto tenemos las desigualdades

0 < 1 < 2 < 3 < 4 · · · · · · ≤ p − 4 ≤ p − 3 ≤ p − 2 ≤ p − 1.

Basta probar que p − 1 �= p, pues entonces p − n �= p − (n − 1), ya que
sumando n − 1 contradiŕıamos la primera desigualdad. Ahora bien, esto es
una consecuencia de que A no tiene subconjuntos infinitos numerables. Más
concretamente, en ZF se demuestra que si A no tiene subconjuntos numerables
entonces su cardinal p ha de cumplir p �= p − 1, pues en caso contrario tenemos
un a ∈ A y una biyección f : A −→ A \ {a}, que nos permite definir la sucesión
a0 = a, an+1 = f(an), y es fácil probar que {an | n ∈ ω} es un subconjunto
infinito numerable de A.

En particular la clase C no está totalmente ordenada porque p no es compa-
rable con ℵ0.

e) Las desigualdades p < p + 1 < p + 2 < · · · se deben a que si x es un
conjunto de cardinal n disjunto con A, entonces A ∪ x no puede tener subcon-
juntos infinitos numerables, luego, según hemos visto en el apartado anterior,
su cardinal p + n cumple que p + n − 1 < p + n.

La desigualdad p + p ≤ p2 es general. Si se diera la igualdad existiŕıa
f : 2 × A −→ A × A biyectiva f ∈ HS. Sea B un soporte finito de f y sean v,
w ∈ A \ B dos átomos distintos. Sea f(i, u) = (v, w) y supongamos que u �= v
(si no seŕıa u �= w y razonaŕıamos igual. Sea z ∈ A \B distinto de u, v, w y sea
g ∈ ΣA la permutación que intercambia v y z. Entonces g(f) = f y haciendo
actuar g sobre f(i, u) = (v, w) obtenemos que f(i, u) = (z, g(w)), luego v = z,
contradicción.

Las desigualdades p2 < p3 < · · · se demuestran mediante un argumento
similar.

f) Supongamos que existe una aplicación f : A × A −→ PA ∩ HS inyectiva
tal que f ∈ HS. Sea B un soporte finito para f y sean u, v ∈ A \B dos átomos
distintos. Tomemos x = f(u, v) o x = A \ f(u, v) de modo que x sea finito.
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Si u y v están ambos en x o ninguno lo está, permutándolos obtenemos que
f(u, v) = f(v, u), contradicción (porque en este caso el automorfismo que los
permuta fija a x). Si u ∈ x y v /∈ x (o viceversa) tomamos w ∈ A \ x que no
esté en B (esto es posible porque A \ x es infinito). Al permutar v y w resulta
f(u, v) = f(u, w), contradicción.

En el modelo siguiente el axioma de elección es violado de la forma más
drástica posible:

Teorema 2.18 Supongamos que A es infinito numerable y descompongámoslo
en una unión disjunta A =

⋃
n∈ω

Pn, de pares Pn = {an, bn} con an �= bn.

Consideremos el grupo G = {g ∈ ΣA |
∧

n ∈ ω g(Pn) = Pn} y sea HS el modelo
simétrico formado con el correspondiente filtro de soportes finitos. Entonces
en HS se cumple que P = {Pn | n ∈ ω} es una familia numerable de pares
desordenados que no tiene función de elección. En particular A es una unión
numerable de conjuntos de cardinal 2 pero no es numerable.

Demostración: Todos los pares Pn son simétricos por la definición de G.
Como Pn ⊂ A ⊂ HS, de hecho Pn ∈ HS. Sea f : ω −→ P dada por f(n) = Pn.
La aplicación f no es sino el conjunto f = {(n, Pn) | n ∈ ω}, y si g ∈ G se
cumple que g(f) = {(g(n), g(Pn)) | n ∈ ω} = f , pues g fija tanto a los números
naturales como a los pares Pn. Aśı pues f ∈ S y como HS es un modelo de
ZF es cerrado para pares ordenados, de modo que f ⊂ HS y concluimos que
f ∈ HS. Aśı mismo, como el rango es un concepto absoluto, P , que es el rango
de f , está en HS. Con esto no sólo hemos probado que P ∈ HS sino que, de
hecho, P es numerableHS .

Supongamos que P tuviera una función de elección h ∈ HS, es decir, su-
ponemos que h : P −→ A cumple que h(Pn) ∈ Pn. Sea B un soporte finito
para h y tomemos un n ∈ ω tal que an, bn /∈ B. Sea g la permutación que
intercambia an con bn. Es claro que g ∈ G y g(h) = h. Ahora bien, si, por
ejemplo, h(Pn) = an, al aplicar g obtenemos que g(h)(g(Pn)) = g(an), es decir,
h(Pn) = bn, contradicción, e igualmente si h(Pn) = bn. En consecuencia no
existe tal h.

Notemos que si A fuera numerable tendŕıa un buen orden que determinaŕıa
una función de elección sobre P .

No damos más ejemplos porque en el caṕıtulo VI podremos darlos sin negar
el axioma de regularidad.

2.4 Modelos internos en ZFC

Técnicamente, esta sección debeŕıa estar incluida en el caṕıtulo anterior, pues
aqúı vamos a ocuparnos de mostrar cómo es posible formalizar las pruebas de
consistencia de ZFC en lugar de en NBG, pese a que muchas de ellas involucran
clases propias. No obstante, la hemos retrasado hasta este punto para contar
con los ejemplos que hemos visto en este caṕıtulo.
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La diferencia fundamental entre NBG y ZFC es que en la primera teoŕıa tiene
sentido hablar de clases propias, de modo que, por ejemplo, V ≡ {x | x = x} es
un designador de Lm y en NBG∗ podemos demostrar que

∧
x(cto x → x ∈ V ).

Por el contrario, en ZFC no tiene sentido el concepto de clase propia, de modo
que, aunque V sigue siendo un designador de su lenguaje formal (que es el
mismo Lm), lo cierto es que en ZF∗ se prueba que ¬

∨
y
∧

x x ∈ y, con lo que,
estrictamente y con el convenio de que la descripción impropia es el conjunto
vaćıo, en ZF∗ se prueba que V = ∅.

Por lo demás, cualquier teorema de NBG que únicamente involucre conjuntos
puede demostrarse igualmente en ZFC (ver [9.7]). De este modo, si particulari-
zamos todos los teoremas vistos en el caṕıtulo anterior al caso en que los modelos
involucrados sean conjuntos, toda la teoŕıa puede considerarse formalizada en
ZFC (o en ZF∗, etc., según las indicaciones que hemos hecho en cada momento).
El problema es que hay muchos modelos interesantes que son clases propias. En
este caṕıtulo hemos visto algunos ejemplos: la clase R de los conjuntos regulares
y la clase HS de los conjuntos hereditariamente simétricos.

Los modelos transitivos que son clases propias se suelen llamar modelos in-
ternos, de modo que nuestro problema es explicar cómo es posible hablar en
ZF de modelos internos de ZF. En realidad podŕıamos ocuparnos igualmente
de modelos no naturales, pero, como no vamos a tratar con ningún otro ejem-
plo aparte del que hemos usado para probar la independencia del axioma de
regularidad, no merece la pena que compliquemos la discusión generalizándola
innecesariamente.

La idea básica es que los teoremas de NBG1 que involucran clases propias
concretas —es decir, definidas por fórmulas concretas— pueden considerarse
teoremas de ZFC. Por ejemplo, la clase de los conjuntos regulares es

R = {x | x es regular},

donde “x es regular” es una fórmula que no involucra clases propias, pues equi-
vale a que la relación de pertenencia está bien fundada en la clausura transitiva
de x. Por consiguiente, la fórmula x ∈ R tiene sentido en ZFC a condición de
que no la interpretemos literalmente (pues literalmente R = ∅ en ZFC), sino
como una abreviatura de la fórmula “x es regular”. A partir de aqúı, otras
fórmulas como x ⊂ R también adquieren sentido. En este caso hemos de inter-
pretarla como

∧
y(y ∈ x → y ∈ R). Similarmente es fácil eliminar R de otros

teoremas como PR = R.
En general, cualquier fórmula en la que aparezcan clases propias como R,

es decir, clases que tienen asociada una fórmula de Lm que las define, puede
convertirse en una fórmula equivalente en la que no aparezcan dichas clases.
Para ello sólo hay que desarrollar la fórmula hasta que las clases aparezcan sólo
en subfórmulas x ∈ M y después sustituir estas subfórmulas por la fórmula que
define a M .

1Por simplicidad hablaremos de NBG y ZFC, si bien todo vale igualmente para pares de
teoŕıas más fuertes o más débiles, como NBG∗ y ZF∗, etc.
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Observemos que si al desarrollar la fórmula llegáramos a una subfórmula de
tipo M ∈ x, no podŕıamos eliminar M , pero ninguna fórmula “razonable” de
NBG puede contener una subfórmula en la que una clase propia deba pertenecer
a otra clase. Ello daŕıa lugar a casos triviales que podŕıan reformularse sin
dicha patoloǵıa. El lector puede objetar que las “fórmulas razonables” no están
definidas, pero no es necesario contar con una teoŕıa general. Cada vez que nos
encontremos con un teorema que involucra clases propias, es fácil comprobar si
tiene sentido en ZFC y, con los matices que señalaremos más abajo, siempre lo
tendrá.

En particular, si θ es una expresión de Lm, una relativización θM para una
clase propia arbitraria M no tiene sentido en ZFC, pero la relativización θR śı
tiene sentido. Es la expresión que resulta de sustituir cada

∧
x por

∧
x ∈ R

o, más detalladamente, por
∧

x(x es regular → · · ·), y similarmente con los
descriptores.

Ahora es claro que la afirmación R � ZFC tiene sentido en ZFC. Como en
el caso de NBG, no es un teorema, sino un esquema teoremático que afirma que,
para cualquier colección finita Γ de axiomas de ZFC, se cumple �

ZFC
R � Γ.

No es ningún inconveniente que las clases estén definidas con parámetros,
como es el caso de las clases HS. En principio HS es HS(G, Γ), pero esto sólo
significa que al relativizar a HS hemos de sustituir

∧
x por “para todo conjunto

x hereditariamente simétrico respecto de G y Γ”, donde esta propiedad puede
ser definida sin hacer referencia a clases propias.2

Los teoremas de NBG que hacen referencia a clases propias arbitrarias
(por ejemplo, a modelos arbitrarios) tienen sentido en ZFC como esquemas
teoremáticos que se convierten en teoremas concretos cuando todas las clases
arbitrarias se particularizan a clases definidas por fórmulas metamatemáticas
concretas. Por ejemplo, es el caso de la afirmación

Si M es un modelo transitivo de ZF∗, entonces el término {x, y} es
absoluto para M .

Esto es un teorema de NBG∗ y un esquema teoremático de ZF∗. En ZF∗

hay que entenderlo del modo siguiente:

Existe una colección finita Γ de axiomas de ZF∗ tal que para toda
fórmula φ(x, x1, . . . , xn) de Lm, en ZF∗ se demuestra:

Para todos los conjuntos x1, . . . , xn, si M = {x | φ(x, x1, . . . , xn)} y
M � Γ, entonces

∧
xy ∈ M {x, y}M = {x, y}.

Con estas observaciones debeŕıa quedar claro que toda la teoŕıa del caṕıtulo
anterior y todas las aplicaciones que hemos visto en éste (con la posible ex-
cepción —que no es tal— de la consistencia de V �= R) pueden desarrollarse

2En ZFA se prueba que cada automorfismo de A se extiende de forma única a cada conjunto
Vα, para cada ordinal α, lo que permite definir SimG(x) como el conjunto de g ∈ G cuya
extensión a Vα, para un ordinal α tal que x ∈ Vα, fija a x. Esto nos da la definición de los
conjuntos simétricos. Los conjuntos hereditariamente simétricos se definen de forma similar,
aplicando el teorema de recursión a los conjuntos Vα.
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ı́ntegramente en ZFC, es decir, sin apoyarnos en ningún momento en NBG. Lo
mismo es válido para los resultados de los caṕıtulos posteriores.



Caṕıtulo III

Conjuntos constructibles

De todos los axiomas de ZFC (o NBG) el que más dice sobre la naturaleza
de los conjuntos es el axioma de regularidad. Según este axioma, los conjuntos
se construyen a partir del vaćıo a través de la jerarqúıa regular:

V0 = ∅,
∧

α Vα+1 = PVα,
∧

λ Vλ =
⋃

δ<λ

Vδ, V =
⋃

α∈Ω

Vα.

El axioma de regularidad V = R puede verse casi como una definición:
“cuando decimos conjunto, queremos decir conjunto regular, por definición”, de
modo que suponer el axioma de regularidad no es sino matizar el concepto de
conjunto. Ahora bien, esta “matización” no puede tenerse por una “definición”
en sentido categórico debido a que la jerarqúıa regular tiene dos “grietas”. Por
una parte no sabemos realmente qué es PX y por otra parte no sabemos real-
mente qué es la clase Ω de todos los ordinales. Notemos que los axiomas de
la teoŕıa de conjuntos postulan, ciertamente, que existe un conjunto PX que
contiene a todos los subconjuntos de X, pero no nos dice cómo se generan esos
subconjuntos. Sabemos determinar algunos conjuntos que necesariamente han
de estar en PX, pero no tenemos ninguna descripción de qué hemos de enten-
der por “la totalidad” de los subconjuntos de X. Similarmente, sabemos que
cada ordinal es esencialmente una forma de ordenar bien un conjunto, pero no
tenemos ninguna representación de cuántas formas hay de ordenar un conjunto,
ni siquiera un conjunto numerable.

En este caṕıtulo introduciremos una “matización” más fina de la noción de
conjunto. Concretamente, definiremos la clase L de los conjuntos constructibles
mediante una jerarqúıa similar a la jerarqúıa regular:

L0 = ∅,
∧

α Lα+1 = DLα,
∧

λ Lλ =
⋃

δ<λ

Lδ, L =
⋃

α∈Ω

Lα.

La diferencia es que ahora usamos el operador DX, que nos da lo que lla-
maremos el conjunto de partes definibles de X, que contiene únicamente a los
subconjuntos de X definibles por una fórmula. Naturalmente esto ha de ser
precisado debidamente, pero lo importante es que DX está perfectamente des-
crito, de modo que podemos decir que si conocemos X también conocemos DX.

61
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De este modo, la jerarqúıa constructible sólo tiene la fisura correspondiente al
uso de los ordinales. El axioma de constructibilidad V = L no llega a ser una
determinación categórica de la noción de conjunto, pero śı una precisión mucho
más sutil. Al igual que el axioma de regularidad permite responder a cues-
tiones que quedan abiertas sin él, como si existen o no conjuntos de la forma
a = {a}, el axioma de constructibilidad permite responder a cuestiones mucho
más interesantes. Por ejemplo, implica la hipótesis del continuo generalizada.

Más aún, veremos que la clase L puede construirse en ZF sin el axioma
de elección, pero resulta ser un modelo de ZFC más la hipótesis del continuo
generalizada, luego nos permitirá probar la consistencia de ésta más el axioma
de elección supuesta la consistencia de ZF. La clase L, junto con estos hechos,
fue descubierta por Gödel.

3.1 Definibilidad

En esta sección definiremos el conjunto DX de las partes definibles de un
conjunto X. Trabajamos en ZF−AP, es decir, sin el axioma de partes y sin el
axioma de elección. Ninguno de estos dos axiomas es necesario para definir L.
En primer lugar definimos el conjunto de las relaciones n-ádicas definibles sobre
un conjunto X.

Definición 3.1 Sea X un conjunto, n un número natural, i, j ∈ n y R ⊂ Xn+1.

a) Proy (X, R, n) = {s ∈ Xn |
∨

t ∈ R t|n = s},

b) Diag∈(X, n, i, j) = {s ∈ Xn | s(i) ∈ s(j)},

c) Diag=(X, n, i, j) = {s ∈ Xn | s(i) = s(j)},

d) Por recursión sobre k ∈ ω definimos

Df0(X, n) = {Diag∈(X, n, i, j) | i, j < n} ∪ {Diag=(X, n, i, j) | i, j < n},
Dfk+1(X, n) = Dfk(X, n) ∪ {Xn \ R | R ∈ Dfk(X, n)}
∪ {R ∩ S | R, S ∈ Dfk(X, n)} ∪ {Proy(X, R, n) | R ∈ Dfk(X, n + 1)}.

e) Df(X, n) =
⋃

k∈ω

Dfk(X, n).

Esta definición puede resultar un poco desconcertante, pero enseguida ve-
remos que encierra una idea muy simple. Para ello necesitamos dos hechos
técnicos:

Teorema 3.2 Si X es un conjunto y n es un número natural, entonces

Df(X, n) ∈ PPXn.

Demostración: Hemos de probar que Df(X, n) es un conjunto de rela-
ciones n-ádicas en X. La inclusión Df(X, n) ⊂ PXn es inmediata. La única
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dificultad es demostrar que es un conjunto sin contar con el axioma de partes,
es decir, sin saber que PXn lo es.

Ahora bien, Df0(A, n) es un conjunto porque es la unión de dos imágenes de
n × n por las aplicaciones

(i, j) �→ Diag∈(X, n, i, j) y (i, j) �→ Diag=(X, n, i, j).

Si para todo natural n se cumple que Dfk(X, n) es un conjunto, entonces
Dfk+1(X, n) es también un conjunto porque es la unión de Dfk(X, n), que es un
conjunto, con una imagen de Dfk(X, n), una imagen de Dfk(X, n) × Dfk(X, n)
y una imagen de Dfk(X, n + 1).

Finalmente, Df(X, n) es un conjunto porque es una unión numerable de
conjuntos.

En realidad la definición de Df(X, n) no es tan complicada. Simplemente
es la necesaria para que Df(X, n) sea el menor conjunto que cumple el teorema
siguiente. La prueba es inmediata.

Teorema 3.3 Sea X un conjunto y n un número natural. Entonces

a) Si i, j < n entonces

Diag∈(X, n, i, j) ∈ Df(X, n) y Diag=(X, n, i, j) ∈ Df(X, n).

b) Si R ∈ Df(X, n) entonces Xn \ R ∈ Df(X, n).

c) Si R, S ∈ Df(X, n), entonces R ∩ S, R ∪ S ∈ Df(X, n).

d) Si R ∈ Df(X, n + 1) entonces Proy(X, R, n) ∈ Df(X, n).

Y ahora ya podemos mostrar qué es exactamente Df(X, n). Recordemos que
L0 es el lenguaje de la teoŕıa de conjuntos.

Teorema 3.4 Si X es un conjunto y n un número natural, entonces Df(X, n)
es el conjunto de las relaciones n-ádicas definibles en X, es decir, el conjunto de
las relaciones R ⊂ Xn tales que existe una fórmula φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L0)
tal que ∧

s ∈ Xn(s ∈ R ↔ X � φ[s(0), . . . , s(n − 1)]).

Demostración: Veamos que la relación R definida por una fórmula φ
según el enunciado está en Df(X, n). Hay que entender que φ tiene libres a lo
sumo las variables x1, . . . , xn, pero no todas necesariamente. Lo probamos por
inducción sobre la longitud de φ. Si φ = (xi ∈ xj) o φ = (xi = xj) entonces
R es simplemente Diag∈(X, n, i − 1, j − 1) o Diag=(X, n, i − 1, j − 1), luego
ciertamente está en Df(X, n).

Si φ = ¬ψ y ψ define la relación S, entonces φ define R = Xn \ S. Si
S ∈ Df(X, n) por hipótesis de inducción, entonces R ∈ Df(X, n) por el teorema
anterior.
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Si φ = ψ → χ y las relaciones definidas por ψ y χ son S y T , respectivamente,
entonces R = (Xn \ S) ∪ T . Si S, T ∈ Df(X, n) por hipótesis de inducción,
entonces R ∈ Df(X, n) por el teorema anterior.

Supongamos ahora que φ =
∧

xψ(x1, . . . , xn, x) y que la relación definida
por ψ está en Df(X, n + 1). Entonces

s ∈ R ↔ ¬X �
∨

x¬ψ[s(0), . . . , s(n − 1)].

Sea S la relación definida por ¬ψ, que cumple S ∈ Df(X, n + 1). Aśı

s ∈ R ↔ ¬
∨

x ∈ XX � ¬ψ[s(0), . . . , s(n − 1), x]

↔ ¬
∨

x ∈ X(s(0), . . . , s(n − 1), x) ∈ S ↔ ¬
∨

t ∈ S t|n = s

↔ ¬t ∈ Proy(X, S, n) ↔ t ∈ Xn \ Proy(X, S, n).

Por el teorema anterior tenemos que Proy(X, S, n) está en Df(X, n) y R =
Xn \ Proy(X, S, n) también.

Ahora veamos que todas las relaciones de Df(X, n) están definidas por una
fórmula. Concretamente, probaremos por inducción sobre k que todas las rela-
ciones de Dfk(X, n) están definidas por una fórmula. Las relaciones de Df0(X, n)
son las definidas por fórmulas de tipo xi ∈ xj o xi = xj .

Supuesto que las relaciones de Dfk(X, n) están definidas por una fórmula
(para todo n) consideramos una relación de Dfk+1(X, n). Si está en Dfk(X, n)
no hay nada que probar, si es el complementario de una relación de Dfk(X, n)
entonces está definida por la negación de la fórmula que define a ésta, si es la
intersección de dos relaciones de Dfk(X, n) entonces está definida por la con-
junción de las dos fórmulas que definen a éstas y si es la proyección de una
relación de Dfk(X, n + 1) definida por una fórmula φ(x1, . . . , xn+1), entonces
está definida por la fórmula

∨
xn+1φ.

Definición 3.5 Llamaremos conjunto de las partes definibles de un conjunto
X al conjunto

DX = {x |
∨

nsR(n ∈ ω ∧ s ∈ Xn ∧ R ∈ Df(X, n + 1)

∧ x = {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ R})}.

Notemos que DX ⊂ PX, pero DX es un conjunto sin necesidad de suponer
que PX lo es. En efecto, es una imagen del conjunto⋃

n∈ω
(Xn × Df(A, n + 1)).

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata del anterior, y nos mues-
tra que DX es justo lo que queŕıamos definir:

Teorema 3.6 Sea X un conjunto. Entonces DX está formado por los con-
juntos x ⊂ X tales que existe una fórmula φ(x0, . . . , xn) ∈ Form(L0) y existen
a1, . . . , an ∈ X de modo que

x = {u ∈ X | X � φ[u, a1, . . . , an]}.
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En otras palabras, DX contiene a los subconjuntos de X que pueden definirse
mediante una fórmula con parámetros en X. En la práctica nos será útil la
siguiente versión metamatemática de este teorema:

Teorema 3.7 Sea φ(x, x1, . . . , xn) una fórmula de Lm con a lo sumo las varia-
bles libres indicadas. Entonces en ZF−AP se demuestra que si X es un conjunto
transitivo y ∅ ∈ X entonces∧

x1 · · ·xn ∈ X {x ∈ X | φX(x, x1, . . . , xn)} ∈ DX.

Demostración: Podemos cambiar φ por una fórmula equivalente sin des-
criptores con las mismas variables libres (porque X verifica los axiomas de ex-
tensionalidad y del conjunto vaćıo). Equivalentemente, podemos suponer que φ

no tiene descriptores, con lo que podemos considerar la fórmula �φ� ∈ L0. Por
el teorema 1.17, dados x1, . . . , xn ∈ X tenemos que

{x ∈ X | φX(x, x1, . . . , xn)} = {x ∈ X | X � �φ�[x, x1, . . . , xn]},

y basta aplicar el teorema anterior.

Ejercicio: Adaptar el argumento del teorema [9.6] para probar que si M es un modelo
transitivo de todo ZFC entonces DM es un modelo transitivo de todo NBG.

Éstas son las propiedades básicas del conjunto de partes definibles.

Teorema 3.8 Sea X un conjunto. Entonces

a) DX ⊂ PX,

b) X ∈ DX,

c) Si X es transitivo entonces X ⊂ DX,

d) Si x ⊂ X y x es finito entonces x ∈ DX,

e) Si X es finito entonces DX = PX,

f) [AE] Si X es infinito entonces |DX| = |X|.

Demostración: a) es evidente.

b) X = {x ∈ X | (x = x)X} ∈ DX.

c) Si u ∈ X, entonces u = {x ∈ X | (x ∈ u)X} ∈ DX.

d) Sea x = {a1, . . . , an} Consideremos la fórmula

φ = x0 = x1 ∨ · · · ∨ x0 = xn ∈ L0.

Es claro que x = {u ∈ X | X � φ[u, a1, . . . , an]} ∈ DX.

e) es consecuencia de d).
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f) Se sigue fácilmente de 3.6, pues cada elemento de DX está determinado
por una fórmula de L0 y una sucesión finita de elementos de X. El conjunto de
las fórmulas de L0 es numerable y el cardinal del conjunto de sucesiones finitas
de X es el mismo que el de X.

Terminamos demostrando que los conceptos que acabamos de introducir son
absolutos:

Teorema 3.9 Los términos Df(X, n) y DX son absolutos para modelos transi-
tivos de ZF−AP.

Demostración: Sea M un modelo transitivo de ZF−AP. Es inmediato
comprobar que si X, R, n, i, j ∈ M , entonces Proy (X, R, n)M = Proy (X, R, n),
Diag∈(X, n, i, j)M = Diag∈(X, n, i, j) y Diag=(X, n, i, j)M = Diag=(X, n, i, j).

De aqúı se sigue que Df0(X, n)M = Df0(X, n) y por inducción sobre k se
concluye que

∧
k ∈ ω Dfk(X, n)M = Dfk(X, n). A su vez, esto implica que

Df(X, n)M = Df(X, n), es decir, que Df(X, n) es absoluto para M .
Es un teorema de ZF−AP que∧

Xx(x ∈ DX ↔
∨

nsR(n ∈ ω ∧ s ∈ Xn ∧ R ∈ Df(X, n + 1)

∧ x = {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ R})).

Por lo tanto, M cumple la relativización de este teorema:∧
X ∈ M

∧
x(x ∈ DMX ↔

∨
nsR(n ∈ ω ∧ s ∈ Xn ∧ R ∈ Df(X, n + 1)

∧ x = {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ R}M ))

Notemos que no hace falta exigir n, s, R ∈ M porque esto ya se sigue de
n ∈ ω, s ∈ Xn = (Xn)M , R ∈ Df(X, n+1) = Df(X, n+1)M . Igualmente, tanto
x ∈ DMX como x = {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ R}M implican ya que x ∈ M .

Relativizando el teorema∧
snRu(u ∈ {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ R} ↔ u ∈ X ∧ s ∪ {(n, u)} ∈ R)

concluimos que {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ R}M = {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ R}, con
lo que, en definitiva, tenemos que∧

X ∈ M
∧

x(x ∈ DMX ↔ x ∈ DX),

es decir,
∧

X ∈ M DMX = DX, luego DX es absoluto para M .

3.2 La jerarqúıa constructible

Ahora ya podemos definir L exactamente como hab́ıamos anticipado en la
introducción al caṕıtulo:
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Definición 3.10 La clase L de los conjuntos constructibles se define mediante
la siguiente recursión transfinita:

L0 = ∅,
∧

α Lα+1 = DLα,
∧

λ Lλ =
⋃

δ<λ

Lδ, L =
⋃

α∈Ω

Lα.

La jerarqúıa constructible, aśı definida, comparte sus propiedades básicas
con la jerarqúıa regular:

Teorema 3.11 Se cumple:

a) Cada Lα es un conjunto transitivo.

b) L es una clase transitiva.

c) Si α ≤ β entonces Lα ⊂ Lβ.

d) Lα ⊂ Vα.

e)
∧

n ∈ ω Ln = Vn.

f) Lω = Vω.

g) Si x ⊂ Lα es finito, entonces x ∈ Lα+1.

h) Lα ∈ Lα+1.

i) Lα ∩ Ω = α.

j) Ω ⊂ L.

Demostración: a) Se prueba por inducción. Si Lα es transitivo y x ∈ Lα+1

entonces x ∈ DLα, luego x ⊂ Lα ⊂ Lα+1 por 3.8 c).

b) Es obvio. c) es consecuencia de que, como hemos visto en a), Lα ⊂ Lα+1.
d) Se demuestra por inducción: Si Lα ⊂ Vα entonces

Lα+1 = DLα ⊂ PLα ⊂ PVα = Vα+1.

e) Se prueba inmediatamente por inducción teniendo en cuenta 3.8 e).

f) es consecuencia inmediata de e).

g) y h) se siguen claramente de 3.8.

i) Se prueba por inducción: si Lα ∩ Ω = α, entonces todo β ∈ Lα+1 ∩ Ω ha
de cumplir β ⊂ Lα ∩Ω = α, es decir, β ≤ α y, por consiguiente, β ∈ α+1. Para
probar la otra inclusión basta ver que α ∈ Lα+1. Ahora bien:

α = {x ∈ Lα | (x es un ordinal)Lα},

pues ser un ordinal es una propiedad ∆0 y Lα es transitivo.

j) Se sigue de i).
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Conviene también destacar las diferencias entre las jerarqúıas regular y cons-
tructible. Según acabamos de ver, ambas coinciden hasta Lω = Vω. Sin em-
bargo, a partir de aqúı se comportan de forma diferente: mientras Vω+1 contiene
todos los subconjuntos de Vω, en Lω+1 sólo están los definibles. Si suponemos el
axioma de elección la diferencia es clara: |Vω+1| = 2ℵ0 y |Lω+1| = ℵ0. Esto no
significa que Lω sólo tenga ℵ0 subconjuntos constructibles, pues en pasos poste-
riores de la jerarqúıa aparecerán más subconjuntos de Lω. En Lω+2 aparecerán
los subconjuntos de Lω definibles en Lω+1, en Lω+3 aparecerán los subconjun-
tos de Lω definibles en Lω+2 y aśı sucesivamente. En general, los subconjuntos
constructibles de un conjunto constructible dado no entran todos en un paso de
la jerarqúıa constructible, sino que entran gradualmente, a medida que los más
complejos pueden ser definidos a partir de conjuntos más sencillos. En cualquier
caso no podemos garantizar que todos los subconjuntos de un conjunto cons-
tructible dado sean constructibles, por lo que no todos tienen por qué entrar en
la jerarqúıa.

Teorema 3.12 La clase L es un modelo transitivo de ZF menos el axioma de
partes, o de todo ZF si suponemos el axioma de partes.

Demostración: Como L es transitiva cumple el axioma de extensionalidad.
El axioma de regularidad se cumple en cualquier clase. El axioma del par se
cumple porque si x, y ∈ Lα entonces {x, y} ⊂ Lα y, como es un conjunto
finito, {x, y} ∈ Lα+1. Para probar el axioma de la unión tomamos x ∈ Lα y
observamos que, por transitividad,

⋃
y∈x

y ⊂ Lα y

⋃
y∈x

y = {u ∈ Lα | (
∨

y ∈ x u ∈ y)Lα} ∈ Lα+1.

Para probar el axioma del reemplazo tomamos F : A ⊂ L −→ L definida
mediante una fórmula F (x) = y ↔ φL(x, y, x1, . . . , xn), donde x1, . . . , xn ∈ L.
Tomamos a ∈ L y hemos de ver que F [a] ∈ L. Sea α un ordinal suficientemente
grande como para que x1, . . . , xn, a ∈ Lα y F [a] ⊂ Lα. De este modo

F [a] = {y ∈ Lα |
∨

x ∈ a φL(x, y)}.
Si en vez de φL tuviéramos φLα tendŕıamos que F [a] ∈ Lα+1. Aplicamos el

teorema 1.24, según el cual existe un ordinal ĺımite λ > α tal que φ es absoluta
para Lλ − L. Aśı

F [a] = {y ∈ Lλ |
∨

x ∈ a φL(x, y)} = {y ∈ Lλ |
∨

x ∈ a φLλ(x, y)}
= {y ∈ Lλ | (

∨
x ∈ a φ(x, y))Lλ} ∈ Lλ+1.

Como Ω ⊂ L es claro que L cumple el axioma del conjunto vaćıo y el axioma
de infinitud. Supongamos ahora el axioma de partes y veamos que también se
cumple en L. Dado x ∈ L, tenemos que Px ∩ L es un subconjunto de L, luego
existe un ordinal α tal que x ∈ Lα y Px ∩ L ⊂ Lα. Entonces

Px ∩ L = {u ∈ Lα | (u ⊂ x)Lα} ∈ Lα+1.
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Ahora demostraremos L verifica también el axioma de constructibilidad, es
decir, V = L, y luego veremos que éste implica el axioma de elección, con lo que
de hecho L será un modelo de todo ZFC (supuesto el axioma de partes, pero no
el axioma de elección). En definitiva, hemos de probar que en L todo conjunto es
constructible, y hemos de comprender que esto no es evidente. Con más detalle,
el axioma de constructibilidad es

∧
x x es constructible, luego lo que hemos de

probar es (
∧

x x es constructible)L, es decir,
∧

x ∈ L x es constructibleL. Lo
que es evidente es que

∧
x ∈ L x es constructible, pero no es evidente que “x es

constructible” equivalga a “x es constructibleL”, o sea, que la constructibilidad
sea absoluta para L. De hecho, la constructibilidad no es absoluta para modelos
transitivos de ZFC en general.

Teorema 3.13 El término Lα es absoluto para modelos transitivos de ZF−AP.

Demostración: Sea M un modelo transitivo de ZF−AP. Se demuestra por
inducción sobre α que

∧
α ∈ ΩM LM

α = Lα.
En efecto, para α = 0 tenemos que LM

0 = ∅M = ∅ = L0. Supuesto cierto
para α, tenemos que LM

α+1 = (DLα)M = DMLM
α = DLα = Lα+1, donde hemos

usado que DX es absoluto y la hipótesis de inducción. Finalmente, si λ < ΩM

y
∧

δ < λ LM
δ = Lδ, al relativizar la definición de Lλ tenemos que∧

x(x ∈ LM
λ ↔

∨
δ < λ x ∈ LM

δ ),

y como podemos cambiar LM
δ por Lδ, concluimos que LM

λ = Lλ.

Sin embargo, de este teorema no se deduce que la constructibilidad sea ab-
soluta para modelos transitivos cualesquiera. La situación es la siguiente:

Teorema 3.14 Sea M un modelo transitivo de ZF−AP. Entonces

a) Si M es una clase propia entonces L ⊂ M y∧
x ∈ M(x es constructibleM ↔ x ∈ L).

b) Si M es un conjunto y λ = ΩM , entonces Lλ ⊂ M y∧
x ∈ M(x es constructibleM ↔ x ∈ Lλ).

Demostración: Relativizamos a M la sentencia∧
x(x es constructible ↔

∨
α x ∈ Lα)

teniendo en cuenta que Lα es absoluto. El resultado es∧
x ∈ M(x es constructibleM ↔

∨
α ∈ ΩM x ∈ Lα).

Por el teorema 1.38, si M es una clase propia entonces ΩM = Ω, luego
queda la equivalencia del enunciado. Si M es un conjunto también llegamos a
la equivalencia correspondiente.
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De este modo, la constructibilidad es absoluta para clases propias, pero no
necesariamente para conjuntos. Puede darse el caso de que Lλ � M ⊂ L, de
modo que todos los conjuntos de M sean constructibles pero sólo los de Lλ sean
constructiblesM . La idea es que para construir un conjunto x ∈ M \ Lλ hacen
falta más ordinales de los que hay en M , por lo que alguien que “viva” en M
“ve” el resultado de la construcción, pero no puede “ver” la construcción misma.

Por otra parte, conviene resaltar que el teorema anterior afirma que L es
la menor clase propia que es un modelo de ZF (o de ZFC, según veremos en-
seguida). Esto puede interpretarse como que al quedarnos con los conjuntos
constructibles nos quedamos con los conjuntos imprescindibles para tener un
modelo de la teoŕıa de conjuntos. Más exactamente, habŕıa que decir “los im-
prescindibles para tener un modelo con unos ordinales dados”. Tenemos modelos
menores si nos quedamos con menos ordinales:

Teorema 3.15 Si M es un modelo transitivo de ZF−AP+V = L, entonces
M = L si M es una clase propia o bien M = Lλ con λ = ΩM si M es un
conjunto.

Ha de quedar claro que L es ciertamente un modelo de ZF(−AP) + V = L,
mientras que no todo conjunto Lλ tiene por qué serlo. De hecho ningún Lλ

tiene por qué cumplir todos los axiomas de ZF. Lo que tenemos (por el teorema
de reflexión) es que hay conjuntos Lλ que cumplen cualquier conjunto finito de
axiomas de ZF(−AP) + V = L prefijado.

Para probar que el axioma de constructibilidad implica el axioma de elección
demostraremos de hecho que existe una fórmula expĺıcita x � y con x e y como
únicas variables libres que determina un buen orden sobre L.

En efecto, observemos que, para todo conjunto X, podemos definir expĺıcita-
mente un buen orden en cada conjunto Df(X, n). Por ejemplo, ordenamos
Df0(X, n) estableciendo que las relaciones Diag∈(X, n, i, j) son todas menores
que las relaciones Diag=(X, n, i, j) y, para comparar dos del mismo tipo, com-
paramos primero i y, en caso de coincidencia, comparamos j. Llamemos a este
orden ≤X,n,0. Ciertamente es un buen orden. Supuesto definido un buen orden
≤X,n,k en Dfk(X, n), definimos ≤X,n,k+1 estableciendo que si R, S ∈ Dfk(X, n)
entonces R ≤X,n,k+1 S si y sólo si R ≤X,n,k S; que toda relación en Dfk(X, n)
es menor que toda relación en Dfk+1(X, n) \ Dfk(X, n); que si tenemos dos re-
laciones en Dfk+1(X, n) \ Dfk(X, n), será menor la que se pueda expresar como
complemento de una relación de Dfk(X, n), si las dos pueden expresarse aśı,
será menor la que pueda expresarse como complemento de una relación menor
respecto a ≤X,n,k; si ninguna puede expresarse como complemento, será menor
la que pueda expresarse como intersección de dos relaciones de Dfk(X, n), si las
dos pueden expresarse aśı, buscamos las mı́nimas relaciones respecto a ≤X,n,k

que nos dan cada una de ellas como intersección y comparamos la menor para
una con la menor para la otra, si son iguales comparamos las segundas; en caso
de que ninguna de las relaciones dadas se pueda expresar como intersección,
es que ambas son proyecciones de sendas relaciones en Dfk(X, n + 1), y en tal
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caso buscamos la mı́nima posible para cada una y las comparamos con el orden
≤X,n+1,k. Es claro que aśı tenemos un buen orden ≤X,n,k+1 en Dfk+1(X, n)
respecto al cual Dfk(X, n) es un segmento inicial. Uniendo todos estos buenos
órdenes formamos un buen orden ≤X,n en Df(X, n).

De este modo, R ≤X,n S es una fórmula con tan sólo las cuatro variables
libres indicadas.

Por otra parte, un buen orden ≤ en un conjunto X induce un buen orden
≤ω en el conjunto X<ω de todas las sucesiones finitas en X. Basta considerar
que una sucesión es menor que otra si su longitud es menor y, en caso de tener
la misma longitud, comparamos con ≤ el primer elemento en el que difieran.

Ahora, si ≤ es un buen orden en un conjunto transitivo X, definimos un buen
orden ≤∗

X en DX del modo siguiente: dos conjuntos en X cumplen la relación
≤∗

X si y sólo si cumplen la relación dada ≤; todo conjunto de X es ≤∗
X que todo

conjunto de DX \X; si dos conjuntos están en DX \X, uno es menor que el otro
si puede definirse con menos parámetros; si el mı́nimo número de parámetros es
n para ambos, será menor el conjunto que pueda definirse con la menor relación
de Df(X, n) respecto al orden ≤X,n; si ambos se definen con la misma mı́nima
relación, será menor el que requiera la menor sucesión de parámetros respecto
al orden ≤ω en X<ω.

De este modo, x ≤∗
X y es una fórmula con tan sólo las cuatro variables libres

indicadas (x, y, X y ≤), y es claro que si ≤ es un buen orden en un conjunto
transitivo X entonces ≤∗

X es un buen orden en DX respecto al cual X es un
segmento inicial.

Finalmente, definimos por recursión transfinita la sucesión �α mediante

�0 = ∅ ∧
∧

α �α+1 = �∗
αLα

∧
∧

λ �λ=
⋃

δ<λ

�δ .

� =
⋃

α∈Ω

�α .

Una simple inducción muestra que cada �α es un buen orden en Lα de
modo que cada �α+1 extiende a �α y Lα es un segmento inicial de Lα+1. Por
consiguiente la clase � es un buen orden de L y la fórmula x � y es una fórmula
con x e y como únicas variables libres que determina un buen orden en L.

Si suponemos que V = L tenemos un buen orden sobre la clase universal,
que a su vez se restringe a un buen orden sobre cada conjunto. En definitiva,
hemos probado:

Teorema 3.16 La clase L es un modelo de ZFC−AP, o de todo ZFC si supo-
nemos AP.

Por consiguiente, si ZF es consistente, también lo es ZFC. En NBG podemos
decir algo más fino: si NBG sin el axioma de elección es consistente, entonces
también lo es NBG más el axioma de elección de Gödel, es decir, la existencia
de una función de elección F : V −→ V . En efecto, si NBG sin el axioma de
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elección es consistente, también lo es NBG+V = L, y entonces � permite definir
la función F . El axioma de elección de Gödel no puede formularse en ZF.

A menudo se critica al axioma de elección porque postula la existencia de con-
juntos que no sabemos definir expĺıcitamente. En ello hay gran parte de verdad,
pero no es toda la verdad. Es cierto que no sabemos construir expĺıcitamente,
digamos, una base de R como espacio vectorial sobre Q, por lo que alguien
podŕıa sospechar que no existe tal cosa y que el axioma de elección nos lleva
a creer en fantasmas. Ahora bien, un hipotético número real no constructible
es algo no menos extraño que una hipotética base de R sobre Q, de modo que,
puestos a descartar objetos extraños, podemos hacer dos cosas: o renunciamos al
axioma de elección, con lo que no tenemos bases extrañas, pero indirectamente
estamos postulando la existencia de extraños números reales no constructibles,
o bien negamos la existencia de números reales no constructibles, en cuyo caso,
no es que aceptemos indirectamente la existencia de bases extrañas, sino que
podemos definir expĺıcitamente una base, a través del orden constructible �.
La definición será complicada porque el orden constructible es complicado, pero
no por ello deja de ser expĺıcita. En cualquier caso, es verdad que no podŕıa
calificarse de “constructiva” en el sentido usual porque involucra una recursión
transfinita.

En resumen podŕıamos decir que, para alguien que “viva” en L no hay
conjuntos “grises” indistinguibles entre śı, sino que cada conjunto tiene alguna
propiedad peculiar que lo distingue del resto, una o varias definiciones que nos
proporcionan siempre criterios para escoger unos conjuntos frente a otros.

Aunque a partir de aqúı trabajaremos ya en ZFC o NBG, lo cierto es que
el teorema siguiente puede probarse sin el axioma de partes ni el axioma de
elección:

Teorema 3.17 Para todo ordinal infinito α, se cumple que |Lα| = |α|.

Demostración: Lo probamos primero suponiendo V = L. En particular
tenemos el axioma de elección. Ciertamente |Lω| = |ω|, pues Lω es unión
numerable de conjuntos finitos. Una simple inducción basada en 3.8 f) nos da
el resultado.

Sin suponer V = L lo que tenemos es que el teorema se cumple relativizado
a L, es decir,

(
∧

α
∨

f f : α −→ Lα biyectiva)L,

pero esto equivale a ∧
α
∨

f ∈ L f : α −→ Lα biyectiva,

lo cual implica, en particular, que |Lα| = |α|.

Otro resultado notable que puede demostrarse sin necesidad del axioma de
elección es la existencia de modelos transitivos numerables de ZFC. En efecto:
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Teorema 3.18 Si Γ es una colección finita de teoremas de ZFC+V = L, en ZF
se demuestra que existe un conjunto transitivo numerable M (de hecho M = Lλ,
para un ordinal numerable λ) tal que M � Γ.

Demostración: Según 1.27, en ZFC+V = L se demuestra que∨
M(M transitivo ∧ |M | = ℵ0 ∧ M � Γ).

Por otra parte, en ZF se demuestra que L cumple ZFC+V = L, luego
también se demuestra la relativización a L de esta sentencia, es decir,∨

M ∈ L(M transitivo ∧ (|M | = ℵ0)L ∧ (M � Γ)L).

La fórmula (|M | = ℵ0)L significa que
∨

f ∈ L f : ω −→ M biyectiva, luego
en particular M es numerable. Por otra parte, (M � Γ)L significa que para
cada una de las sentencias γ de Γ se cumple (γM )L, pero esta sentencia se
obtiene acotando cada variable por x ∈ M primero y por x ∈ L después, y
como M ∈ L, resulta que x ∈ M ya implica x ∈ L, por lo que la relativización a
L es redundante. En definitiva, (γM )L es equivalente a γM , por lo que tenemos
que M � γ.

El teorema anterior junto con 3.15 muestra que ha de ser M = Lλ, donde λ
es un ordinal ĺımite numerable.

3.3 Cardinales y constructibilidad

En esta sección trabajamos en NBG con el axioma de elección (o en ZFC) y
vamos a estudiar las repercusiones del axioma de constructibilidad en el compor-
tamiento de los cardinales. El resultado más importante será que V = L implica
la hipótesis del continuo generalizada, es decir,

∧
α 2ℵα = ℵα+1. Esto está de

acuerdo con el carácter “minimal” del modelo constructible: si reducimos los
conjuntos a los mı́nimos necesarios, PX tiene el mı́nimo cardinal posible.

Según ya hemos comentado, los subconjuntos constructibles de Lα no apa-
recen todos en Lα+1, sino que éste sólo contiene los subconjuntos definibles con
parámetros en Lα, mientras que en pasos posteriores pueden aparecer más sub-
conjuntos definibles con parámetros más complejos. El teorema siguiente pone
cota al número de pasos necesarios para obtener todos los subconjuntos de Lα.
Recordemos que α+ es el menor cardinal mayor que α.

Teorema 3.19 [V=L]
∧

α PLα ⊂ Lα+ .

Demostración: Si α < ω es trivial, pues PLα = Lα+1. Supongamos,
pues, que α es infinito. Tomemos c ∈ PLα y veamos que c ∈ Lα+ . Llamemos
x = Lα ∪ {c}. Observemos que x es transitivo. Vamos a refinar la prueba del
teorema 1.27. Aplicando el teorema 1.24 a la jerarqúıa constructible obtenemos
un ordinal ĺımite λ tal que x ⊂ Lλ y Lλ es un modelo de (cualquier colección
finita prefijada de axiomas de) ZFC+V = L. Ahora sea S el núcleo de Skolem
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de x en Lλ, que es un modelo no necesariamente transitivo de ZFC+V = L
y según 1.9 y 3.17 cumple |S| = |x| = |Lα| = |α| (pues L0 es numerable).
Siguiendo el argumento de 1.27, consideramos el colapso transitivo M de S.
Sea G : S −→ M la función colapsante.

Una simple ∈-inducción en x muestra que G es la identidad en x. En efecto,
si v ∈ x y se cumple G(u) = u para todo u ∈ v, entonces, como v ⊂ x ⊂ S,

G(v) = {G(u) | u ∈ v ∩ S} = {G(u) | u ∈ v} = v.

Por consiguiente x ⊂ M , y el particular c ∈ M . Por otra parte, M es un
modelo isomorfo a S, luego M es un modelo transitivo de ZFC+V = L. Por
el teorema 3.15 concluimos que M = Lλ′ , para cierto ordinal ĺımite λ′, pero
|λ′| = |Lλ′ | = |M | = |S| = |α|, luego λ′ < α+. Aśı pues, hemos probado que
c ∈ Lλ′ ⊂ Lα+ .

Como consecuencia:

Teorema 3.20 V = L →
∧

α 2ℵα = ℵα+1.

Demostración: Por 3.17 sabemos que |Lℵα
| = ℵα, luego por el teorema

anterior
2ℵα = |PLℵα | ≤ |Lℵ+

α
| = ℵα+1.

Una interpretación que ayudaŕıa mucho a entender este hecho si no fuera
errónea es la siguiente: en principio no sabemos cuántos números reales hay, eso
depende de lo “generosa” que sea nuestra interpretación del término “conjunto”.
Ahora bien, existen únicamente ℵ1 números reales constructibles, de modo que
si suponemos V = L entonces el cardinal de R resulta ser ℵ1.

En este razonamiento hay una falacia. Hemos demostrado que si V = L
entonces |R| = ℵ1, pero esto no equivale a que (sin V = L) el cardinal de
RL = R ∩ L sea ℵ1. Lo que sabemos sin V = L es que la sentencia |R| = ℵ1 es
verdadera en L, es decir, (

∨
f f : ℵ1 −→ R biyectiva)L, pero esto se traduce en

que ∨
f ∈ L f : ℵL

1 −→ R ∩ L biyectiva,

luego |R ∩ L| = |ℵL
1 |. Ahora bien, ¿qué es ℵL

1 ? Por definición ℵ1 es el menor
ordinal no numerable, luego ℵL

1 es el menor ordinal no numerableL, es decir, el
menor ordinal no biyectable con ω mediante una biyección f ∈ L. Ciertamente,
ℵ1 no es biyectable con ω con ninguna biyección constructible o no, pero esto
sólo prueba que ℵL

1 ≤ ℵ1. Más adelante (teorema 4.35) demostraremos que es
consistente que ℵL

1 < ℵ1, es decir, que el menor ordinal no numerableL sea en
realidad un ordinal numerable (sólo que todas las biyecciones de éste con ω son
no constructibles, luego no las ve nadie que “viva” en L). En particular, hay a
lo sumo ℵ1 números reales constructibles, pero también es consistente que sólo
haya ℵ0. En cualquier caso, alguien que “viva” en L verá ℵ1 porque si se da
este último caso, las biyecciones de RL con ω quedan fuera de su alcance.
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Vamos a mostrar ahora que el axioma de constructibilidad es compatible con
la existencia de cardinales inaccesibles. Recordemos ante todo que en [14.28]
probamos que si κ es un cardinal fuertemente inaccesible entonces Vκ � �ZFC�.
De hecho la prueba se simplifica enormemente con los resultados que conocemos
ahora sobre modelos transitivos. Observemos ahora la estructura lógica de los
conceptos relacionados con los cardinales:

Teorema 3.21 Las fórmulas siguientes son ΠZFC
1 :

a) “κ es un cardinal”,

b) “κ es regular”,

c) “κ es no numerable”,

d) “κ es un cardinal ĺımite”,

e) “κ es un cardinal inaccesible”.

Demostración: Claramente:

κ es un cardinal ↔ κ ∈ Ω ∧ ¬
∨

fα(α ∈ κ ∧ f : α −→ κ biyectiva),

κ es regular ↔ κ ∈ K ∧
∧

xαf(x ⊂ κ ∧ α ∈ κ ∧ f : α −→ κ biyectiva

→
∨

β ∈ κ
∧

γ ∈ x γ < β),

κ es no numerable ↔ κ ∈ K ∧ ¬
∨

fα(α = ω ∧ f : κ −→ α inyectiva),

κ es un cardinal ĺımite ↔ κ ∈ K ∧ ¬
∨

Fµ(µ < κ ∧∧
α ∈ κ

∨
f ∈ F f : α −→ µ inyectiva).

Ser un cardinal inaccesible es la conjunción de las fórmulas anteriores, luego
también es Π1.

Según la observación tras el teorema 1.36, si κ es un cardinal, entonces es un
cardinalL, si κ es regular, entonces es regularL, etc., si bien los rećıprocos no son
necesariamente ciertos (aunque ahora no estamos en condiciones de probarlo).
Ahora es evidente el teorema siguiente:

Teorema 3.22 Si es consistente que exista un cardinal débilmente inaccesible,
entonces es consistente V = L más la existencia de un cardinal débilmente
inaccesible, luego también es consistente la existencia de un cardinal fuertemente
inaccesible.

Demostración: Si suponemos que existe un cardinal débilmente inacce-
sible κ, entonces κ es inaccesibleL, por las observaciones precedentes, luego L
es un modelo de ZFC+V = L+

∨
κ κ inaccesible, luego tenemos la prueba de

consistencia del enunciado. La segunda parte se debe a que bajo el axioma
de constructibilidad tenemos la hipótesis del continuo generalizada, luego los
cardinales débilmente inaccesibles son también fuertemente inaccesibles.
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El hecho de que si κ es fuertemente inaccesible entonces Vκ � �ZFC� implica,
junto con el segundo teorema de incompletitud de Gödel, que no es posible pro-
bar la existencia de cardinales fuertemente inaccesibles en ZFC (supuesto, na-
turalmente, que ZFC sea consistente). Más aún, tampoco es posible demostrar
la consistencia de que existan tales cardinales, pues si pudiéramos demostrar

Consis �ZFC� → Consis(�ZFC� + FI),

donde FI es la existencia de un cardinal fuertemente inaccesible, entonces, dado
que en ZFC+FI se demuestra Consis �ZFC�, en ZFC+FI podŕıamos demos-
trar Consis(�ZFC� + FI) y el segundo teorema de incompletitud nos daŕıa que
ZFC+FI seŕıa contradictorio (luego también ZFC).

El teorema anterior nos da una prueba indirecta de que tampoco podemos
demostrar la consistencia de que existan cardinales débilmente inaccesibles a
partir de la consistencia de ZFC, no obstante, podemos obtener argumentos
directos.

Teorema 3.23 Si V = L y κ es un cardinal inaccesible, entonces Vκ = Lκ.

Demostración: Sabemos en general que Lκ ⊂ Vκ. Si no se diera la in-
clusión contraria, podŕıamos tomar un ∈-minimal de Vκ\Lκ, es decir, x ∈ Vκ\Lκ

pero x ∩ (Vκ \ Lκ) = ∅. Como x ⊂ Vκ, de hecho x ⊂ Lκ.
Por [14.27] tenemos que |x| < κ, luego la aplicación que a cada u ∈ x le

asigna el mı́nimo α < κ tal que u ∈ Lα está acotada en κ, es decir, existe
un δ < κ tal que x ⊂ Lδ. Pero entonces 3.19 nos da que x ∈ Lδ+ ⊂ Lκ,
contradicción.

Aśı pues, razonando en ZFC, si κ es un cardinal débilmente inaccesible,
se cumple que κ es fuertemente inaccesibleL, luego (Vκ � �ZFC�)L, y por el
teorema anterior esto es lo mismo que (Lκ � �ZFC�)L. Podemos suponer que
L0 ∈ L, con lo que el carácter absoluto de la relación � (y el de �ZFC�) nos da
el teorema siguiente:

Teorema 3.24 [ZFC] Si κ es un cardinal débilmente inaccesible entonces

Lκ � �ZFC�.

Esto permite adaptar todos los razonamientos anteriores sobre cardinales
fuertemente inaccesibles al caso de los cardinales débilmente inaccesibles sin
más que sustituir Vκ por Lκ.

3.4 Constructibilidad relativa

En [12.31] definimos la jerarqúıa regular relativa a un conjunto arbitrario
X y en el caṕıtulo anterior hemos usado los modelos R(A), donde A es el con-
junto de todos los átomos para mostrar la independencia del axioma de elección
(supuesta la existencia de átomos). Ahora definiremos la noción de constructi-
bilidad relativa a un conjunto arbitrario X, y en el caṕıtulo VI la usaremos para
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construir un modelo de ZF (sin átomos) en el que no se cumplirá el axioma de
elección. La definición es completamente análoga a la de la regularidad relativa.

Definición 3.25 Dado un conjunto X, definimos la clase L(X) de los conjuntos
constructibles sobre X mediante la siguiente recursión transfinita:

L0(X) = ct X,
∧

α Lα+1(X) = DLα(X),
∧

λ Lλ(X) =
⋃

δ<λ

Lδ(X),

L(X) =
⋃

α∈Ω

Lα(X).

Es importante no confundir la clase L(X) aśı definida con la clase L[X] que
introduciremos en el caṕıtulo XIII. Los teoremas básicos sobre la constructi-
bilidad relativa se demuestran exactamente igual que los correspondientes a la
constructibilidad absoluta, aśı que no repetiremos las pruebas. Por ejemplo, el
teorema siguiente se prueba (en ZF−AP) exactamente igual que 3.11:

Teorema 3.26 Sea X un conjunto. Entonces:

a) Cada Lα(X) es un conjunto transitivo.

b) L(X) es una clase transitiva.

c) Si α ≤ β entonces Lα(X) ⊂ Lβ(X).

d) Lα ⊂ Lα(X) ⊂ Vα(X).

e) L ⊂ L(X).

f) Si x ⊂ Lα(X) es finito, entonces x ∈ Lα+1(X).

g) Lα(X) ∈ Lα+1(X).

h) X ∈ L(X).

No es cierto en general que Lα(X) ∩ Ω = α, pues si X contiene ordinales
éstos aparecerán “antes de tiempo” en la jerarqúıa (están desde el principio),
pero en cualquier caso Ω ⊂ L ⊂ L(X).

El teorema siguiente se prueba exactamente igual que 3.12:

Teorema 3.27 Si X es un conjunto, la clase L(X) es un modelo transitivo de
ZF−AP, o de todo ZF si suponemos AP.

Igualmente se prueba que el término Lα(X) es absoluto para modelos tran-
sitivos de ZF−AP. El teorema 3.14 queda ahora aśı:

Teorema 3.28 Sea X un conjunto y M un modelo transitivo de ZF−AP tal
que X ∈ M . Entonces

a) Si M es una clase propia entonces L(X) ⊂ M y∧
x ∈ M(x ∈ L(X)M ↔ x ∈ L(X)).
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b) Si M es un conjunto y λ = ΩM , entonces Lλ(X) ⊂ M y∧
x ∈ M(x ∈ L(X)M ↔ x ∈ Lλ(X)).

En particular, L(X) es la menor clase propia que contiene a X y es un modelo
de ZF−AP. Del teorema se sigue también que (V = L(X))L(X). Supongamos
ahora el axioma de partes y observemos que

(V = L(Pω))L(Pω),

si bien esto no es consecuencia inmediata de la observación precedente. En
efecto, si llamamos φ(X) ≡ V = L(X) y X = Pω, lo que sabemos es que
(V = L(X))L(Pω), es decir, φL(Pω)(Pω), mientras que lo que queremos probar
es

φ(Pω)L(Pω) ≡ φL(Pω)((Pω)L(Pω)).

Por consiguiente, nos falta demostrar que Pω = (Pω)L(Pω). Ahora bien, esto
es fácil:

(Pω)L(Pω) = Pω ∩ L(Pω) = Pω.

Si el lector todav́ıa no ve por qué era necesaria esta comprobación tal vez
le ayude pensarlo aśı: sab́ıamos que alguien que “viva” en L(Pω) “creerá” que
V = L(X), pero faltaba comprobar que al ver el conjunto X = Pω “sabe” que
está viendo el conjunto Pω. Con esto hemos probado:

Teorema 3.29 [ZF] L(Pω) es un modelo transitivo de ZF+V = L(Pω).

Ejercicio: Probar que L = L(X) si y sólo si X ∈ L.

En general no puede probarse que L(X) cumpla el axioma de elección ni
siquiera suponiendo este axioma. Esto lo demostraremos en 6.13, pero ahora
vamos a entender cuál es el problema.

Teorema 3.30 Si X es un conjunto, entonces la clase L(X) cumple el axioma
de elección si y sólo si ct X tiene un buen ≤ tal que ≤ ∈ L(X).

Demostración: Puesto que L(X) es un modelo de ZF−AP+V = L(X),
podemos trabajar en esta teoŕıa y demostrar que el axioma de elección equivale
a que ct X pueda ser bien ordenada. Con más detalle, si suponiendo V = L(X)
demostramos que

AE ↔
∨

R R es un buen orden en ctX,

en ZF−AP podremos demostrar la relativización de este teorema a L(X), es
decir,

AEL(X) ↔
∨

R ∈ L(X) R es un buen orden en ctX,

donde hemos usado que “ser un buen orden” y ctX son absolutos.
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Una implicación es obvia. Supongamos ahora que ctX admite un buen orden
≤ y veamos que todo conjunto puede ser bien ordenado. Para ello basta definir

�0 = ≤ ∧
∧

α �α+1 = �∗
αLα(X)∧

∧
λ �λ=

⋃
δ<λ

�δ .

� =
⋃

α∈Ω

�α .

Una simple inducción transfinita muestra que � es un buen orden sobre V ,
que se restringe a un buen orden sobre cada conjunto.

Vemos, pues, que si suponemos el axioma de elección, lo máximo que po-
demos probar es que ct X puede ser bien ordenada, pero eso no garantiza que
L(X) cumpla el axioma de elección, pues para ello hace falta que algún buen
orden de ctX esté en L(X) (si no, alguien que “viva” en L(X) se creerá que X
no puede ser bien ordenado, porque él no verá ninguno de sus buenos órdenes,
por más que éstos existan fuera de L(X)).

Ejercicio: Probar que en L(Pω) todo conjunto puede ser totalmente ordenado. Partir
de un orden total en Pω obtenido a partir de una inyección de Pω en R.

Hay un caso de especial interés en el que podemos garantizar que L(X)
cumple el axioma de elección, y es cuando X es un conjunto de ordinales:

Teorema 3.31 Si X es un conjunto de ordinales entonces L(X) es un modelo
transitivo de ZF−AP (o de todo ZF si suponemos AP).

Demostración: Razonamos en ZF−AP+V = L(X) y observamos que si
X ⊂ Ω entonces ct X ⊂ Ω, y el buen orden de Ω se restringe a un buen orden
en X.





Caṕıtulo IV

Extensiones genéricas

Según sabemos, la hipótesis del continuo es indecidible a partir de los axio-
mas de la teoŕıa de conjuntos, si bien hasta ahora sólo hemos demostrado la
mitad de esta afirmación. Hemos probado que es irrefutable, y nos falta pro-
bar que es indemostrable. Puesto que el axioma de constructibilidad implica la
hipótesis generalizada del continuo, un modelo en el que se cumpla algo como
2ℵ0 = ℵ2 cumplirá necesariamente V �= L. Esto ya nos impone ciertas restriccio-
nes a priori sobre el modo en que podremos construir tal modelo. Es imposible
demostrar en NBG la existencia de una clase propia M que sea un modelo tran-
sitivo de ZFC y tal que 2ℵ0 = ℵ2, pues según las observaciones previas y el
teorema 3.14 concluiŕıamos entonces que L �M ⊂ V . En definitiva, habŕıamos
demostrado que V �= L, y esto es imposible (salvo que NBG sea contradictoria,
claro).

Por otro lado, nada de esto indica que no podamos encontrar un modelo
transitivo N de ZFC+2ℵ0 = ℵ2 que sea un conjunto. En tal caso, lo único que
sucedeŕıa es que LΩN � N , lo cual no contradice que N pueda estar contenido
en L y, en particular, la posibilidad de que V = L.

En este caṕıtulo nos centraremos en la construcción de un modelo N en estas
condiciones, si bien, como veremos en los caṕıtulos posteriores, la técnica que
emplearemos es muy potente, y nos permitirá, de hecho, construir modelos “a
medida” que satisfagan las propiedades más variadas. Se trata de la técnica de
las extensiones genéricas (más conocida por “forcing”) descubierta por P. Cohen.

4.1 Conjuntos preordenados

Profundizando un poco más en la ĺınea que acabamos de esbozar, la teoŕıa
de extensiones genéricas nos permite partir de un modelo transitivo M de ZFC
(preferentemente numerable) y construir otro modelo N tal que M � N pero
ΩM = ΩN . Si llamamos λ a este ordinal, lo que tendremos entonces es que
Lλ ⊂ M � N , con lo que N será un modelo donde V �= L. Más aún, todos los
conjuntos que habremos añadido a M para pasar a N serán no constructibles
en N . La enorme potencia de esta teoŕıa reside en que las propiedades de la
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extensión N estarán completamente determinadas por M en el sentido de que
alguien que “viva” en M estará en condiciones de determinar qué pasa en N
aunque no “vea” buena parte de los conjuntos de N .

Para motivar las definiciones básicas desarrollaremos un ejemplo concreto
a la par de la teoŕıa general. Supongamos que M es un modelo transitivo
numerable de ZFC y vamos a construir un modelo N con los mismos ordinales
y que contenga un conjunto A ⊂ ω que no esté en M . En lugar de trabajar con
A conviene considerar su función caracteŕıstica χ

A
: ω −→ 2.

Nota Observemos que si N es un modelo transitivo de ZF, entonces A ∈ N
si y sólo si χ

A
∈ N . Destacamos esto porque el razonamiento que lo prueba es

completamente estándar y en lo sucesivo lo emplearemos sin más aclaración:
Formalmente, para una implicación basta observar que el término χA es

absoluto para modelos transitivos de ZF. En efecto, relativizamos la sentencia∧
A(A ⊂ ω → χ

A
: ω −→ 2 ∧

∧
n ∈ ω(χ

A
(n) = 1 ↔ n ∈ A)),

lo que nos da∧
A ∈ N(A ⊂ ω → χN

A : ω −→ 2 ∧
∧

n ∈ ω(χN
A (n) = 1 ↔ n ∈ A)),

de donde se sigue que si A ∈ N y A ⊂ ω entonces χ
A

= χN
A ∈ N .

El rećıproco se prueba igualmente usando ahora que A = χ−1
A [{1}] y que el

término f−1[{0}] es absoluto para modelos transitivos de ZF.

En general, cuando queremos probar que si unos conjuntos x1, . . . , xn están
en un modelo N otro conjunto x construido a partir de ellos también lo está,
lo que hemos de hacer es escribir expĺıcitamente la fórmula que determina x a
partir de los conjuntos dados, relativizarla a M y comprobar que la relativización
determina el mismo conjunto x.

En la práctica, si uno está suficientemente familiarizado con los modelos
transitivos piensa simplemente que alguien que en un modelo N pueda ver un
conjunto A, tiene que ver necesariamente χ

A
, porque tiene suficientes datos

como para “no equivocarse” al calcular χ
A
. Esto puede parecer ambiguo, pero

la clave está en que “suficientes datos” siempre significa lo mismo: no hay —en
principio— suficientes datos para calcular algo exactamente cuando el cálculo
involucra conjuntos externos al modelo M , lo cual sucede habitualmente porque
involucra subconjuntos arbitrarios de algún elemento de M , pues alguien que
“viva” en un modelo tiene a su alcance todos los elementos de cualquiera de ellos,
pero no todos sus subconjuntos. Más adelante comentaremos otros ejemplos.

Aśı pues, nuestro problema es construir un modelo N que contenga una
función f : ω −→ 2 que no esté en M , con lo cual habremos añadido el conjunto
A = f−1[{1}]. La ventaja de este planteamiento es que va a ser crucial que
desde M se pueda hablar de lo que sucede en N , en particular del conjunto A y
de qué números naturales están y cuáles no están en A. Para ello es más útil la



4.1. Conjuntos preordenados 83

función caracteŕıstica f porque nos permite considerar aproximaciones finitas.
Definimos

P = {p | p ⊂ ω × 2 ∧ p es una función ∧ p es finito}.

Se cumple1 que P ∈ M . A sus elementos los llamaremos condiciones. La idea
básica es que si nosotros vivimos en M pero sabemos de la existencia del modelo
N que aún no hemos construido, no podremos ver la función f , pero podremos
especular sobre las consecuencias que tendŕıa que una condición dada p estuviera
contenida en f . Si llamamos “verdaderas” a las condiciones contenidas en f ,
podremos decir, por ejemplo, que si la condición p = {(3, 0), (8, 1)} es verdadera
entonces f(3) = 0 y f(8) = 1 (o, equivalentemente, que 3 /∈ A y 8 ∈ A). Esto
es informal. En la práctica habremos de definir de algún modo la noción de
“condición verdadera” y a partir de ésta definir f .

Conviene pensar en términos probabiĺısticos: si estamos en M y, por con-
siguiente, no tenemos ningún criterio para determinar qué condiciones son ver-
daderas o falsas (porque no podemos ver f) será razonable afirmar que cuanta
más información proporcione una condición menos probable será. Por ello con-
viene escribir p ≤ q para indicar que q ⊂ p. La inversión del orden se debe,
según esto, a que p ≤ q no significa “p es más pequeño que q”, sino “p es menos
probable que q”. El conjunto vaćıo es trivialmente una condición, y es la única
de la que podemos asegurar que es verdadera con probabilidad 1. Por ello la
representaremos por 1l. Ya tenemos suficientes ideas para motivar las primeras
definiciones:

Definición 4.1 Un conjunto preordenado con máximo es una terna (P,≤, 1l) tal
que ≤ es una relación reflexiva y transitiva en el conjunto P y 1l ∈ P cumple
que

∧
p ∈ P p ≤ 1l. A los elementos de P los llamaremos condiciones. Cuando

dos condiciones p, q ∈ P cumplen p ≤ q se dice que la condición p extiende a la
condición q.

No exigimos que la relación sea antisimétrica porque en ningún momento
nos ayudaŕıa en nada esta exigencia y en algunas construcciones más avanzadas
es útil técnicamente no tener que garantizarla. En lo sucesivo, cuando hablemos
de un conjunto preordenado P (abreviadamente, c.p.o.) se sobrentenderá que
es un conjunto preordenado con máximo en el sentido de la definición anterior.

Si P es un c.p.o., diremos que dos condiciones p, q ∈ P son compatibles si
tienen una extensión común, es decir, si existe r ∈ P tal que r ≤ p y r ≤ q. En
caso contrario diremos que son incompatibles y lo representaremos por p ⊥ q.

En nuestro ejemplo, en el que P es el conjunto de funciones parciales finitas de
ω en 2, vemos que dos condiciones p y q son compatibles si y sólo si coinciden en
su dominio común, en cuyo caso p∪ q es una extensión común. Por el contrario,
son incompatibles si asignan imágenes distintas a un mismo número. De este
modo, dos condiciones incompatibles no pueden ser ambas verdaderas.

1Porque el término P es absoluto para modelos transitivos de ZF, como se comprueba

relativizando la fórmula
∧

p(p ∈ P↔ · · ·)
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Un filtro en un c.p.o. P es un conjunto G ⊂ P tal que

a) 1l ∈ G,

b)
∧

p ∈ G
∧

q ∈ P(p ≤ q → q ∈ G),

c)
∧

pq ∈ G
∨

r ∈ G(r ≤ p ∧ r ≤ q).

En nuestro ejemplo, el conjunto

G = {p ∈ P | p ⊂ f}

de todas las condiciones verdaderas es un filtro de P, de modo que las propie-
dades que definen los filtros pueden pensarse aśı: “la condición 1l es verdadera,
toda condición que tiene una extensión verdadera es verdadera y dos condiciones
verdaderas tienen una extensión verdadera”. En la práctica usaremos un filtro
G para definir la función f como

f =
⋃

p∈G

p.

Ahora bien, no todo filtro en P define de este modo una función f : ω −→ 2.
Basta pensar en G = {1l}. Para garantizar que un filtro define una función le
exigiremos una propiedad muy fuerte que, de hecho, nos permitirá construir el
modelo de ZFC que estamos buscando.

Definición 4.2 Si P es un c.p.o., un conjunto D ⊂ P es denso en P si toda
condición de P tiene una extensión en D, es decir, si

∧
p ∈ P

∨
q ∈ D q ≤ p.

Un filtro G en P es P-genérico sobre un conjunto M si G corta a todo
conjunto denso en P que pertenezca a M .

En nuestro ejemplo, el conjunto

A = {p ∈ P | (3, 0) ∈ p}

no es denso en P, pues la condición q = {(3, 1), (2, 0)} no tiene una extensión
en A, mientras que el conjunto

D = {p ∈ P |
∨

n ∈ ω (n, 0) ∈ p}

śı que es denso en P. Otros ejemplos de conjuntos densos son el conjunto de
condiciones con un n dado en su dominio, o el conjunto de condiciones que
toman los valores 0, 1, 1 sobre tres naturales consecutivos, o el conjunto de
las condiciones que coinciden en un intervalo de números naturales con una
codificación binaria del “Quijote”.

La definición de filtro genérico está relativizada a un conjunto M porque en
general no existen filtros genéricos absolutos (es decir, filtros que corten a todo
conjunto denso), pero el teorema siguiente bastará para nuestros fines:

Teorema 4.3 Si P es un c.p.o., p ∈ P y M es un conjunto numerable, entonces
existe un filtro G P-genérico sobre M tal que p ∈ G.
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Demostración: El conjunto M contiene a lo sumo una cantidad numerable
de subconjuntos densos en P. Digamos que son {Dn}n∈ω. (Si no hubiera nin-
guno o hubiera un número finito completamos la sucesión con otros cualesquiera,
admitiendo repeticiones.)

Definimos p0 = p y, supuesto definido pn, tomamos pn+1 ∈ Dn tal que
pn+1 ≤ pn. Ahora basta definir

G = {q ∈ P |
∨

n ∈ ω pn ≤ q}.

Es inmediato comprobar que G es un filtro en P que contiene a p y, como
pn ∈ G ∩ Dn, es claramente P-genérico sobre M .

Ahora ya podemos plantear nuestro ejemplo en un orden lógico: Partimos
de un modelo transitivo numerable M de ZFC, consideramos el c.p.o. P ∈ M de
las funciones finitas parciales de ω en 2 y tomamos un filtro G P-genérico sobre
M . Definimos

f =
⋃

p∈G

p.

Ahora es fácil probar que f : ω −→ 2. El hecho de que las condiciones de G
sean compatibles dos a dos prueba que f es una función. Para cada n ∈ ω, el
conjunto

Dn = {p ∈ P |
∨

i ∈ 2 (n, i) ∈ p} ∈ M

y es denso en P. En efecto, la densidad es clara y Dn está en M porque la
definición es absoluta:∧

np(n ∈ ω ∧ p ∈ P→ (p ∈ Dn ↔
∨

i ∈ 2 (n, i) ∈ p)).

Al relativizar queda:∧
np(n ∈ ω ∧ p ∈ P→ (p ∈ DM

n ↔
∨

i ∈ 2 (n, i) ∈ p)),

luego Dn = DM
n ∈ M . Por consiguiente, existe p ∈ G ∩ Dn, de donde se sigue

que n está en el dominio de f .
En general, los objetos construidos a partir de filtros genéricos como acaba-

mos de hacer con f a partir de G se llaman también “genéricos”. Aśı, f es una
función genérica de ω en 2 y A = f−1[{1}] es un subconjunto genérico de ω. La
idea básica es que la función genérica f cumple cualquier propiedad que no se
pueda refutar con una condición particular. Por ejemplo, no podemos asegurar
que f(5) = 1, pues la condición p = {(5, 0)} lo refuta, en el sentido de que si
p ∈ G necesariamente f(5) = 0 (y siempre podemos tomar un filtro G que con-
tenga a p). Por el contrario, śı que podemos asegurar que f toma el valor 1 en
algún número natural, pues ninguna condición puede refutar esto (lo cual es otra
forma de decir que el conjunto de las condiciones p que fuerzan

∨
n ∈ ω f(n) = 1

—en el sentido de que p ∈ G implica esto— es denso en P). Del mismo modo
puede probarse que la función f toma el valor 1 siete veces seguidas y que, en
un cierto intervalo, contiene una codificación binaria del “Quijote”. Nuestro
objetivo es demostrar que existe un modelo transitivo numerable N de ZFC tal
que M ⊂ N y G ∈ N , de modo que también f ∈ N y A = f−1[{1}] ∈ N . En
primer lugar probaremos que esto garantiza que N �= M .
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Definición 4.4 Si P es un c.p.o. y p ∈ P, diremos que p es un átomo si

¬
∨

qr ∈ P(q ≤ p ∧ r ≤ p ∧ q ⊥ r).

Diremos que P es no atómico si no tiene átomos, es decir, si toda condición tiene
extensiones incompatibles.

El claro que el preorden del ejemplo que estamos considerando es no atómico.

Teorema 4.5 Si M es un modelo transitivo de ZFC, P ∈ M es un c.p.o. no
atómico y G es un filtro P-genérico sobre M entonces G /∈ M .

Demostración: Si P ∈ M , entonces D = P\G ∈ M y es un conjunto denso
en P. En efecto, dada p ∈ P, existen dos extensiones incompatibles q y r, de las
cuales una al menos no puede estar en G, digamos q, con lo que q ≤ p ∧ q ∈ D.
Por definición de filtro genérico debeŕıa ser G∩D �= ∅, lo cual es absurdo.

La versión absoluta de este teorema afirma simplemente que no existen filtros
genéricos sobre un c.p.o. no atómico. En el caso de nuestro ejemplo, si existiera
un filtro G que cortara a todos los subconjuntos densos de P, éste generaŕıa una
función genérica f : ω −→ 2 que debeŕıa ser distinta de todas las funciones de
ω en 2. En efecto, si g : ω −→ 2 es arbitraria el conjunto

D = {p ∈ P |
∨

n ∈ Dominio de p p(n) �= f(n)}

es denso en P, luego existe p ∈ G ∩ D, luego
∨

n ∈ ωf(n) �= g(n), luego f �= g.
Si particularizamos este razonamiento a un modelo M obtenemos un ar-

gumento directo en virtud del cual una función genérica sobre M ha de ser
diferente de todas las funciones de M .

Terminamos la sección con algunos resultados útiles sobre los conceptos que
hemos introducido. En primer lugar vemos que la definición de filtro genérico
puede debilitarse:

Teorema 4.6 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈ M un c.p.o. y G ⊂ P.
Entonces G es un filtro P-genérico sobre M si y sólo si cumple

a)
∧

pq ∈ G ¬p ⊥ q,

b)
∧

p ∈ G
∧

q ∈ P(p ≤ q → q ∈ G),

c)
∧

D ∈ M(D es denso en P→ G ∩ D �= ∅).

Demostración: Como P ∈ M es denso en P, la condición c) implica que
G es no vaćıo, y entonces b) implica que 1l ∈ G. Sólo falta probar que∧

pq ∈ G
∨

r ∈ G(r ≤ p ∧ r ≤ q).

Lo que sabemos por a) es
∧

pq ∈ G
∨

r ∈ P(r ≤ p ∧ r ≤ q). Tomemos dos
condiciones p, q ∈ G y sea D = {r ∈ P | r ⊥ p ∨ r ⊥ q ∨ (r ≤ p ∧ r ≤ q)}.
Es fácil ver que D = DM ∈ M y es denso en P, pues si t ∈ P, o bien t ⊥ p, en
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cuyo caso t ∈ D, o bien existe una condición s ≤ t ∧ s ≤ p. En este caso, o bien
s ⊥ q, con lo que s ∈ D ∧ s ≤ t, o bien existe una condición u ≤ s ∧ u ≤ q, con
lo que u ≤ t ∧ u ∈ D. En cualquier caso concluimos que t tiene una extensión
en D.

Por c) concluimos que G ∩ D �= ∅, pero un r ∈ G ∩ D no puede cumplir ni
r ⊥ p ni r ⊥ q, por la condición a), luego r ≤ p ∧ r ≤ q.

Por otra parte, vamos a ver que un filtro genérico cumple un poco más de
lo que indica la definición:

Definición 4.7 Si P es un c.p.o., p ∈ P y E ⊂ P, diremos que E es denso bajo p
si

∧
q ∈ P(q ≤ p →

∨
r ∈ E r ≤ q).

Teorema 4.8 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈ M un c.p.o., sea
E ∈ M un subconjunto de P y G un filtro P-genérico sobre M . Entonces

a) O bien G ∩ E �= ∅, o bien
∨

q ∈ G
∧

r ∈ E r ⊥ q.

b) Si p ∈ G y E es denso bajo p, entonces G ∩ E �= ∅.

Demostración: a) Consideremos el conjunto

D = {q ∈ P | (
∨

r ∈ E q ≤ r) ∨ (
∧

r ∈ E r ⊥ q)} ∈ M.

Ciertamente D es denso en P, pues si q ∈ P y q /∈ D, entonces
∨

r ∈ E¬r ⊥ q,
luego

∨
p ∈ P(p ≤ r ∧ p ≤ q) y, como r ∈ E ∧ p ≤ r, tenemos que

∨
p ∈ D p ≤ q.

Por consiguiente G ∩ D �= ∅, luego
∨

q ∈ G((
∨

r ∈ E q ≤ r) ∨ (
∧

r ∈ E r ⊥ q)).
De aqúı se sigue

∨
r r ∈ G ∩ E ∨

∨
q ∈ G

∧
r ∈ E r ⊥ q.

b) Si G∩E = ∅, por a) tenemos que existe q ∈ G tal que
∧

r ∈ E r ⊥ q. Sea
q′ ∈ G tal que q′ ≤ p ∧ q′ ≤ q. Como E es denso bajo p, existe una condición
r ∈ E tal que r ≤ q′ ≤ q, luego ¬r ⊥ q, contradicción.

Como consecuencia obtenemos que los filtros genéricos cumplen una con-
dición de maximalidad:

Teorema 4.9 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈ M un c.p.o., sea G1

un filtro P-genérico sobre M y sea G2 un filtro en P tal que G1 ⊂ G2. Entonces
G1 = G2.

Demostración: Si existiera una condición p ∈ G2\G1, como G1∩{p} = ∅,
el teorema anterior nos da que existe q ∈ G1 tal que p ⊥ q, pero p y q están
ambos en G2, luego no pueden ser incompatibles.

4.2 El modelo genérico

Ahora estamos en condiciones de extender un modelo transitivo M (en prin-
cipio numerable) a un modelo N que contenga a un filtro genérico prefijado. Lo
que no será fácil es demostrar que N es ciertamente un modelo. Parte de la
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prueba tendrá que esperar a la sección siguiente. La construcción se basa en el
concepto siguiente. Recordemos que una relación no es más que un conjunto de
pares ordenados.

Definición 4.10 Si P es un c.p.o., diremos que un conjunto σ es un P-nombre
si σ es una relación y

(τ, p) ∈ σ → p ∈ P ∧ τ es un P-nombre.

Esta definición está justificada por el principio de ∈-recursión [12.26]: defi-
nimos la función caracteŕıstica H : V −→ 2 de la clase de los P-nombres sobre
un conjunto σ supuesto que H ya está definida sobre la clausura transitiva de
σ, de modo que

H(σ) = 1 ↔
∧

x ∈ σ
∨

τp(p ∈ P ∧ τ ∈ ct σ ∧ x = (τ, p) ∧ H(τ) = 1).

Aśı pues, un P-nombre es un conjunto de pares ordenados cuyas primeras
componentes son otros P-nombres y sus segundas componentes son condicio-
nes. Por ejemplo, es inmediato que σ = ∅ es un P-nombre. Si p y q son
condiciones, entonces τ = {(∅, p), (∅, q)} es otro P-nombre, como también lo es
{(∅, 1l), (τ, p), (τ, q)}, etc.

Llamaremos V P a la clase de todos los P-nombres. No es dif́ıcil ver que es
una clase propia. De todos modos pronto será evidente. Una simple ∈-inducción
demuestra que la fórmula “σ es un P-nombre” es absoluta para modelos transi-
tivos de ZF. Si M es un modelo transitivo de ZF, llamaremos MP = V P ∩ M ,
es decir, a la clase de los P-nombres que “ve” alguien que “viva” en M .

La idea subyacente a todo esto es que un P-nombre (en un modelo M) es
una descripción parcial de un conjunto de la extensión N que pretendemos
construir. Es parcial porque el precio que hemos de pagar por que sea accesible
desde M es sustituir el conocimiento exacto de los elementos del conjunto por un
conocimiento probabiĺıstico. Esto se entenderá mejor tras la definición siguiente:

Definición 4.11 Sea P un c.p.o. y G un filtro en P. Definimos el valor de un
P-nombre σ respecto de G como

val(σ, G) = σG = {τG |
∨

p ∈ G (τ, p) ∈ σ}.

De nuevo esta definición ha de entenderse por ∈-recursión. También es fácil
ver que σG es absoluto para modelos transitivos de ZF.

Por ejemplo, es inmediato que ∅G = ∅. Si σ = {(∅, p)}, entonces

σG =
{
∅ si p /∈ G,
{∅} si p ∈ G.

En general, cuando un par (τ, p) está en un nombre σ, podemos pensar que
la condición p indica la “probabilidad” de que el valor de τ pertenezca al valor
de σ. Alguien que no conozca G, no podrá saber si τG ∈ σG, pero sabrá que
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esto sucede si p ∈ G. Notemos que no podemos decir “si y sólo si”, pues en
principio σ podŕıa contener otro par (τ, q), con lo que para que τG ∈ σG no es
necesario que p ∈ G. Bastaŕıa también con que q ∈ G. Más aún, puede ocurrir
que σ contenga otro par (ρ, r) de modo que ρG = σG, con lo que decidir en la
práctica cuáles son los elementos del valor de un nombre puede ser complicado.
En cualquier caso la idea fundamental es que cada elemento (τ, p) ∈ σ da una
información parcial sobre un posible elemento de σG.

Definición 4.12 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈ M un c.p.o. y
sea G un filtro P-genérico sobre M . Definimos la extensión genérica de M por
G como el conjunto

M [G] = {σG | σ ∈ MP}.

Demostraremos que M [G] es el modelo que estamos buscando. Claramente
M [G] es numerable si M lo es. La transitividad es fácil de probar:

Teorema 4.13 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces M [G] es un conjunto transitivo.

Demostración: Tomamos x ∈ y ∈ M [G] y hemos de probar que x ∈ M [G].
Tenemos que y = σG, para un σ ∈ MP, y entonces existen p ∈ G y τ ∈ V P de
modo que (τ, p) nσ y x = τG. Por la transitividad de M ha de ser τ ∈ MP,
luego x = τG ∈ M [G].

Ahora hemos de probar que M ⊂ M [G]. Para ello hemos de asignar un
nombre a cada conjunto de M .

Definición 4.14 Si P es un c.p.o., definimos el P-nombre canónico de un con-
junto x como

x̌ = {(y̌, 1l) | y ∈ x}.

De nuevo se trata de una definición por ∈-recursión. Relativizando a un
modelo transitivo la fórmula∧

u(u ∈ x̌ ↔
∨

y ∈ x u = (y̌, 1l))

y razonando por ∈-inducción se concluye inmediatamente que x̌ es absoluto para
modelos transitivos de ZF. En particular, si M es un modelo transitivo de ZF,
P ∈ M y x ∈ M , entonces x̌ ∈ MP. Una simple inducción demuestra aśı mismo
que si G es un filtro sobre P entonces

∧
x x̌G = x. Incidentalmente, esto muestra

que la aplicación V −→ V P dada por x �→ x̌ es inyectiva, por lo que V P es una
clase propia.

Teorema 4.15 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces M ⊂ M [G].

Demostración: Si x ∈ M , entonces x̌ ∈ MP, luego x = x̌G ∈ M [G].

Para probar que G ∈ M [G] hemos de encontrar un nombre para G:
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Definición 4.16 Si P es un c.p.o., definimos el nombre canónico de un filtro
genérico para P como

Γ = {(p̌, p) | p ∈ P} ∈ V P.

Es inmediato comprobar que Γ es absoluto para modelos transitivos de ZF,
aśı como que si G es un filtro en P entonces ΓG = G. Como consecuencia:

Teorema 4.17 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y
G es un filtro P-genérico sobre M entonces M [G] es un conjunto transitivo,
M ⊂ M [G], G ∈ M [G] y si N es un modelo transitivo de ZF tal que M ⊂ N y
G ∈ N entonces M [G] ⊂ N .

Demostración: Claramente Γ = ΓM ∈ MP, luego G = ΓG ∈ M [G]. Sólo
falta probar la afirmación sobre N . Ahora bien, si x ∈ M [G] entonces x = σG,
para cierto σ ∈ MP. Como σ, G ∈ N , concluimos que x = σG = (σG)N ∈ N .

Aśı pues, cuando hayamos probado que M [G] es un modelo de ZF tendremos
de hecho que es el menor modelo de ZF que contiene a M como subconjunto
y a G como elemento. De acuerdo con las observaciones que hemos hecho al
comienzo del caṕıtulo, el hecho siguiente será fundamental:

Teorema 4.18 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces ΩM = ΩM [G], es decir, M y M [G]
contienen los mismos ordinales.

Demostración: En primer lugar observamos que si P es un c.p.o. arbitra-
rio, σ ∈ V P y G es un filtro en P, entonces rang σG ≤ rang σ.

En efecto, razonamos por ∈-inducción. Si es cierto para los nombres de la
clausura transitiva de σ, llamamos A = {τ ∈ V P |

∨
p ∈ G (τ, p) ∈ σ}. Aśı

rang σG =
⋃

x∈σG

(rang x + 1) =
⋃

τ∈A

(rang τG + 1) ≤ ⋃
τ∈A

(rang τ + 1).

Ahora bien, si τ ∈ A entonces hay un p ∈ G tal que (τ, p) ∈ σ, luego

rang τ < rang (τ, p) < rang σ.

Concluimos, pues, que rang σG ≤ rang σ.

Teniendo esto en cuenta, si tomamos un ordinal α ∈ ΩM [G], entonces α = σG,
para un cierto σ ∈ MP. Según hemos probado, α = rang σG ≤ rang σ ∈ ΩM ,
luego también α ∈ ΩM . La inclusión ΩM ⊂ ΩM [G] es consecuencia inmediata
de la inclusión M ⊂ M [G].

No estamos en condiciones de demostrar que M [G] es un modelo de ZF, pero
śı podemos probar que cumple la mayoŕıa de los axiomas:

Teorema 4.19 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces M [G] cumple los axiomas de exten-
sionalidad, par, unión regularidad, vaćıo e infinitud.
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Demostración: El axioma de extensionalidad se cumple porque M [G] es
transitivo. Suponiendo el axioma de regularidad, éste se cumple en cualquier
clase. Vaćıo e infinitud se cumplen en M [G] porque ∅, ω ∈ M ⊂ M [G].

Para probar el axioma del par observamos que si x, y ∈ M [G], digamos
x = σG, y = τG, con σ, τ ∈ MP, entonces ρ = {(σ, 1l), (τ, 1l)} ∈ MP cumple
ρG = {x, y} ∈ M [G].

Para el axioma de la unión tomamos un conjunto x = σG ∈ M [G] y definimos

π = {(ρ, p) | p ∈ P ∧
∨

τqr((τ, q) ∈ σ ∧ (ρ, r) ∈ τ ∧ p ≤ r ∧ p ≤ q)} ∈ MP.

Basta probar que πG =
⋃

y∈x
y.

Tomemos z ∈ ⋃
y∈x

y, de modo que existe un y ∈ x tal que z ∈ y. Como

y ∈ σG, ha de ser y = τG, de modo que τ ∈ MP y existe un q ∈ G tal que
(τ, q) ∈ σ. Como z ∈ τG ha de ser z = ρG, donde ρ ∈ MPy existe r ∈ G tal que
(ρ, r) ∈ τ . Puesto que G es un filtro existe un p ∈ G tal que p ≤ q ∧ p ≤ r.
Claramente, (ρ, p) ∈ π, luego z = ρG ∈ πG.

Rećıprocamente, si z ∈ πG entonces z = ρG, para cierto ρ ∈ MP, y existe un
p ∈ G tal que (ρ, p) ∈ π. Sean τ , q, r según la definición de π. Como G es un
filtro se cumple que q, r ∈ G, luego z = ρG ∈ τG ∈ σG = x, con lo que z ∈ ⋃

y∈x
y.

Queda pendiente demostrar que M [G] cumple los axiomas de reemplazo y
partes, aśı como el axioma de elección supuesto que lo cumpla M . De ello nos
ocuparemos en la sección siguiente. Terminamos ésta extrayendo y generali-
zando la idea que hemos empleado para probar que M [G] cumple el axioma del
par:

Definición 4.20 Si P es un c.p.o. y σ, τ ∈ V P, definimos los nombres

pd(σ, τ) = {(σ, 1l), (τ, 1l)}, po(σ, τ) = pd(pd(σ, σ),pd(σ, τ)).

Es inmediato comprobar que estas definiciones son absolutas para modelos
transitivos de ZF, aśı como que si G es un filtro en P entonces

pd(σ, τ)G = {σG, τG}, po(σ, τ)G = (σG, τG).

4.3 El teorema fundamental

Para probar que una extensión genérica M [G] de un modelo transitivo M
de ZF es un modelo de ZF necesitamos demostrar primero un resultado central
en la teoŕıa de extensiones, en virtud del cual alguien que sólo vea los conjuntos
de M tiene mucha más información sobre lo que sucede en M [G] de lo que en
principio podŕıa pensarse. Para precisar esto conviene introducir el concepto
siguiente:
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Definición 4.21 Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula (metamatemática) con a lo
sumo las variables libres indicadas. Sea M un modelo transitivo de ZF, sea
P ∈ M un c.p.o., sean σ1, . . . , σn ∈ MP y sea p ∈ P. Diremos que p fuerza
φ(σ1, . . . , σn) si

p � φ(σ1, . . . , σn) ≡
∧

G(G es P-genérico sobre M ∧ p ∈ G

→ φM [G](σ1G, . . . , σnG)).

Es decir, p fuerza φ(σ1, . . . , σn) si el mero hecho de que p esté en un fil-
tro genérico G implica que φ es cierta en M [G] cuando sus variables libres se
interpretan con los valores de los nombres σ1, . . . , σn.

Por ejemplo, si σ = {(∅, p)}, entonces p � σ = 1.

En estos términos, el teorema fundamental de la teoŕıa de extensiones gené-
ricas afirma dos cosas: en primer lugar, cualquier afirmación verdadera en una
extensión genérica es forzada por una cierta condición p, es decir, cualquier
problema sobre M [G] puede reducirse a la cuestión de si una cierta condición
está o no en el filtro G; en segundo lugar, para decidir si una condición fuerza o
no una afirmación es suficiente conocer M . Esto es especialmente sorprendente,
pues en principio la definición de � involucra la totalidad de los filtros genéricos
sobre el c.p.o. considerado, ninguno de los cuales está en M . Más precisamente,
esta última afirmación significa que la fórmula p � φ(σ1, . . . , σn) es equivalente
a una fórmula relativizada a M . Nuestro objetivo inmediato será construir esa
fórmula.

Teorema 4.22 Existe una fórmula (metamatemática) p ∗� σ1 = σ2 con las
variables libres p, P, ≤, 1l, σ1, σ2 que es absoluta para modelos transitivos de
ZF y que verifica:

Si P es un c.p.o., p ∈ P y σ1, σ2 ∈ V P, entonces p ∗� σ1 = σ2 si y sólo si

a) Para todo (π1, s1) ∈ σ1, el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s1 →
∨

π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q
∗� π1 = π2))}

es denso bajo p.

b) Para todo (π2, s2) ∈ σ2, el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s2 →
∨

π1s1((π1, s1) ∈ σ1 ∧ q ≤ s1 ∧ q
∗� π1 = π2))}

es denso bajo p.

Demostración: Definimos H : V P × V P −→ PP de modo que H(σ1, σ2) es
el conjunto de todas las condiciones p ∈ P tales que

a) Para todo (π1, s1) ∈ σ1, el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s1 →
∨

π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q ∈ H(π1, π2)))}

es denso bajo p.
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b) Para todo (π2, s2) ∈ σ2, el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s2 →
∨

π1s1((π1, s1) ∈ σ1 ∧ q ≤ s1 ∧ q ∈ H(π1, π2)))}

es denso bajo p.

Se trata de una definición por recursión sobre la relación bien fundada

(π1, π2) R (σ1, σ2) ↔ π1 ∈ ct σ1 ∧ π2 ∈ ct σ2.

Basta definir p
∗� σ1 = σ2 ≡ p ∈ H(σ1, σ2). El carácter absoluto de esta

fórmula se demuestra fácilmente por inducción sobre la misma relación bien
fundada.

Hemos de probar que, fijado un modelo transitivo numerable M de ZF, un
c.p.o. en M y dos nombres σ1, σ2 ∈ MP, la fórmula p

∗� σ1 = σ2 es equivalente
a p � σ1 = σ2, con la diferencia de que la primera es absoluta para M , luego
sólo depende de lo que sucede en M y no de los filtros genéricos sobre M . Antes
de ello definiremos ∗� para fórmulas arbitrarias.

Definición 4.23 Si P es un c.p.o. y σ1, σ2 ∈ V P, definimos

p ∗� σ1 ∈ σ2 ≡ {q ∈ P |
∨

πs((π, s) ∈ σ2 ∧ q ≤ s ∧ q ∗� π = σ1)}

es denso bajo p.

Para cada fórmula metamatemática φ(x1, . . . , xn) sin descriptores definimos
la fórmula p ∗� φ(σ1, . . . , σn) como la construida según las reglas siguientes:

a) p ∗� σi = σj y p ∗� σi ∈ σj son las ya definidas,

b) p ∗� ¬φ ≡ ¬
∨

q ∈ P(q ≤ p ∧ q ∗� φ),

c) p ∗� φ → ψ ≡ {q ∈ P | q ∗� φ → q ∗� ψ} es denso bajo p,

d) p ∗�
∧

xφ(x) ≡ {r ∈ P |
∧

σ(σ es un P-nombre → r
∗� φ(σ))} es denso

bajo p.

Los teoremas siguientes van encaminados a probar que ∗�M es equivalente
a �. Ponemos entre paréntesis la hipótesis “sin descriptores” porque después
veremos que todos los resultados son igualmente válidos para fórmulas con des-
criptores.

Teorema 4.24 Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula (sin descriptores). Sea P un
c.p.o., sea p ∈ P y san σ1, . . . , σn ∈ V P. Las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

a) p ∗� φ(σ1, . . . , σn),

b)
∧

r ∈ P(r ≤ p → r ∗� φ(σ1, . . . , σn)),

c) {r ∈ P | r ∗� φ(σ1, . . . , σn)} es denso bajo p.
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Demostración: Es inmediato que b) → a) y que b) → c). Probaremos las
implicaciones a) → b) y c) → a) por inducción sobre la longitud de φ.

Supongamos que φ ≡ σ1 = σ2.

a) → b). Sea r ≤ p. Por a) y el teorema 4.22, si (π1, s1) ∈ σ1 el conjunto

Dp = {q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s1 →
∨

π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q
∗� π1 = π2))}

es denso bajo p.
Sea s ≤ r. Entonces existe q ∈ Dp tal que q ≤ s ≤ r y, claramente, q ∈ Dr,

luego tenemos que Dr es denso bajo r. Esto prueba la parte a) de 4.22 para
la fórmula r

∗� σ1 = σ2. Igualmente se comprueba la parte b), con lo que
concluimos que r ∗� σ1 = σ2.

c) → a). Supongamos que {r ∈ P | r ∗� σ1 = σ2} es denso bajo p. Sea
(π1, s1) ∈ σ1 y t ≤ p. Entonces existe r ≤ t tal que r

∗� σ1 = σ2. Por 4.22,
el conjunto Dr es denso bajo r, luego existe un q ∈ Dr tal que q ≤ r ≤ t ≤ p.
Entonces q ∈ Dp, lo que prueba que Dp es denso bajo p. Esto es la parte a) de
4.22, e igualmente se prueba la parte b), con lo que concluimos que p

∗� σ1 = σ2.

Supongamos ahora que φ ≡ σ1 ∈ σ2.

a) → b). Sea r ≤ p. Por a) tenemos que el conjunto

D = {q ∈ P |
∨

πs((π, s) ∈ σ2 ∧ q ≤ s ∧ q
∗� π = σ1)}

es denso bajo p, luego también es denso bajo r, lo que prueba que r ∗� σ1 ∈ σ2.

c) → a). Supongamos que {r ∈ P | r ∗� σ1 ∈ σ2} es denso bajo p. Si t ≤ p,
entonces existe un r ≤ t tal que r ∗� σ1 ∈ σ2, luego el conjunto D es denso
bajo r, luego existe un q ∈ D tal que q ≤ r ≤ s ≤ p. Esto prueba que D es
denso bajo p, luego p ∗� σ1 ∈ σ2.

Supongamos el teorema para φ y veámoslo para ¬φ.

a) → b). Suponemos que p ∗� ¬φ. Entonces ¬
∨

q ∈ P(q ≤ p ∧ q ∗� φ) luego,
dado r ≤ p, también se cumple ¬

∨
q ∈ P(q ≤ r ∧ q ∗� φ), de donde r ∗� ¬φ.

c) → a). Suponemos que {r ∈ P | r ∗� ¬φ} es denso bajo p. Hemos de
probar que ¬

∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ q ∗� φ). Si existiera tal q, podŕıamos tomar r ≤ q

tal que r ∗� ¬φ. Por hipótesis de inducción se cumple a) → b) para φ, luego
r ∗� φ, pero esto contradice la definición de r

∗� ¬φ.

Supongamos el teorema para φ y ψ y veámoslo para φ → ψ.

a) → b). Suponemos que p ∗� φ → ψ. Esto significa que {q ∈ P | q ∗�
φ → q ∗� ψ} es denso bajo p, luego es denso bajo q para todo q ≤ p y, por
consiguiente, todo q ≤ p cumple q ∗� φ → ψ.

c) → a). Supongamos que el conjunto {r ∈ P | r ∗� φ → ψ} es denso bajo p.
Hemos de probar que el conjunto D = {q ∈ P | q ∗� φ → q

∗� ψ} es denso bajo
p y, en efecto, dado q ≤ p, existe un r ≤ q tal que r ∗� φ → ψ, de donde D es
denso bajo r. Por consiguiente, existe un s ≤ r ≤ q tal que s ∈ D.
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Supongamos el teorema para φ y veámoslo para
∧

x φ(x).

a) → b). Supongamos que p ∗�
∧

x φ(x). Esto significa que el conjunto

D = {r ∈ P |
∧

σ ∈ V P r
∗� φ(σ)}

es denso bajo p, luego es denso bajo r para todo r ≤ p, luego todo r ≤ p cumple
r ∗�

∧
x φ(x).

c) → a). Supongamos que {r ∈ P | r
∗�
∧

x φ(x)} es denso bajo p. Si s ≤ p,
existe un r ≤ s tal que r ∗�

∧
x φ(x), luego el conjunto D anterior es denso

bajo r, luego existe un q ≤ s ≤ p tal que q ∈ D. Esto para todo s ≤ p, luego D
es denso bajo p, y esto significa que p

∗�
∧

x φ(x).

El paso crucial es el siguiente:

Teorema 4.25 Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula (sin descriptores) con la lo sumo
x1, . . . , xn como variables libres. Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈ M
un c.p.o., sean σ1, . . . , σn ∈ MP y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces

a) Si p ∈ G y (p ∗� φ(σ1, . . . , σn))M , entonces φM [G](σ1G, . . . , σnG).

b) Si φM [G](σ1G, . . . , σnG), entonces
∨

p ∈ G(p ∗� φ(σ1, . . . , σn))M .

Demostración: Por inducción sobre la longitud de φ. Supongamos pri-
mero que φ ≡ σ1 = σ2.

a) Si (p ∗� σ1 = σ2)M , de hecho tenemos que p ∗� σ1 = σ2, pues la fórmula
es absoluta. Suponemos además que p ∈ G y hemos de probar que se cumple
(σ1G = σ2G)M [G], es decir, que σ1G = σ2G.

Consideramos en MP × MP la relación dada por (π1, π2) R (σ1, σ2) si y sólo
si cada πi está en el dominio del correspondiente σi. Obviamente está bien
fundada. Demostraremos el teorema por inducción sobre R. Tomamos σ1 y
σ2 ∈ MP y suponemos como hipótesis de inducción que si πi está en el dominio
de σi, q ∈ G y q ∗� π1 = π2 entonces π1G = π2G. Suponemos aśı mismo que
p ∈ G cumple p ∗� σ1 = σ2 y hemos de probar que σ1G = σ2G. Por simetŕıa
basta probar una inclusión.

Tomamos x ∈ σ1G, con lo que existe (π1, s1) ∈ σ1 de modo que x = π1G y
s1 ∈ G. Sea r ∈ G tal que r ≤ p ∧ r ≤ s1. Por el teorema anterior r ∗� σ1 = σ2,
lo que significa que el conjunto

E = {q ∈ P | q ≤ r ∧ (q ≤ s1 →
∨

π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q ∗� π1 = π2))}

es denso bajo r. Claramente E = EM ∈ M , y el teorema 4.8 nos da que
existe un q ∈ G ∩ E. Entonces q ≤ r ≤ s1, luego existe (π2, s2) ∈ σ2 según la
definición de E. En particular q ∗� π1 = π2, luego por hipótesis de inducción
x = π1G = π2G. Por otra parte, q ≤ s2, luego s2 ∈ G, lo que implica que
x = π2G ∈ σ2G, como queŕıamos probar.

b) Supongamos ahora como hipótesis de inducción que si πi está en el do-
minio de σi y π1G = π2G entonces existe un q ∈ G tal que q ∗� π1 = π2.
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Suponemos también que σ1G = σ2G. Sea D el conjunto de las condiciones r ∈ P
tales que r ∗� σ1 = σ2 o bien cumplen una de las dos afirmaciones siguientes:

a’)
∨

π1s1((π1, s1) ∈ σ1 ∧ r ≤ s1 ∧
∧

π2s2q((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ∈ P ∧ q ≤ s2 ∧
q

∗� π1 = π2 → q ⊥ r)),

b’)
∨

π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ r ≤ s2 ∧
∧

π1s1q((π1, s1) ∈ σ1 ∧ q ∈ P ∧ q ≤ s1 ∧
q ∗� π1 = π2 → q ⊥ r)),

Se tiene que D ∈ M porque la fórmula que lo define es absoluta. Veamos que
es denso en P. Para ello tomamos p ∈ P y observamos que, o bien p

∗� σ1 = σ2,
en cuyo caso p ∈ D, o bien no se cumple una de las dos propiedades a) o b) del
teorema 4.22. Supongamos, por ejemplo, que no se cumple a). Esto significa
que existe un par (π1, s1) ∈ σ1 tal que el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s1 →
∨

π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q ∗� π1 = π2))}

no es denso bajo p. Por consiguiente existe un r ≤ p tal que∧
q ∈ P(q ≤ r → (q ≤ s1 ∧

∧
π2s2((π2, s2) ∈ σ2 → ¬(q ≤ s2 ∧ q ∗� π1 = π2)))).

Vamos a probar que r cumple a’), con lo que r ∈ D ∧ r ≤ p. La propiedad
anterior aplicada a q = r nos da que r ≤ s1. Si (π2, s2) ∈ σ2, q ∈ P, q ≤ s2 y
q ∗� π1 = π2, entonces q ⊥ r, pues si existiera una extensión común q′ ≤ q ∧
q′ ≤ r entonces tendŕıamos q′ ≤ r ∧ q′ ≤ s1 ∧ q′ ≤ s2 ∧ q′ ∗� π1 = π2.

Aśı pues, D es denso en P, luego existe r ∈ D ∩ G. Ahora bien, r no puede
cumplir a’) ni b’), pues si, por ejemplo, existiera un par (π1, s1) ∈ σ1 según a’)
tendŕıamos que r ≤ s1, luego s1 ∈ G, luego π1G ∈ σ1G = σ2G, luego π1G = π2G

con (π2, s2) ∈ σ2 y s2 ∈ G. Por hipótesis de inducción existe q0 ∈ G tal que
q0

∗� π1 = π2. Sea q ∈ G tal que q ≤ q0 ∧ q ≤ s2. Por el teorema anterior
q ∗� π1 = π2 y entonces, por a’), q ⊥ r, lo cual es absurdo porque ambos están
en G.

Supongamos ahora que φ ≡ σ1 ∈ σ2. Como p
∗� σ1 ∈ σ2 es absoluta

para modelos transitivos, podemos olvidar las relativizaciones que aparecen en
el enunciado.

a) Sea p ∈ G tal que p ∗� σ1 ∈ σ2. Entonces el conjunto

D = {q ∈ P |
∨

πs((π, s) ∈ σ2 ∧ q ≤ s ∧ q ∗� π = σ1)}

es denso bajo p y claramente D ∈ M . Sea q ∈ G ∩ D. Sea (π, s) ∈ σ2 tal que
q ≤ s ∧ q ∗� π = σ1. Como q ≤ s se cumple que s ∈ G, luego πG ∈ σ2G. Como
q ∈ G y q ∗� π = σ1, por a) para la fórmula π = σ1 se cumple que πG = σ1G, y
aśı σ1G ∈ σ2G.

b) Suponemos ahora que σ1G ∈ σ2G. Entonces σ1G = πG, con (π, s) ∈ σ2 y
s ∈ G. Por b) para la fórmula π = σ1 existe un r ∈ G tal que r

∗� π = σ1. Sea
p ∈ G tal que p ≤ s y p ≤ r. Veamos que el conjunto D anterior es denso bajo
p, y aśı tendremos que p ∗� σ1 ∈ σ2.
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Si q ≤ p existe (π, s) ∈ σ2 (el par que ha hab́ıamos elegido) de modo que
q ≤ p ≤ s ∧ q ∗� π = σ1 (pues q ≤ p ≤ r ∧ r

∗� π = σ1), luego q ∈ D.

Supongamos el teorema para φ y veámoslo para ¬φ.

a) Sea p ∈ G tal que (p ∗� ¬φ)M , es decir, ¬
∨

q ∈ P(q ≤ p ∧ (q ∗� φ)M ).
Hemos de probar ¬φM [G]. Si se cumpliera φM [G], por a) existe un r ∈ G
tal que (r ∗� φ)M . Sea q ∈ G tal que q ≤ p ∧ q ≤ r. Entonces tenemos
(q ≤ r ∧ r ∗� φ)M . Por el teorema anterior relativizado a M concluimos que
(q ∗� φ)M , contradicción.

b) Supongamos ¬φM [G] y sea D = {p ∈ P | (p ∗� φ)M ∨ (p ∗� ¬φ)M}.
Entonces D ∈ M y es denso por definición de p

∗� ¬φ. Sea p ∈ D ∩ G. No
puede ser (p ∗� φ)M ya que entonces por a) tendŕıamos φM [G]. Por consiguiente
(p ∗� ¬φ)M .

Supongamos el teorema para φ y ψ y demostrémoslo para φ → ψ.

a) Si p ∈ G cumple (p ∗� φ → ψ)M , hemos de probar que φM [G] → ψM [G],
luego suponemos φM [G]. Por b) existe q ∈ G tal que (q ∗� φ)M . Sea r ∈ G tal
que r ≤ p ∧ r ≤ q. Tenemos que el conjunto {s ∈ P | (s ∗� φ)M → (s ∗� ψ)M}
es denso bajo p, luego el conjunto {s ∈ P | s ≤ r ∧ (s ∗� φ)M → (s ∗� ψ)M}
es denso bajo r y está en M , por lo que podemos tomar s ∈ G tal que s ≤
r ∧ (s ∗� φ)M → (s ∗� ψ)M . Como s ≤ r ≤ q, se cumple que (s ∗� φ)M y aśı
también (s ∗� ψ)M . Como s ∈ G, por a) concluimos ψM [G].

b) Supongamos φM [G] → ψM [G], es decir, ¬φM [G] ∨ ψM [G]. Distinguimos
los dos casos.

Si ¬φM [G], por el caso de ¬φ ya demostrado, contamos con a) y b) para ¬φ.
Aśı pues, existe un p ∈ G tal que (p ∗� ¬φ)M . Veamos que (p ∗� φ → ψ)M , para
lo cual hemos de probar que el conjunto D = {q ∈ P | (q ∗� φ)M → (q ∗� ψ)M}
es denso bajo p. Ahora bien, si q ≤ p entonces (q ∗� ¬φ)M , luego ¬(q ∗� φ)M y
trivialmente (q ∗� φ)M → (q ∗� ψ)M . Aśı pues, q ∈ D.

Si ψM [G] existe un p ∈ G tal que (p ∗� ψ)M . Como antes, D es denso bajo
p, pues si q ≤ p entonces (q ∗� ψ)M y también (q ∗� φ)M → (q ∗� ψ)M .

Supongamos el teorema para φ(x) y probémoslo para
∧

x φ(x).

a) Sea p ∈ G tal que (p ∗�
∧

x φ(x))M . Entonces el conjunto

D = {r ∈ P |
∧

σ ∈ MP(r ∗� φ(σ))M}

es denso bajo p. Como D ∈ M existe un r ∈ D∩G. Para todo σ ∈ MP tenemos
que (r ∗� φ(σ))M , luego por a) se cumple φM [G](σG). Aśı pues, concluimos que∧

x ∈ M [G]φM [G](x).

b) Si
∧

x ∈ M [G]φM [G](x), hemos de encontrar una condición p nG tal que
el conjunto

D = {q ∈ P |
∧

σ ∈ MP(q ∗� φ(σ))M}
sea denso bajo p. De hecho basta probar que existe un p ∈ D ∩ G, pues en
tal caso todo q ≤ p está en D. Supongamos, por reducción al absurdo, que
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D∩G = ∅. Por el teorema 4.8, si D∩E = ∅, existe un p ∈ G incompatible con
todas las condiciones de D. Sea E = {q ∈ P |

∨
σ ∈ MP(q ∗� ¬φ(σ))M} ∈ M y

veamos que es denso bajo p.
En efecto, si q ≤ p se cumple que q es incompatible con todos los elementos

de D y, en particular, q /∈ D. Por lo tanto existe un σ ∈ MP tal que ¬(q ∗�
φ(σ))M . Ha de existir un r ≤ q tal que (r ∗� ¬φ(σ))M o, de lo contrario, por
definición de r ∗� ¬φ, para todo r ≤ q existiŕıa un s ≤ r tal que (s ∗� φ(σ))M .
Esto significaŕıa que el conjunto {r ∈ P | (r ∗� φ(σ))M} seŕıa denso bajo q, y
tendŕıamos aśı que (q ∗� φ(σ))M , contradicción.

Sea, pues, r ≤ q tal que (r ∗� ¬φ(σ))M . Aśı r ≤ q ∧ r ∈ E.

Como G es genérico y p ∈ G, existe un q ∈ E ∩ G, luego (q ∗� ¬φ(σ))M

para un cierto σ ∈ MP . Por a) aplicado a ¬φ (usamos el paso ya probado de la
inducción correspondiente a ¬φ) obtenemos ¬φ(σG)M [G], en contradicción con
la hipótesis.

Antes de sacar consecuencias vamos a extender la definición de ∗� a fórmulas
con descriptores.

Definición 4.26 Sea φ una fórmula metamatemática y sea ψ una fórmula sin
descriptores que sea equivalente a φ bajo los axiomas de extensionalidad y del
conjunto vaćıo (podemos dar un procedimiento expĺıcito para fijar una en con-
creto). Definimos

p ∗� φ ≡ p ∗� ψ.

Del teorema siguiente se desprende en particular que la elección de ψ es
irrelevante. La hipótesis entre paréntesis que excluye a los axiomas de reem-
plazo y partes es provisional. La podremos eliminar en cuanto sepamos que las
extensiones genéricas satisfacen todo ZFC.

Teorema 4.27 Sean φ(x1, . . . , xn) y ψ(x1, . . . , xn) fórmulas equivalentes en ZF
(sin los axiomas de reemplazo y partes). Si P es un c.p.o. p ∈ P y σ1, . . . , σn

son P-nombres se cumple

p ∗� φ(σ1, . . . , σn) ↔ p ∗� ψ(σ1, . . . , σn).

Demostración: Supongamos en primer lugar que φ y ψ no tienen descrip-
tores. Si se cumpliera p ∗� φ(σ1, . . . , σn) pero ¬p ∗� ψ(σ1, . . . , σn), entonces
existe q ≤ p tal que q ∗� ¬ψ(σ1, . . . , σn). En efecto, en caso contrario para
todo q ≤ p se tendŕıa ¬q ∗� ¬ψ(σ1, . . . , σn), luego existiŕıa un r ≤ q tal que
r ∗� ψ(σ1, . . . , σn). Esto significa que el conjunto {r ∈ P | r ∗� ψ(σ1, . . . , σn)}
seŕıa denso bajo p y, por lo tanto, se cumpliŕıa p ∗� ψ(σ1, . . . , σn).

Aśı pues, se cumple la sentencia∨
Pσ1 · · ·σn pq(P es un c.p.o. ∧ σ1, . . . σn ∈ V P ∧ p ∈ P ∧ q ∈ P ∧ q ≤ p ∧

p ∗� φ(σ1, . . . , σn) ∧ q ∗� ¬ψ(σ1, . . . , σn)).

Por el teorema 1.27 existe un modelo transitivo numerable M de ZFC tal que
esta sentencia es absoluta para M y, por lo tanto, es verdadera en M . Entonces



4.3. El teorema fundamental 99

tenemos un c.p.o. P ∈ M , nombres σ1, . . . , σn ∈ MP y condiciones q ≤ p tales
que

(p ∗� φ(σ1, . . . , σn))M ∧ (q ∗� ¬ψ(σ1, . . . , σn))M .

Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que q ∈ G (y por lo tanto p ∈ G). Por
el teorema anterior debeŕıa cumplirse φM [G] ∧ ¬ψM [G], pero M [G] es un modelo
de ZF (menos los axiomas de partes y reemplazo), luego φM [G] es equivalente a
ψM [G], contradicción.

Ahora es claro que la definición anterior no depende de la elección de ψ, es
decir, si φ es una fórmula con descriptores y ψ y ψ′ son fórmulas sin descriptores
equivalentes a φ bajo los axiomas de extensionalidad y vaćıo, entonces ψ y ψ′

son equivalentes entre śı bajo estos axiomas, luego acabamos de probar que
p

∗� ψ es equivalente a p
∗� ψ′. Similarmente se llega ahora al caso general del

teorema.

Es fácil ver que todas las propiedades de ∗� que teńıamos para fórmulas sin
descriptores (incluyendo las que hemos usado como definición) valen ahora para
fórmulas arbitrarias. Consideremos, por ejemplo, la afirmación

p ∗� ¬φ ↔ ¬
∨

q ∈ P(q ≤ p ∧ q
∗� φ),

con la que hemos definido p ∗� ¬φ. Si φ tiene descriptores y ψ es una fórmula
equivalente sin descriptores, tenemos que ¬ψ es equivalente a ¬φ, luego p

∗� ¬φ
es equivalente a p

∗� ¬ψ por el teorema anterior. Por definición ésta fórmula
equivale a ¬

∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ q ∗� ψ) y, de nuevo por el teorema anterior, ésta

equivale a ¬
∨

q ∈ P(q ≤ p ∧ q ∗� φ). Igualmente se razona con todas las demás.

Finalmente podemos probar el resultado que persegúıamos:

Teorema 4.28 (Teorema fundamental de la teoŕıa de extensiones) Sea
φ(x1, . . . , xn) una fórmula con a lo sumo las variables libres indicadas. Sea M
un modelo transitivo de ZF, P ∈ M un c.p.o. y σ1, . . . , σn ∈ MP.

a) Si M es numerable, entonces para todo p ∈ P se cumple

p � φ(σ1, . . . , σn) ↔ (p ∗� φ(σ1, . . . , σn))M .

b) Si G es un filtro P-genérico sobre M entonces

φM [G](σ1G, . . . , σnG) ↔
∨

p ∈ G p � φ(σ1, . . . , σn).

Demostración: a) Si p � φ(σ1, . . . , σn), consideremos el conjunto

D = {r ∈ P | (r ∗� φ(σ1, . . . , σn))M} ∈ M.

Veamos que D es denso bajo p. En caso contrario existiŕıa un q ≤ p tal que
¬

∨
r ∈ P(r ≤ q ∧ r ∈ D), o sea, ¬

∨
r ∈ P(r ≤ q ∧ r ∗� φ(σ1, . . . , σn))M , y esto

implica que (q ∗� ¬φ(σ1, . . . , σn))M . Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que
q ∈ G (aqúı usamos que M es numerable). Como q ≤ p, también p ∈ G, pero
entonces el teorema 4.25 nos da que φM [G] ∧ ¬φM [G], contradicción.
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Por consiguiente (D es denso bajo p)M y el teorema 4.24 nos permite concluir
que (p ∗� φ(σ1, . . . , σn))M .

Supongamos ahora que (p ∗� φ(σ1, . . . , σn))M . Si G es un filtro P-genérico
sobre M y p ∈ G, entonces el teorema 4.25 nos da φM [G](σ1G, . . . , σnG), luego
ciertamente p � φ(σ1, . . . , σn). (Esta implicación no requiere la numerabilidad
de M .)

b) Sea G un filtro P-genérico sobre M y supongamos φM [G](σ1G, . . . , σnG).
Entonces 4.25 nos da que

∨
p ∈ G(p ∗� φ(σ1, . . . , σn))M y la parte a) ya demos-

trada implica que
∨

p ∈ G p � φ(σ1, . . . , σn). El rećıproco es inmediato por la
definición de �.

La primera parte del teorema fundamental afirma que la relación � es equi-
valente a ∗�M . La primera tiene una interpretación natural, mientras que la
segunda es en principio compleja y artificial, pero tiene la sorprendente cualidad
de que no depende de nada externo a M . Esto quiere decir que para compro-
bar una afirmación del tipo p � φ basta analizar la estructura de los nombres
involucrados en φ tal y como se indica en la definición de ∗�. En la práctica lo
único que necesitaremos saber de ∗� es que existe. Podemos olvidarnos de su
compleja definición.

La segunda parte del teorema fundamental afirma que cualquier cuestión
sobre M [G] puede reducirse a determinar si una cierta condición está en el filtro
genérico G. Pronto podremos comprobar que estos dos hechos conjuntamente
determinan una estrecha relación entre un modelo M y sus extensiones genéricas.
De momento vamos a probar los hechos básicos sobre la relación �.

Teorema 4.29 Sean φ y ψ fórmulas cuyas variables libres estén a lo sumo
entre σ1, . . . , σn salvo que se indique alguna más. Sea M un modelo transitivo
numerable de ZF, sea P ∈ M un c.p.o., sean p, q ∈ P y sean σ1, . . . , σn ∈ MP.
Entonces:

a) ¬(p � φ ∧ p � ¬φ),

b) p � φ ∧ q ≤ p → q � φ,

c) ¬p � φ ↔
∨

q ∈ P(q ≤ p ∧ q � ¬φ),

d) p � ¬φ ↔ ¬
∨

q ∈ P(q ≤ p ∧ q � φ),

e) p � φ ∧ ψ ↔ p � φ ∧ p � ψ,

f) p � φ ∨ ψ ↔
∧

q ∈ P(q ≤ p →
∨

r ∈ P(r ≤ q ∧ (r � φ ∨ r � ψ))),

g) p � (φ → ψ) ↔
∧

q ∈ P(q ≤ p ∧ q � φ → q � ψ),

h) p �
∧

x φ(x) ↔
∧

σ ∈ MP p � φ(σ),

i) p �
∨

x φ(x) ↔
∧

q ∈ P(q ≤ p →
∨

r ∈ P
∨

σ ∈ MP(r ≤ q ∧ r � φ(σ))),

j) {p ∈ P | p � φ ∨ p � ¬φ} es denso en P,
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k) p �
∨

x ∈ σ φ(x) →
∨

q ∈ P
∨

π ∈ Dominio(σ)(q ≤ p ∧ q � φ(π)).

Demostración: a) Si p � φ ∧ p � ¬φ, tomando un filtro genérico G
llegaŕıamos a que φM [G] ∧ ¬φM [G], contradicción.

b) Si p � φ ∧ q ≤ p, tomamos un filtro genérico G que contenga a q, con lo
que también p ∈ G, luego φM [G]. Esto prueba que q � φ.

c) Si ¬p � φ entonces existe un filtro genérico G tal que p ∈ G pero ¬φM [G].
Por el teorema fundamental existe r ∈ G tal que r � ¬φ. Sea q ∈ G tal que
q ≤ p ∧ q ≤ r. De este modo q ≤ p ∧ q � ¬φ. El rećıproco es trivial por a)
y b).

d) Si p � ¬φ y existiera un q ≤ p tal que q � φ entonces p � φ ∧ p � ¬φ,
contradicción.

Si ¬p � ¬φ entonces existe un q ≤ p tal que q � ¬¬φ, lo que claramente
implica q � φ, contradicción.

e) Si p � φ ∧ ψ y G es un filtro genérico que contenga a p, entonces tenemos
φM [G] ∧ ψM [G]. Esto prueba que p � φ ∧ p � ψ. El rećıproco es idéntico.

f) Si p � φ ∨ ψ y q ∈ P extiende a p, tomemos un filtro genérico G que
contenga a q. Entonces p ∈ G, luego φM [G] ∨ ψM [G]. Sea s ∈ G tal que
s � φ ∨ s � ψ según cuál sea el caso. Sea r ∈ G tal que r ≤ q ∧ r ≤ s. De este
modo r ≤ q ∧ (r � φ ∨ r � ψ).

Rećıprocamente, el término derecho de f) afirma que el conjunto de condi-
ciones que fuerzan φ o que fuerzan ψ es denso bajo p, luego si G es un filtro
genérico que contenga a p existe una condición r ∈ G tal que r � φ ∨ r � ψ, y
en cualquier caso se cumple (φ ∨ ψ)M [G].

g) Si p � φ → ψ y q ≤ p cumple q � φ, tomamos un filtro genérico G que
contenga a q, con lo que también p ∈ G, de modo que φM [G] y φM [G] → ψM [G].
Aśı pues, ψM [G] y esto prueba que q � ψ.

Rećıprocamente, por c), si ¬p � φ → ψ, existe una condición q ≤ p de modo
que q � φ ∧ ¬ψ. En particular q � φ y q � ¬ψ. Por hipótesis también q � ψ,
contradicción.

h) Si p �
∧

x φ(x) y σ ∈ MP, sea G un filtro genérico que contenga a p.
Entonces φM [G](σG), luego p � φ(σ).

Rećıprocamente, si G es un filtro genérico que contenga a G, para todo
x ∈ M [G] tenemos que x = σG, para cierto σ ∈ MP. Por hipótesis p � φ(σ),
luego φM [G](σG). Esto prueba (

∧
x φ(x))M [G], luego p �

∧
x φ(x).

i) Si p �
∨

x φ(x) y q ∈ P cumple q ≤ p, tomemos un filtro genérico G que
contenga a q. Entonces p ∈ G, luego existe un x ∈ M [G] tal que φM [G](x).
Digamos que x = σG, con σ ∈ MP. Existe un s ∈ G tal que s � φ(σ) y tomando
r ∈ G tal que r ≤ q ∧ r ≤ s tenemos r ≤ q ∧ r � φ(σ).

Rećıprocamente, si se cumple ¬p �
∨

x φ(x), existe una condición q ≤ p tal
que q �

∧
x¬φ(x). Por hipótesis existe r ≤ q y existe σ ∈ MP de modo que

r � φ(σ). Si G es un filtro genérico que contenga a r, también q ∈ R con lo que
tenemos

∧
x ∈ M [G]¬φM [G](x) y también φM [G](σG), contradicción.
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j) es inmediato por c).

k) Si p �
∨

x ∈ σ φ(x), sea G un filtro genérico que contenga a p. Entonces
existe x ∈ σG tal que φ(x). Concretamente, x = πG, donde (π, r) ∈ σ, r ∈ G.
Existe q ∈ G, (y lo podemos tomar q ≤ p) tal que q � φ(π).

El teorema de reflexión junto con el teorema fundamental permite traducir
el teorema anterior a propiedades sobre la relación ∗�. Por ejemplo, en corres-
pondencia con la propiedad e) tenemos el teorema siguiente:

Sean φ y ψ fórmulas cuyas variables libres estén a lo sumo entre
σ1, . . . , σn. Si P es un c.p.o., p ∈ P y σ1, . . . , σn ∈ V P, entonces

p
∗� φ ∧ ψ ↔ p

∗� φ ∧ p
∗� ψ.

En efecto, si llamamos χ a esta sentencia (es decir a la sentencia “para todo
P, p, σ1, . . . , σn, si P es un c.p.o., etc”) el teorema de reflexión 1.27 nos da
un modelo transitivo numerable M de ZFC tal que χ ↔ χM (observemos que
χ sólo habla de conjuntos, por lo que χ ↔ χV ). Ahora bien, por el teorema
fundamental resulta que χM es precisamente el apartado e) del teorema anterior,
luego se cumple χ.

4.4 El teorema del modelo genérico

Finalmente estamos en condiciones de probar que las extensiones genéricas
son modelos de ZFC. Recordemos que sólo nos falta demostrar los axiomas de
reemplazo, partes y elección.

Teorema 4.30 Sea M un modelo transitivo numerable de ZF (ZFC), P ∈ M un
c.p.o. y G un filtro P-genérico sobre M . Entonces M [G] es un modelo transitivo
de ZF (ZFC).

Demostración: Vamos a probar que M [G] satisface el caso particular de
reemplazo correspondiente a la fórmula φ(x, y, x1, . . . , xn), donde las variables
libres son exactamente las indicadas. Hemos de ver que∧

x̄1 · · · x̄n(
∧

x̄ȳz̄(φM [G](x̄, ȳ) ∧ φM [G](x̄, z̄) → ȳ = z̄) →∧
ā
∨

b̄
∧

ȳ(ȳ ∈ b̄ ↔
∨

x̄ ∈ ā φM [G](x̄, ȳ))).

Fijamos σ1G, . . . , σnG ∈ M [G]. Supongamos∧
x̄ȳz̄(φM [G](x̄, ȳ) ∧ φM [G](x̄, z̄) → ȳ = z̄)

y sea ā = σG ∈ M [G]. Definimos

b = {ȳ ∈ M [G] |
∨

x̄ ∈ ā φM [G](x̄, ȳ)}.

Basta probar que b ∈ M [G], para lo cual hemos de encontrarle un nombre
en MP.
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Observemos que si ȳ ∈ b, entonces y = τG, para un τ ∈ MP. Sea x̄ ∈ ā
tal que φM [G](x̄, ȳ). Entonces x=̄πG, con (π, s) ∈ σ y s ∈ G. De este modo
tenemos πG ∈ σG ∧ φM [G](πG, τG), luego existe una condición p ∈ G tal que
p � (π ∈ σ ∧ φ(π, τ)). Rećıprocamente, si p ∈ G cumple p � (π ∈ σ ∧ φ(π, τ)),
entonces τG ∈ b.

En vista de esto parece razonable definir

ρ = {(τ, p) | τ ∈ MP ∧ p ∈ P ∧
∨

π ∈ Dominio(σ) p � (π ∈ σ ∧ φ(π, τ))}

y demostrar que b = ρG. No es dif́ıcil probar que b = ρG, pero el problema es
que ρ /∈ M . Más concretamente, el conjunto ρ resulta ser “una clase propia en
M”, en el mismo sentido en que lo son, por ejemplo, ΩM o el propio M .

Ello se debe esencialmente a que existe una clase propia de nombres τ que
nombran a un mismo conjunto: para cada ȳ ∈ b existen “demasiados” τ tales que
(τ, p) ∈ ρ para cierto p. Observemos que no se nos plantea el mismo problema
con π porque podemos tomarlo en el dominio de σ, el cual es un conjunto en
M . Vamos a hacer algo similar con τ , es decir, vamos a probar que los nombres
para los ȳ ∈ b los podemos tomar en un cierto conjunto de nombres en M . Para
ello observamos que la sentencia siguiente es un teorema de ZF:∧

P ≤ 1lσσ1 · · ·σn((P,≤, 1l) es un c.p.o. ∧ σ, σ1, . . . , σn ∈ V P →∨
S(

∧
x ∈ S x ∈ V P ∧

∧
πpτ(π ∈ Dominio(σ) ∧ p ∈ P ∧ τ ∈ V P ∧

p
∗� (π ∈ σ ∧ φ(π, τ)) →

∨
µ ∈ S p

∗� (π ∈ σ ∧ φ(π, µ)))).

En efecto, para cada π ∈ Dominio(σ) y cada p ∈ P sea α(π, p) el mı́nimo
ordinal α tal que existe un τ ∈ Vα∩V P de modo que p

∗� (π ∈ σ ∧ φ(π, τ)) o bien
α(π, p) = 0 si no existe ningún τ . Entonces {α(π, p) | π ∈ Dominio(σ) ∧ p ∈ P}
es un conjunto (por ser imagen de Dominio(σ)×P), luego tiene supremo α ∈ Ω.
Basta tomar S = V P ∩ Vα.

La relativización a M de la sentencia anterior nos da que existe un conjunto
S ∈ M tal que S ⊂ MP y∧

πpτ(π ∈ Dominio(σ) ∧ p ∈ P ∧ τ ∈ MP ∧

p � (π ∈ σ ∧ φ(π, τ)) →
∨

µ ∈ S p � (π ∈ σ ∧ φ(π, µ))).

Ahora podemos definir

ρ = {(µ, p) | µ ∈ S ∧ p ∈ P ∧
∨

π ∈ Dominio(σ) p � (π ∈ σ ∧ φ(π, µ))}.

Veamos que ahora śı que se cumple ρ ∈ MP. Para ello se define

x ≡ {(µ, p) | µ ∈ S ∧ p ∈ P ∧
∨

π ∈ Dominio(σ) p ∗� (π ∈ σ ∧ φ(π, µ))}

y se comprueba sin dificultad que ρ = xM ∈ MP. Aqúı es crucial que �
es equivalente a ∗�M . En general, el teorema fundamental garantiza que los
conjuntos definidos como ρ —en términos de �— son definibles en M y, por
consiguiente, pertenecen a M . Veamos que b = ρG ∈ M [G].
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Si ȳ = τG ∈ b, como antes obtenemos un π ∈ Dominio(σ) y un p ∈ G
de modo que p � (π ∈ σ ∧ φ(π, τ)). Por la construcción del conjunto S
existe un µ ∈ S tal que p � (π ∈ σ ∧ φ(π, µ)), de donde (µ, p) ∈ ρ, y por
lo tanto µG ∈ ρG. Como p ∈ G se cumple πG ∈ σG ∧ φM [G](πG, µG), pero
también tenemos φM [G](πG, τG), con lo que la hipótesis de unicidad nos da que
ȳ = τG = µG ∈ ρG.

Rećıprocamente, si ȳ ∈ ρG tenemos que ȳ = µG con (µ, p) ∈ ρ ∧ p ∈ G.
Entonces p � (π ∈ σ ∧ φ(π, µ)), con lo que πG ∈ σG ∧ φM [G](πG, µG), es decir,
πG ∈ ā ∧ φM [G](πG, ȳ), lo que prueba que ȳ ∈ b.

La relativización del axioma de partes es
∧

x̄
∨

ȳ
∧

ū(ū ∈ ȳ ↔ ū ⊂ x̄), pero en
realidad basta probar que

∧
x̄
∨

ȳ
∧

ū(ū ⊂ ȳ → ū ∈ x̄), pues de aqúı se deduce el
axioma de partes mediante el teorema de especificación, que ya sabemos que se
cumple en M [G] (se deduce del axioma de reemplazo sin necesidad del axioma
de partes).

Sea x̄ = σG ∈ M [G]. Definimos

S = {µ ∈ MP | Dominio(µ) ⊂ Dominio(σ)} = (P(Dominio(σ) × P))M ∈ M.

El conjunto S va a desempeñar la misma función que el correspondiente
conjunto en la prueba del axioma de reemplazo, sólo que esta vez ha sido más
fácil obtenerlo. Sea ρ = S × {1l} ∈ MP y llamemos ȳ = ρG ∈ M [G]. Vamos a
ver que ȳ cumple lo pedido. Para ello tomamos ū ∈ M [G] tal que ū ⊂ x̄. Sea
ū = τG ⊂ σG. No podemos asegurar que τ ∈ S, pero vamos a ver que τG = µG

con µ ∈ S.
Sea µ = {(π, p) | π ∈ Dominio(σ) ∧ p � π ∈ τ} ∈ S. Notemos que

efectivamente µ ∈ M , pues es un subconjunto de Dominio(σ)×P ∈ M definible
en M (por el teorema fundamental). Sólo falta probar que ū = τG = µG.

Si a ∈ τG entonces a = πG, con (π, s) ∈ τ y s ∈ G. Como πG ∈ τG existe un
p ∈ G tal que p � π ∈ τ , de donde (π, p) ∈ µ y aśı a = πG ∈ µG.

Si a ∈ µG, entonces a = πG con (π, p) ∈ τ y p ∈ G, luego p � π ∈ τ y, en
consecuencia, a = πG ∈ τG. Aśı pues, τG = µG.

Supongamos finalmente que M cumple el axioma de elección y veamos que
lo mismo le sucede a M [G]. Basta demostrar que en M [G] se cumple∧

x
∨

α ∈ Ω
∨

f(f es una función ∧ Dominio(f) = α ∧ x ⊂ Rango(f)),

pues esto implica que todo conjunto puede ser bien ordenado.
Sea x = σG ∈ M . Sean α, g ∈ M tales que g : α −→ Dominio(σ) biyectiva

(existen en virtud del axioma de elección relativizado a M). Ahora definimos
τ = {p.o.(β̌, g(β)) | β < α} × 1l ∈ MP. Claramente

f = τG = {(β, g(β)G) | β < α}

cumple lo pedido.

Ahora sabemos que en el teorema 4.27 no es necesario exceptuar los axiomas
de reemplazo y partes (ni elección si lo suponemos en M). Aśı mismo tenemos:
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Teorema 4.31 Sea φ un teorema de ZFC (sin variables libres) y sea P un c.p.o.
Entonces 1l ∗� φ.

Demostración: Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC y P es
un c.p.o. en M se cumple 1l � φ por el teorema anterior y por la definición de
�. Ahora basta aplicar el teorema de reflexión exactamente igual que al final
de la sección anterior.

El teorema siguiente recoge todo lo que hemos obtenido sobre las extensiones
genéricas:

Teorema 4.32 (Teorema del modelo genérico) Sea M un modelo transi-
tivo de ZFC, sea P ∈ M un c.p.o. y G un filtro P-genérico sobre M .

a) M [G] es un modelo transitivo de ZFC.

b) M ⊂ M [G] y G ∈ M [G].

c) ΩM = ΩM [G].

d) Si N es un modelo transitivo de ZF tal que M ⊂ N y G ∈ N entonces
M [G] ⊂ N .

Sólo hay que probar a) (pues no estamos suponiendo que M sea numerable).
El resto es el teorema 4.17. Ahora bien, si φ es un axioma de ZFC (podemos
suponerlo sin variables libres), por el teorema anterior tenemos que (1l ∗� φ)M ,
luego por 4.25 se cumple φM [G].

Si nos fijamos en la prueba del teorema anterior y en la de los teoremas en
que se basa, observaremos que en ningún momento hemos exigido que M sea
un conjunto. Tiene perfecto sentido hablar de extensiones genéricas de clases
propias transitivas, si bien la existencia de filtros genéricos sólo está garantizada
para modelos numerables.

Si P es un c.p.o. no atómico, el teorema 4.5 afirma que no puede existir un
filtro P-genérico sobre V . Sin embargo, la relación ∗� nos permite hablar en
cierto sentido de una extensión genérica de la clase universal. En efecto, si Γ es
el nombre definido en 4.16, aplicando el teorema de reflexión concluimos que

1l ∗� Γ es un filtro en P̌

y si D es un subconjunto denso en P entonces

1l ∗� Γ ∩ Ď �= ∅.

Es posible desarrollar toda la teoŕıa de extensiones genéricas sin hablar en
ningún momento de modelos, tratando exclusivamente con la relación ∗�. No
obstante, es más intuitivo y cómodo trabajar como lo estamos haciendo. De
todos modos tiene interés saber que existe esta posibilidad, sobre todo porque
aśı es como se ven las cosas desde nuestro modelo base M , y nos conviene tener
una idea lo más clara posible de cómo piensa alguien que viva en M .

De aqúı en adelante ya no distinguiremos entre las relaciones ∗� y �, sino
que el contexto siempre dejará claro cuándo debemos sobrentender una estrella.
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4.5 Aplicaciones y hechos adicionales

Los resultados que hemos probado hasta aqúı nos permiten formalizar fácil-
mente nuestro proyecto de probar la independencia del axioma de constructibi-
lidad. Según apuntábamos, la clave está en que las extensiones genéricas tienen
los mismos ordinales que los modelos base. Esto se traduce en lo siguiente:

Teorema 4.33 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P ∈ M un c.p.o. y G
un filtro genérico sobre M . Entonces∧

x ∈ M [G](x es constructibleM [G] ↔ x ∈ M ∧ x es constructibleM ).

En particular, si M cumple V = L entonces∧
x ∈ M [G](x es constructibleM [G] ↔ x ∈ M).

Demostración: Sea LM = L si M es una clase propia y LM = LΩM si M
es un conjunto. Según el teorema 3.14 tenemos que LM ⊂ M ⊂ M [G] y∧

x ∈ M(x es constructibleM ↔ x ∈ LM ),∧
x ∈ M [G](x es constructibleM [G] ↔ x ∈ LM ).

A partir de aqúı el teorema es obvio.

El teorema anterior puede abreviarse en la igualdad LM = LM [G]. Ahora es
evidente que cualquier extensión genérica M [G] respecto a un c.p.o. no atómico
de un modelo M de ZFC+V = L es un modelo de ZFC+V �= L, luego el axioma
de constructibilidad no puede probarse en ZFC (salvo que éste sea contradicto-
rio, claro).

Ejemplo Un ejemplo de c.p.o. no atómico es el c.p.o. P que considerábamos
al principio del caṕıtulo. Según hemos visto, a partir de un filtro genérico G
pod́ıamos construir una función genérica f =

⋃
p∈G

p : ω −→ 2 y a partir de

ésta un conjunto A = f−1[{1}] ⊂ ω. Es claro que A ∈ M [G] \ M , pues si A
estuviera en M también estaŕıa f y por lo tanto G. La conclusión es que no sólo
es consistente que V �= L, sino, más concretamente, que exista un subconjunto
de ω no constructible. De aqúı se sigue fácilmente la existencia de un número
real no constructible.

Si M es un modelo de ZFC+V = L y M [G] es cualquier extensión genérica,
es claro que (V es una extensión genérica de L)M [G], en el sentido de que existe
un filtro G sobre P que corta a todos los conjuntos constructibles densos en P y
de modo que todo conjunto es el valor respecto a G de un nombre constructible.
En resumen, si ZFC es consistente, también lo es ZFC más∨

G(G es un filtro P-genérico sobre L ∧ V = L[G]),

donde P es cualquier c.p.o. constructible prefijado. Aśı mismo será consistente
NBG más la hipótesis de que V es una extensión genérica de L, pero esta
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hipótesis implica el axioma de elección de Gödel, es decir, la existencia de un
buen orden (o una función de elección) sobre la clase universal. En efecto, basta
observar que tenemos una aplicación inyectiva V −→ L que a cada conjunto le
asigna su mı́nimo nombre constructible.

En el caṕıtulo anterior vimos que el axioma de elección de Gödel era conse-
cuencia de V = L y ahora hemos probado que el rećıproco no es cierto:

Teorema 4.34 Si NBG es consistente, también lo es NBG (con el axioma de
elección de Gödel) más V �= L.

Notemos que no podemos demostrar que existan filtros genéricos sobre L
(por ejemplo, no existen si V = L), pero ahora sabemos que es consistente
suponer que existen.

Ahora podemos demostrar un resultado hab́ıamos anticipado tras la prueba
del teorema 3.20:

Teorema 4.35 Si ZFC es consistente también lo es ZFC+ℵL
1 < ℵ1.

Demostración: Sea

P = {p ⊂ ω × ω1 | p es una función ∧ |p| < ℵ0}.

Consideramos el conjunto PL, cuyos elementos son las funciones de un sub-
conjunto finito de ω en ωL

1 . Es claro que PL es un c.p.o. con la relación inversa de
la inclusión y con máximo 1l = ∅. Sabemos que si ZFC es consistente, también
lo es suponer que V = L[G], donde G es un filtro PL-genérico sobre L. (Más
detalladamente, si M es un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L y G es
un filtro PM -genérico sobre M , entonces en M [G] se cumple que G es un filtro
PL-genérico sobre L y V = L[G], pues (PL)M [G] = PM .)

Sea f =
⋃

p∈G

p. Si n < ω, es claro que el conjunto de las condiciones que

tienen a n en su dominio es constructible y denso en P, luego corta a G. Esto
se traduce en que f : ω −→ ωL

1 . Similarmente, si α < ωL
1 , el conjunto de las

condiciones que tienen a α en su rango es constructible y denso en P, lo cual se
traduce en que f : ω −→ ωL

1 suprayectiva. Por consiguiente ωL
1 es un ordinal

numerable.

En particular es consistente que existan sólo ℵ0 subconjuntos de ω o números
reales constructibles.

Terminamos el caṕıtulo con un par de resultados técnicos sobre extensiones
genéricas que a menudo resultan útiles.

Teorema 4.36 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o. y G un filtro P-genérico sobre M . Sea f : A −→ M tal que f ∈ M [G].
Entonces existe un B ∈ M tal que f : A −→ B.
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Demostración: Claramente existe un ordinal α ∈ M [G] tal que

f : A −→ V M [G]
α ∩ M = V M

α = B.

Si comparamos los apartados h) e i) del teorema 4.29 observamos una clara
asimetŕıa. De acuerdo con h), cabŕıa esperar que i) fuera

p �
∨

x φ(x) ↔
∨

σ ∈ MP p � φ(σ).

La conjetura es cierta, pero no es evidente. Además para probarla hay que
exigir que el modelo base M cumpla el axioma de elección. Antes necesitamos
el resultado siguiente:

Teorema 4.37 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC tal que en M
se cumpla: P es un c.p.o., A es una anticadena2 en P y {σq}q∈A es una familia
de P-nombres. Entonces existe un π ∈ MP tal que q � π = σq para todo q ∈ A.

Demostración: Cuando decimos que en M se cumple “P es un c.p.o., etc.”
queremos decir que se cumple la relativización a M de esta fórmula. Notemos
que {σq}q∈A representa una función f : A −→ MP, de modo que σq = f(q).
No hay que confundir la función f con su rango, es decir, con el conjunto
{σq | q ∈ A}. La hipótesis es que f ∈ M , no sólo que {σq | q ∈ A} ⊂ M o que
{σq | q ∈ A} ∈ M . Definimos

π =
⋃

q∈A

{(τ, r) | τ ∈ Dominio(σq) ∧ r ∈ P ∧ r ≤ q ∧ r � τ ∈ σq} ∈ MP.

Sea q ∈ A y veamos que q � π = σq. Tomamos un filtro genérico G tal que
q ∈ G y hemos de ver que πG = σqG.

Si a ∈ πG, entonces a = τG, con (τ, r) ∈ π ∧ r ∈ G. Por definición de
π existe q′ ∈ A tal que r ≤ q′ ∧ τ ∈ Dominio(σq′) ∧ r � τ ∈ σq′ . Como
r ∈ G, también q′ ∈ G. Tenemos que q y q′ están en A y en G, pero A es una
anticadena, luego ha de ser q = q′. Por lo tanto r � τ ∈ σq y aśı a = τG ∈ σqG.

Rećıprocamente, si a ∈ σqG entonces a = τG con τ ∈ Dominio(σq). Tenemos
τG ∈ σqG, luego existe un p ∈ G tal que p � τ ∈ σG. Sea r ∈ G tal que
r ≤ p ∧ r ≤ q. Entonces r � τ ∈ σq, luego (τ, r) ∈ π y a = τG ∈ πG. Esto nos
da la otra inclusión.

Teorema 4.38 Sea φ(σ, σ1, . . . , σn) una fórmula cuyas variables libres estén
entre las indicadas. Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M
un c.p.o., p ∈ P y σ1, . . . , σn ∈ MP. Entonces

p �
∨

x φ(x) ↔
∨

σ ∈ MP p � φ(σ).

2Una anticadena en un c.p.o. es un conjunto de condiciones incompatibles dos a dos.
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Demostración: Si
∨

σ ∈ MP p � φ(σ), dado un filtro genérico G tal que
p ∈ M , se cumple φM [G](σG), luego

∨
x ∈ M [G]φ(x). Aśı pues, p �

∨
x φ(x).

Supongamos ahora que p �
∨

x φ(x). Por el lema de Zorn en M existe un
conjunto A ∈ M tal que:

a) A es una anticadena en P,

b)
∧

q ∈ A(q ≤ p ∧
∨

σ ∈ MP q � φ(σ)),

c) A es maximal respecto a a) y b), es decir, no existe ningún B (en M) que
cumpla a) y b) y que contenga estrictamente a A.

Por el axioma de elección en M podemos construir una familia {σq}q∈A ∈ M
tal que

∧
q ∈ A(σq ∈ MP ∧ q � φ(σq)). Por el teorema anterior existe σ ∈ MP

tal que
∧

q ∈ A q � σ = σq. Aśı, si q ∈ A tenemos que q � φ(σq) ∧ σ = σq,
luego q � φ(σ).

Veamos que p � φ(σ). En caso contrario existe un r ≤ p tal que r � ¬φ(σ).
Como estamos suponiendo que p �

∨
x φ(x), por 4.29 existen q′ ≤ r y π ∈ MP

tales que q′ � φ(π).
Si q ∈ A tenemos que q � φ(σ) y q′ � ¬φ(σ) (pues q′ ≤ r), de donde q ⊥ q′

(una extensión común forzaŕıa a la vez φ(σ) y ¬φ(σ)). Por lo tanto q′ /∈ A y el
conjunto A ∪ {q′} contiene estrictamente a A y cumple las condiciones a) y b),
contradicción.





Caṕıtulo V

Cardinales en extensiones
genéricas

En este caṕıtulo demostraremos la independencia de la hipótesis del con-
tinuo, para lo cual construiremos extensiones genéricas en las que 2ℵ0 tome
cualquier valor razonable prefijado. A la hora de calcular el valor de 2ℵ0 en
una extensión genérica se nos plantea el problema de que los cardinales de la
extensión no tienen por qué ser los mismos que los del modelo base. En efecto,
en la prueba del teorema 4.35 construimos una extensión genérica en la que el
cardinal ℵ1 del modelo base pasaba a ser un ordinal numerable. Esto no tiene
nada de extraño: si M es un modelo numerable, debemos tener presente que
ℵM

1 no es más que un ordinal numerable, un ordinal que parece no numerable a
alguien que viva en M porque ninguna de las biyecciones entre él y ω pertenece
a M . Ahora bien, puede ocurrir que una extensión genérica M [G] śı contenga
una de estas biyecciones, con lo que ℵM

1 ya no pasará por cardinal en M [G]. No
obstante, es posible dar condiciones sobre un c.p.o. para que esto no suceda, de
modo que los cardinales de una extensión genérica sean los mismos que los del
modelo base. Nos ocupamos de ello en la primera sección.

5.1 Conservación de cardinales

Observemos que si M [G] es una extensión genérica de un modelo M de
ZFC, entonces todo cardinalM [G] es un cardinalM . En efecto, κ ∈ M es un
cardinalM [G] si es un ordinal y no existen biyecciones en M [G] entre κ y un
ordinal anterior. Si esto sucede, tampoco hay tales biyecciones en M , luego κ
es un cardinalM . El problema es garantizar el rećıproco.

Cuando un cardinalM continúa siendo un cardinal en M [G] se dice que se
conserva, mientras que si deja de serlo se dice que se colapsa. En estos términos,
lo que buscamos son condiciones sobre un c.p.o. que garanticen la conservación
de los cardinales en extensiones genéricas. Conviene introducir algunos concep-
tos más precisos:

111
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Definición 5.1 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un
c.p.o. y κ un cardinalM . Diremos que P conserva cardinales ≥ κ (≤ κ) si para
todo filtro genérico G y todo ordinal α ∈ M tal que α ≥ κ (α ≤ κ) se cumple
que

α es un cardinalM ↔ α es un cardinalM [G].

Según acabamos de comentar, la implicación ← se da siempre, luego la
conservación de cardinales equivale a que se dé la implicación →. Aśı mismo
es suficiente comprobarla para ordinales α > ω, pues ω y los números naturales
son cardinales en todo modelo transitivo.

Diremos que P conserva cardinales si esta implicación se cumple para todo
ordinal α ∈ M , es decir, si “ser un cardinal” es absoluto para M − M [G].

Diremos que P conserva cofinalidades ≥ κ (≤ κ) si para todo filtro genérico
G y todo ordinal ĺımite λ ∈ M tal que cfM λ ≥ κ (cfM λ ≤ κ) se cumple
cfM λ = cfM [G] λ.

Diremos que P conserva cofinalidades si esto se cumple para todo ordinal
ĺımite λ ∈ M , es decir, si cf λ es absoluto para M − M [G].

La conservación de cofinalidades y la conservación de cardinales están estre-
chamente relacionadas:

Teorema 5.2 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o. y κ un cardinalM . Entonces:

a) Si P conserva cofinalidades ≥ κ y κ es regularM , entonces P conserva
cardinales ≥ κ.

b) Si P conserva cofinalidades ≤ κ entonces P conserva cardinales ≤ κ.

c) Si P conserva cofinalidades entonces P conserva cardinales.

Demostración: Sea α un cardinalM , α ≥ κ, α > ω. Si α es regularM ,
entonces cfM α = α ≥ κ, luego cfM [G] α = cfM α = α y por lo tanto α es un
cardinal regularM [G].

Si α es singularM , como κ es regularM ha de ser α > κ. Tenemos que α es
un cardinal ĺımiteM , luego

∧
β(κ < β < α →

∨
µ(β < µ < α ∧ µ es regularM )),

pero κ < β < µ < α ∧ µ es regularM implica que κ ≤ µ = cfM µ, luego
por hipótesis cfM [G] µ = cfM µ = µ, luego µ es regularM [G]. Por consiguiente
tenemos que

∧
β(κ < β < α →

∨
µ(β < µ < α ∧ µ es un cardinalM [G])). Esto

implica que α es un cardinalM [G].

La prueba de b) es análoga.

c) Es consecuencia de a), pues conservar cofinalidades o cardinales es con-
servar cofinalidades o cardinales ≥ ℵM

1 .

En realidad para que un c.p.o. conserve cofinalidades basta con que cumpla
lo siguiente:
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Teorema 5.3 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un c.p.o.
y κ un cardinalM . Entonces P conserva cofinalidades ≥ κ (≤ κ) si y sólo si para
todo filtro genérico G y todo ordinal α ∈ M tal que α ≥ κ (α ≤ κ) se cumple

α regularM → α regularM [G].

Demostración: Sea λ ∈ M tal que cfM λ ≥ κ (≤ κ). Sea f ∈ M tal que
f : cfM λ −→ λ cofinal creciente. Entonces f ∈ M [G] y por [13.56] concluimos
que cfM [G] cfM λ = cfM [G] λ. Pero cfM λ es regularM , luego por hipótesis es
regularM [G], es decir, cfM [G] cfM λ = cfM λ, de donde cfM [G] λ = cfM λ.

Resulta natural preguntarse si es posible que un c.p.o. conserve cardinales
pero no conserve cofinalidades. Según el teorema anterior, para que esto ocurra
es necesario que un cardinal regularM pase a ser singularM [G]. En particular
será ĺımiteM [G] y, si el c.p.o. conserva cardinales, también será ĺımiteM . En
resumen, ha de haber un cardinal ĺımite regularM que pase a ser singular en
M [G]. Obviamente este cardinal no puede ser ℵ0, luego llegamos a que M ha de
contener un cardinal inaccesible. En otras palabras, en ausencia de cardinales
inaccesibles, conservar cardinales equivale a conservar cofinalidades.

Ahora ya podemos dar condiciones para que un c.p.o. conserve cardinales y
cofinalidades.

Definición 5.4 Una anticadena en un c.p.o. P es un conjunto de condiciones
incompatibles dos a dos. Si κ es un cardinal, se dice que P cumple la condición
de cadena κ (c.c.κ) si toda anticadena en P tiene cardinal menor que κ.

La c.c.ℵ1 se llama también condición de cadena numerable, pues equivale a
que toda anticadena sea numerable.

Vamos a probar que todo c.p.o. con la condición de cadena κ conserva co-
finalidades ≥ κ. Para ello nos basaremos en el siguiente resultado técnico, que
tiene interés y gran utilidad por śı mismo:

Teorema 5.5 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., A, B ∈ M y κ un cardinalM tal que (P cumple la c.c.κ)M . Sea G
un filtro genérico y f ∈ M [G] tal que f : A −→ B. Entonces existe una
aplicación F : A −→ (PB)M de modo que F ∈ M ,

∧
a ∈ A |F (a)|M < κ y∧

a ∈ A f(a) ∈ F (a).

Demostración: Sea τ ∈ MP tal que f = τG y sea F : A −→ (PB)M la
aplicación dada por

F (a) = {b ∈ B |
∨

p ∈ P p � (τ : Ǎ −→ B̌ ∧ τ(ǎ) = b̌)}.

Claramente F ∈ M . Sea a ∈ A y b = f(a). Aśı τG : A −→ B ∧ τG(a) = b,
luego existe un p ∈ G tal que p � (τ : Ǎ −→ B̌ ∧ τ(ǎ) = b̌), con lo que b ∈ F (a).

Por el axioma de elecciónM existe una función Q ∈ M tal que Q : F (a) −→ P
y para todo b ∈ F (a) se cumple Q(b) � (τ : Ǎ −→ B̌ ∧ τ(ǎ) = b̌).
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Si b, b′ ∈ F (a), b �= b′, entonces Q(b) ⊥ Q(b′), pues si existiera una extensión
común r ∈ P, existiŕıa un filtro genérico H con r ∈ H, y en M [H] se cumpliŕıa
que τH : A −→ B y b = τH(a) = b′, contradicción.

En particular Q es inyectiva y Q[F (a)] es una anticadena en P (en M). Por
lo tanto |F (a)|M = |Q[F (a)]|M < κ.

En definitiva, el teorema anterior afirma que una aplicación f en una ex-
tensión genérica (con dominio en el modelo base M) no puede, por regla ge-
neral, ser conocida desde M , pero śı puede ser “aproximada” por una función
multivaluada. La aproximación será mejor cuanto menor sea la condición de
cadena que cumple el c.p.o.

Teorema 5.6 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un c.p.o.
y κ un cardinal regularM tal que (P cumple la c.c.κ)M . Entonces P conserva
cofinalidades y cardinales ≥ κ. En particular, si (P cumple la c.c.n.)M entonces
P conserva cofinalidades y cardinales.

Demostración: Basta probar que P conserva cofinalidades ≥ κ. En caso
contrario existe un filtro genérico G y un cardinalM µ ≥ κ tal que µ es regularM

y singularM [G]. Sean entonces ω ≤ α < µ y f ∈ M [G] de modo que f : α −→ µ
cofinal. Por el teorema anterior existe F ∈ M de modo que F : α −→ (Pµ)M y∧

β < α |F (β)|M < κ ∧
∧

β < α f(β) ∈ F (β).

Sea S =
⋃

β<α

F (β). En M , el conjunto S es una unión de menos de κ

conjuntos de cardinal menor que κ. Por la regularidad de κ ha de ser |S|M < κ.
Ahora bien, para todo β < α tenemos que f(β) ∈ S, lo que implica que S no
está acotado en κ. Esto es una contradicción, pues un cardinal regular no puede
tener subconjuntos no acotados de cardinal menor que él mismo.

No todos los c.p.o.s que vamos a considerar cumplirán la condición de cadena
numerable, aśı que vamos a dar otro criterio que nos garantice que un c.p.o.
conserva cardinales y cofinalidades por debajo de un cardinal dado.

Definición 5.7 Sea κ un cardinal. Diremos que un c.p.o. P es κ-cerrado si para
todo ordinal α < κ y toda sucesión {pβ}β<α decreciente en P (es decir, tal que
β < γ < α → pγ ≤ pβ) se cumple que

∨
q ∈ P

∧
β < α q ≤ pβ .

Vamos a probar que los c.p.o.s κ-cerrados conservan cofinalidades y cardi-
nales ≤ κ. Al igual que en el caso de la condición de cadena κ, demostraremos
primero un resultado técnico de interés en śı mismo.

Teorema 5.8 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un c.p.o.
y κ un cardinalM tal que (P es κ-cerrado)M . Sea G un filtro genérico y supon-
gamos que B ∈ M [G] cumple B ⊂ M y |B|M [G] < κ. Entonces B ∈ M .

Demostración: Sea α = |B|M [G] < κ, sea f ∈ M [G] tal que f : α −→ B
biyectiva. Por el teorema 4.36 existe un A ∈ M tal que f : α −→ A. Es
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suficiente probar que f ∈ M , pues entonces también estará en M su rango B.
Llamemos K = (Aα)M = Aα ∩ M . Hemos de probar que f ∈ K. En caso
contrario, si f = τG, existe p ∈ G tal que p � (τ : α̌ −→ Ǎ ∧ τ /∈ Ǩ).

Vamos a ver que existen sucesiones {pη}η≤α y {zη}η<α en M tales que

a) pη ∈ P ∧ zη ∈ A,

b) p0 = p,

c)
∧

εη(ε ≤ η ≤ α → pη ≤ pε),

d) pη+1 � τ(η̌) = žη.

En efecto, por recurrencia y usando el axioma de elecciónM podemos cons-
truirlas como sigue:

Tomamos p0 = p y supuestos definidos {pη}η≤β y {zη}η<β para un β < α
de modo que se cumplan las condiciones anteriores, entonces pβ ≤ p0 = p, luego
pβ � τ : α̌ −→ Ǎ, luego pβ �

∨
x ∈ Ǎ τ(β̌) = x. Por 4.29 k) existen una

condición pβ+1 ≤ pβ y un zβ ∈ A tales que pβ+1 � τ(β̌) = žβ .
Supuestos definidos {pη}η<λ y {zη}η<λ para un ordinal ĺımite λ < α, como

P es κ-cerradoM existe una condición pλ ∈ P tal que pλ ≤ pη para todo η < λ,
y entonces {pη}η≤λ y {zη}η<λ cumplen todas las condiciones.

Sea g = {zη}η<α ∈ M . Tenemos que g ∈ K. Sea H un filtro genérico tal que
pα ∈ H (con lo que

∧
η ≤ α pη ∈ H). Por la propiedad c),

∧
η < α τH(η) = zη,

luego τH = g ∈ K, cuando por otra parte p0 � τ /∈ Ǩ, contradicción.

De este modo, en una extensión por un c.p.o. κ-cerrado no aparecen nuevos
subconjuntos de un conjunto dado con cardinal menor que κ. Con esto es fácil
probar que ningún cardinal menor que κ puede colapsarse:

Teorema 5.9 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un c.p.o.
y κ un cardinalM tal que (P es κ-cerrado)M . Entonces P conserva cofinalidades
y cardinales ≤ κ.

Demostración: Basta probar que P conserva cofinalidades ≤ κ. Si no
fuera aśı, por 5.3 existiŕıa un filtro genérico G y un ordinal µ ≤ κ de modo que
µ es regularM pero es singularM [G]. Sea α < µ y f ∈ M [G] tal que f : α −→ µ
cofinal. Claramente |f |M [G] = |α|M [G] ≤ α < κ, luego por el teorema anterior
f ∈ M , en contradicción con que µ es regularM .

Terminamos la sección con el siguiente teorema, cuya prueba es inmediata:

Teorema 5.10 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un
c.p.o. que conserve cardinales y G un filtro genérico. Entonces, los términos
α+ y ℵα son absolutos para M − M [G], es decir, para todo ordinal α < ΩM se
cumple (α+)M = (α+)M [G] y ℵM

α = ℵM [G]
α .
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5.2 Familias cuasidisjuntas

Intercalamos aqúı la demostración de un principio combinatorio que nos hará
falta en la sección siguiente:

Definición 5.11 Un conjunto A es una familia cuasidisjunta o un sistema ∆
de ráız r si

∧
xy ∈ A(x �= y → x ∩ y = r). Se admite que r sea vaćıo, en cuyo

caso los elementos de A son disjuntos dos a dos.

Teorema 5.12 (Lema de los sistemas ∆) Sea κ un cardinal infinito, µ > κ
un cardinal regular tal que

∧
α < µ |α<κ| < µ y sea A un conjunto tal que

|A| ≥ µ y
∧

x ∈ A |x| < κ. Entonces existe una familia cuasidisjunta B ⊂ A
tal que |B| = µ. En particular, toda familia no numerable de conjuntos finitos
posee una subfamilia cuasidisjunta no numerable.

Demostración: Tomando un subconjunto si es necesario, podemos suponer
que |A| = µ. Se cumple que∣∣∣ ⋃

x∈A

x
∣∣∣ ≤ ∑

x∈A

|x| ≤ ∑
x∈A

κ = µ · κ = µ.

Como obviamente no importa cuáles sean los elementos de los elementos de
A, no perdemos generalidad si suponemos que son ordinales. Más aún, podemos
suponer que

⋃
x∈A

x ⊂ µ.

Si x ∈ A, tenemos que |x| < κ, luego ord x < κ. Podemos descomponer

A =
⋃

α<κ
{x ∈ A | ord x = α}.

Como |A| = µ es regular y κ < µ, es necesario que uno de los conjuntos
que aparecen en la unión tenga cardinal µ, es decir, existe un ordinal ρ < κ tal
que el conjunto {x ∈ A | ord x = ρ} tiene cardinal µ. Quedándonos con este
subconjunto podemos suponer que

∧
x ∈ A ord x = ρ.

Para cada α < µ consideremos el conjunto {x ∈ A | x ⊂ α}. A cada uno
de sus elementos x le podemos asignar una biyección g : |x| −→ x, que será un
elemento de α<κ. Esto nos da una aplicación inyectiva, de modo que

|{x ∈ A | x ⊂ α}| ≤ |α<κ| < µ.

Aśı pues, existe al menos un x ∈ A que no está contenido en α. Equivalen-
temente, el conjunto

⋃
x∈A

x no está acotado en µ, luego tiene cardinal µ.

Para cada x ∈ A sea fx : ρ −→ x la semejanza. Escribiremos x(ξ) = fx(ξ),
de modo que x = {x(ξ) | ξ < ρ}. Como la unión⋃

x∈A

x =
⋃

ξ<ρ

{x(ξ) | x ∈ A}

tiene cardinal µ, alguno de los conjuntos de la derecha tiene que tener también
cardinal µ. Llamemos ξ0 al menor ordinal (quizá igual a 0) tal que

|{x(ξ0) | x ∈ A}| = µ.
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La situación es la siguiente:

...
...

...
x(ξ0) y(ξ0) z(ξ0)

ρ
...

...
...

x(1) y(1) z(1)
x(0) y(0) z(0)

A

Cada elemento de A es un conjunto x = {x(0), x(1), . . . , x(ξ0), . . .}, donde los
x(ξ) son ordinales distintos dos a dos (de hecho, si η < ξ entonces x(η) < x(ξ)),
pero dos conjuntos x e y pueden tener elementos en común. Por ejemplo, podŕıa
darse el caso de que x(0) fuera el mismo ordinal para todo x ∈ A. La fila ξ0 del
esquema anterior es la primera fila en la que aparecen µ ordinales distintos. Sea

α0 =
⋃

x∈A
η<ξ0

x(η) + 1.

Notemos que si η < ξ0 entonces el conjunto {x(η) | x(η) + 1 | x ∈ A} está
acotado en µ, luego

⋃
x∈A

{x(η) + 1 | x ∈ A} ∈ µ. Por consiguiente α0 es el

supremo de un conjunto de ξ0 ordinales menores que µ. Como µ es regular ha
de ser α0 < µ. De este modo, si η < ξ0 y x ∈ A, entonces x(η) < α0, es decir,
todos los ordinales que aparecen antes de la fila ξ0 son menores que α0.

Para cada x ∈ A, llamemos x̄ ∈ µ a su supremo. Podemos definir recurren-
temente una sucesión {xα}α<µ de elementos de A de modo que∧

α < µ xα(ξ0) > α0 ∪ ⋃
β<α

x̄β .

En particular, cada xα es distinto de los anteriores, luego tenemos µ elemen-
tos distintos. Eliminando los restantes, podemos suponer que A = {xα | α < µ}.

...
...

...
x0(ξ0) x1(ξ0) · · · xα(ξ0) · · ·

ρ
...

...
...

x0(1) x1(1) · · · xα(1) · · ·
x0(0) x1(0) · · · xα(0) · · ·

A

Ahora, si x, y ∈ A son distintos, se cumple que x ∩ y ⊂ α0, pues si x = xα,
y = yβ , para α < β < µ, entonces y(ξ0) > α0 ∪ x̄, luego los elementos comunes
a x e y han de ser de la forma y(δ), con δ < ξ0, luego son todos menores que
α0.

Para cada x ∈ [α0]<κ (representamos aśı el conjunto de los subconjuntos de
α0 de cardinal menor que κ) escogemos una biyección g : |x| −→ x, de modo que
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tenemos una aplicación inyectiva de [α0]<κ en α<κ
0 . Aśı, |[α0]<κ| < |α<κ

0 | < µ
(por hipótesis). En resumen, α0 tiene menos de µ subconjuntos de cardinal
menor que κ. Descomponemos

A =
⋃

r∈[α0]<κ

{x ∈ A | x ∩ α0 = r}.

Aplicando una vez más la regularidad de µ concluimos que existe un r ⊂ α0

tal que el conjunto B = {x ∈ A | x ∩ α0 = r} tiene cardinal µ. Ciertamente B
es la familia cuasidisjunta que buscábamos, pues si x, y ∈ B, x �= y, sabemos
que x ∩ y ⊂ α0, luego

x ∩ y = x ∩ y ∩ α0 = (x ∩ α0) ∩ (y ∩ α0) = r ∩ r = r.

5.3 Extensiones con funciones parciales

Hasta ahora hemos visto únicamente dos ejemplos concretos de c.p.o.s, y
ambos eran conjuntos de funciones parciales de un conjunto en otro. En esta
sección estudiaremos con detalle este tipo de c.p.o.s y veremos que son suficientes
para probar la consistencia de una gran variedad de afirmaciones.

Definición 5.13 Sea κ un cardinal infinito y sean I, J conjuntos tales que
κ ≤ |I| y 2 ≤ |J |. Definimos

Fn(I, J, κ) = {p | p ⊂ I × J ∧ p es una función ∧ |p| < κ}.

Consideramos en Fn(I, J, κ) el orden parcial dado por p ≤ q ↔ q ⊂ p. De este
modo Fn(I, J, κ) es un c.p.o. con máximo 1l = ∅. Claramente es no atómico.

Teorema 5.14 Sea κ un cardinal infinito y sean I, J conjuntos tales que κ ≤ |I|
y 2 ≤ |J |. Entonces Fn(I, J, κ) cumple la c.c.(|J |<κ)+.

Demostración: Sea µ = (|J |<κ)+ y supongamos que {pα}α<µ es una
anticadena en Fn(I, J, κ). Supongamos primero que κ es regular. Entonces si
α < µ se cumple que |α| ≤ |J |<κ, luego |α<κ| = |α|<κ ≤ (|J |<κ)<κ = |J |<κ < µ
(donde hemos usado [14.11]).

Tenemos, por tanto, que
∧

α < µ |α<κ| < µ, por lo que κ y µ cumplen
las hipótesis del lema de los sistemas ∆. Sea Dα = Dominio(pα). La familia
A = {Dα}α<µ tiene cardinal µ, pues {pα|α < µ} ⊂ ⋃

x∈A

Jx, luego la unión

tiene cardinal µ, mientras que para todo x ∈ A se cumple que |x| < κ, luego
|Jx| ≤ |J<κ| < µ. Esto obliga a que |A| = µ.

Por el lema de los sistemas ∆ existe un x ⊂ µ tal que {Dα}α∈x tiene cardinal
µ y es una familia cuasidisjunta de ráız r. Sea B = {pα}α∈x.

Se cumple que B ⊂ ⋃
u∈Jr

{x ∈ B | x|r = u}. Como |Jr| ≤ |J |<κ < µ y µ es

regular, ha de existir un u ∈ Jr tal que |{x ∈ B | x|r = u}| = µ. En particular
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existen al menos dos elementos distintos x, y ∈ B tales que x|r = y|r = u.
Ahora bien, r es precisamente la intersección de los dominios de x e y, pues
ambos están en B, y como x e y coinciden en su dominio común admiten como
extensión la condición x ∪ y, en contradicción con que ambos pertenecen a la
anticadena de partida, luego debeŕıan ser incompatibles.

Supongamos ahora que κ es singular. Entonces

{pα|α < µ} ⊂ ⋃
ν<κ

{pα | α < µ ∧ |pα| < ν+}.

Como µ es regular, existe un ν < κ tal que {pα | α < µ ∧ |pα| < ν+} tiene
cardinal µ, y es una anticadena de cardinal mayor o igual que (|J |<ν+

)+ en
Fn(I, J, ν+), en contradicción con el caso ya probado.

No es dif́ıcil probar que Fn(I, J, κ) tiene anticadenas de cardinal |J |<κ, por
lo que el teorema anterior no puede mejorarse. Por otra parte tenemos:

Teorema 5.15 Sean I, J conjuntos y κ un cardinal regular tal que κ ≤ |I| y
2 ≤ |J |. Entonces Fn(I, J, κ) es κ-cerrado.

Demostración: Sea α < κ y {pβ}una sucesión decreciente en Fn(I, J, κ).
Sea q =

⋃
β<α

bβ . Claramente q es una función y q ⊂ I × J . Como κ es regular

|q| < κ. Por lo tanto q ∈ Fn(I, J, κ) y claramente
∧

β < α q ≤ qβ .

Ahora podemos aplicar los resultados que conocemos sobre conservación de
cardinales:

Teorema 5.16 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sean I, J ∈ M
y κ un cardinal regularM de modo que 2 ≤ |J | y κ ≤ |I|M . Sea P = Fn(I, J, κ)M .

a) P conserva cardinales y cofinalidades ≤ κ,

b) Si se cumple (|J | ≤ 2<κ)M , entonces P conserva cardinales y cofinalidades
≥ ((2<κ)+)M ,

c) Si se cumple (|J | ≤ κ ∧ 2<κ = κ)M , entonces P conserva cardinales y
cofinalidades.

Demostración: a) y b) son aplicaciones inmediatas de 5.6 y 5.9 y los dos
teoremas anteriores. Para el apartado b) observamos que (en M) se cumple que
|J |<κ ≤ (2<κ)<κ = 2<κ ≤ |J |<κ, luego |J |<κ = 2<κ y tenemos que P cumple la
condición de cadena (2<κ)+.

En el caso c) tenemos por a) y b) que P conserva cardinales y cofinalidades
≤ κ y ≥ (κ+)M , luego conserva cardinales y cofinalidades.

En resumen, las condiciones que han de darse para que el c.p.o. Fn(I, J, κ)M

conserve cardinales y cofinalidades son que en M :

2 ≤ |J | ≤ κ = 2<κ ≤ |I|.
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La condición κ = 2<κ se da, por ejemplo, si se cumple la hipótesis del
continuo generalizada bajo κ, es decir, si 2µ = µ+ para todo cardinal infinito
µ < κ.

Ahora estamos en condiciones de estudiar la función del continuo en una
extensión genérica respecto a un preorden de funciones parciales. El hecho
básico es que si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P = Fn(I, J, κ)M

y G es un filtro P-genérico sobre M , entonces

fG =
⋃

p∈G

p ∈ M [G]

cumple que fG : I −→ J , pues para cada i ∈ I el conjunto

Di = {p ∈ P |
∨

j ∈ J (i, j) ∈ p} ∈ M

es denso en P, luego G ∩ Di �= ∅ y esto se traduce en que fG está definida en i.
Ya hemos usado esto en varias ocasiones, pero el argumento se puede refinar.

En efecto, supongamos ahora que P = Fn(α × κ, 2, κ)M , donde α ∈ M es
un ordinal y κ es un cardinalM infinito. En principio tenemos una función
fG : α × κ −→ 2, a partir de la cual podemos definir, para cada β < α, la
función fβ : κ −→ 2 dada por fβ(δ) = fG(β, δ). Sucede que las funciones fβ

están obviamente en M [G] y son distintas dos a dos, pues si β < γ < α, entonces
el conjunto

Dβγ = {p ∈ P |
∨

δ ∈ κ((β, δ), (γ, δ) ∈ Dominio(p) ∧ p(β, δ) �= p(γ, δ))} ∈ M

es denso en P, luego corta a G y eso se traduce en que existe un δ < κ tal que
fβ(δ) �= fγ(δ).

Aśı pues, la aplicación F : α −→ (κ2)M [G] dada por F (β) = fβ es inyectiva
y claramente F ∈ M [G]. Esto prueba que (|α| ≤ 2κ)M [G].

A partir de aqúı es fácil construir modelos de ZFC en los que, por ejemplo,
2ℵ0 ≥ ℵ5, con lo que tenemos probada la independencia de la hipótesis del
continuo. No damos los detalles ahora porque dentro de poco estaremos en
condiciones de calcular exactamente la función del continuo en una extensión
como la que acabamos de considerar. De momento añadamos tan sólo que si
llamamosQ = Fn(κ, 2, κ)M , entonces las funciones fβ anteriores sonQ-genéricas
sobre M , en el sentido de que Gβ = {q ∈ Q | q ⊂ fβ} es un filtro Q-genérico
sobre M y obviamente fβ =

⋃
q∈Gβ

q.

Por consiguiente, podemos decir que los conjuntos aβ = f−1
β [{1}] son sub-

conjuntos genéricos de κ, y por ello es habitual referirse a Fn(α × κ, 2, κ) como
“el c.p.o. que añade α subconjuntos genéricos de κ”. La extensión M [G] es “la
extensión de M que resulta de añadir α subconjuntos genéricos de κ”.

Ahora necesitamos cotas superiores para el número de subconjuntos de un
cardinal dado en una extensión genérica. Para ello hemos de hacer ciertas
cuentas, la primera y más elemental de las cuales es la siguiente:



5.3. Extensiones con funciones parciales 121

Teorema 5.17 Sea I un conjunto y κ un cardinal, de modo que ℵ0 ≤ κ ≤ |I|.
Sea P = Fn(I, 2, κ). Entonces |P| = |I|<κ ≤ |I|κ.

Demostración: Para cada cardinal µ < κ, el número de subconjuntos de
I de cardinal µ es |I|µ y, para cada uno de estos subconjuntos, el número de
aplicaciones de él en 2 es 2µ, luego en total hay |I|µ2µ = |I|µ condiciones con
dominio de cardinal µ. El número total de condiciones será

|P| =
∑

µ<κ
|I|µ = |I|<κ ≤ ∑

µ<κ
|I|κ = κ · |I|κ = |I|κ.

La idea básica es que para contar conjuntos hemos de contar nombres posi-
bles, y para contar nombres hemos de contar las condiciones. De hecho bastará
contar nombres de cierto tipo especial:

Definición 5.18 Sea P un c.p.o. y sean σ, τ dos P-nombres. Diremos que τ es
un buen nombre para un subconjunto de σ si para cada π ∈ Dominio(σ) existe
una anticadena Aπ de P tal que

τ =
⋃
π
{π} × Aπ,

es decir, si Dominio(τ) ⊂ Dominio(σ) y cada π ∈ Dominio(τ) aparece acompa-
ñado de condiciones incompatibles dos a dos.

Claramente, si P cumple la c.c.κ entonces tiene a lo sumo |P|<κ anticadenas,
y habrá tantos buenos nombres para subconjuntos de σ como asignaciones po-
sibles π �→ Aπ, es decir, el número de buenos nombres para subconjuntos de σ
es a lo sumo

(|P|<κ)|Dominio(σ)|. (5.1)

En particular los buenos nombres para subconjuntos de σ forman un con-
junto (mientras que los nombres posibles en general para un subconjunto de σ
forman una clase propia).

Seguidamente demostramos que todo subconjunto de σG en una extensión
genérica arbitraria puede nombrarse con un buen nombre para un subconjunto
de σ. Aśı pues, el conjunto de los buenos nombres para subconjuntos de σ
ejerce la misma función que el conjunto de nombres S que considerábamos en la
demostración de que M [G] cumple el axioma de partes, con la diferencia de que
es un conjunto mucho más reducido, con lo que su cardinal nos proporcionará
cotas finas de la función del continuo.

Teorema 5.19 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M
un c.p.o. y σ, µ ∈ MP. Entonces existe un buen nombreM τ ∈ MP para un
subconjunto de σ tal que

1l � (µ ⊂ σ → µ = τ).
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Demostración: Sea D = Dominio(σ). Usando el lema de Zorn y el axioma
de elección en M definimos una sucesión {Aπ}π∈D ∈ M tal que para cada π ∈ D
el conjunto Aπ cumpla:

a) Aπ es una anticadena en P.

b)
∧

p ∈ Aπ p � π ∈ µ.

c) Aπ es maximal para a) y b) (respecto a la inclusión).

Definimos
τ =

⋃
π∈D

{π} × Aπ ∈ M,

que claramente es un buen nombre para un subconjunto de σ. Hemos de probar
que cumple lo pedido.

Sea G un filtro genérico y supongamos que µG ⊂ σG. Sea a ∈ µG. Entonces
a = πG, con π ∈ D. No puede ser Aπ ∩ G = ∅, pues entonces, por 4.8 existiŕıa
un q ∈ G incompatible con todos los elementos de Aπ. Pasando a una extensión,
podemos tomarlo de modo que q � π ∈ µ, con lo que Aπ ∪ {q} contradice la
maximalidad de Aπ. Aśı pues, existe p ∈ Aπ ∩ G, y entonces (π, p) ∈ τ , luego
a = πG ∈ τG.

Rećıprocamente, si a = τG, entonces a = πG, con (π, p) ∈ τ y p ∈ G.
Entonces p ∈ Aπ, luego p � π ∈ µ, luego a = πG ∈ µG.

Hemos probado que µG = τG, luego µG ⊂ σG → µG = τG.

En particular, este teorema nos da la siguiente estimación de la función del
continuo:

Teorema 5.20 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., σ ∈ MP y κ un cardinalM tal que, en M , el conjunto de buenos nombres
para subconjuntos de σ tenga cardinal ≤ κ. Sea G un filtro P-genérico sobre M .
Entonces en M [G] se cumple que 2|σG| ≤ |κ|.

Demostración: Sea {τα}α<κ ∈ M una enumeración de los buenos nombres
para subconjuntos de σ en M . Sea π = {(p.o.(α̌, τα), 1l) | α < κ} ∈ MP y sea
f = πG ∈ M [G].

Claramente f es una aplicación de dominio κ y
∧

α < κ f(α) = ταG. Si
x ∈ (PσG)M [G], entonces x = µG, para cierto µ ∈ MP. Por el teorema anterior
existe α < κ tal que

1l � (µ ⊂ σ → µ = τα).

Puesto que µG ⊂ σG, de hecho x = µG = ταG = f(α). Aśı pues, (PσG)M [G]

está contenido en el rango de f y aśı, en M [G], se cumple 2|σG| = |PσG| ≤ |κ|.

Ahora ya podemos probar:
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Teorema 5.21 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y, en M , sean
κ, µ y ν cardinales que cumplan κ < µ, κ regular, 2<κ = κ, µκ = µ. Sea
P = Fn(µ × κ, 2, κ)M y sea G un filtro P-genérico sobre M . Alternativamente,
sea µ un cardinal infinito arbitrario, κ = ω y P = Fn(µ × ω, 2, ω). Entonces M
y M [G] tienen los mismos cardinales y cofinalidades, y además

(2ν)M [G] =

 (2ν)M si ν < κ,
(µν)M si κ ≤ ν,
(2ν)M si µ ≤ ν.

Demostración: Por 5.16 tenemos que P conserva cardinales y cofinalidades
(bajo las dos hipótesis alternativas). Como P es κ-cerradoM , el teorema 5.8 nos
da que si ν < κ entonces (Pν)M = (Pν)M [G], de donde (2ν)M = (2ν)M [G] (una
biyección en M de (Pν)M con un cardinal es también una biyección en M [G]
de (Pν)M [G] con un cardinal).

Supongamos ahora que κ ≤ ν. Según hemos visto tras 5.16, se cumple
(µ ≤ 2κ)M [G]. Por consiguiente,

(µν)M [G] ≤ ((2κ)ν)M [G] = (2ν)M [G].

Por otra parte,

(νµ)M = νµ ∩ M ⊂ νµ ∩ M [G] = (νµ)M [G],

luego (µν)M ≤ (µν)M [G] ≤ (2ν)M [G].

Para probar la otra desigualdad vamos a contar los buenos nombres para
subconjuntos de ν̌ en M . Según 5.17 tenemos que |P|M = (µ<κ)M ≤ (µκ)M = µ,
por hipótesis (y en el caso κ = ω también es claro que (µ<κ)M = µ). Por 5.14
sabemos que P cumple la condición de cadena κ+ en M , luego el número de
buenos nombres para subconjuntos de ν̌ en M es a lo sumo

((|P|<κ+
)|Dominio(ν̌)|)M ≤ ((µκ)ν)M = (µν)M .

Según el teorema anterior, (2ν)M [G] ≤ (µν)M , luego tenemos la igualdad
(2ν)M [G] = (µν)M . En particular, si µ ≤ ν queda (2ν)M [G] ≤ (2ν)M .

Aśı, en las hipótesis del teorema anterior, el c.p.o. P altera únicamente la
función del continuo de M en el intervalo κ–µ. Concretamente convierte en 2ν

a lo que en M era µν . En particular (2κ)M [G] = (µκ)M = µ. Veamos algunos
casos particulares.

Teorema 5.22 Si ZFC es consistente, también lo es ZFC más la hipótesis del
continuo generalizada más V �= L (concretamente, es consistente que existan
subconjuntos no constructibles de ω).

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L y
sea P = Fn(ω × ω, 2, ω). Sea G un filtro genérico. Por el teorema anterior M y
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M [G] tienen los mismos cardinales y cofinalidades y como M cumple la HCG,
si ν es un cardinal infinitoM [G], tenemos que

(2ν)M [G] = (ων)M = (2ν)M = (ν+)M = (ν+)M [G],

luego M [G] cumple también la HCG. La función genérica fG : ω × ω −→ 2
determina un subconjunto genérico de ω × ω (que en particular no está en M).
A partir de una biyección (en M) entre ω y ω × ω obtenemos fácilmente un
subconjunto de ω en M [G] que no está en M , con lo que no es constructible en
M [G].

Equivalentemente, hemos probado que el axioma de constructibilidad no
puede demostrarse ni siquiera suponiendo la hipótesis del continuo generalizada.

Teorema 5.23 Si ZFC es consistente también lo es la teoŕıa que resulta de
añadir como axioma 2ℵ0 = ℵ2, o bien 2ℵ0 = ℵ5, o bien 2ℵ0 = ℵω+1, o 2ℵ0 = ℵω1

o, en general, cualquier axioma que identifique a 2ℵ0 con cualquier cardinal de
cofinalidad no numerable.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L.
Sea κ un cardinalM de cofinalidad no numerable (en M). Para los ejemplos del
enunciado tomaŕıamos κ = ℵM

2 , o bien κ = ℵM
5 , etc. Sea P = Fn(κ × ω, 2, ω) y

sea G un filtro P-genérico sobre M . Ciertamente (2<ℵ0 = ℵ0)M y por la HCGM

se cumple (κℵ0 = κ)M (aqúı usamos que κ tiene cofinalidad no numerable). El
teorema 5.21 nos da entonces que (2ℵ0)M [G] = (κℵ0)M = κ.

Ejemplo Si usamos P = Fn(ω2 × ω, 2,ℵ0)M a partir de un modelo M que
cumpla la HCG obtenemos un modelo en el que

2ℵ0 = 2ℵ1 = ℵ2 ∧
∧

α > 1 2ℵα = ℵα+1.

Las comprobaciones son todas rutinarias: La hipótesis 2<κ = κ de 5.21 se
cumple siempre que partamos de un modelo con la HCG. La hipótesis µκ = µ
es en nuestro caso ℵℵ0

2 = ℵ2, que se cumple (en M) también por la HCG. Por
5.21 tenemos, pues, que

(2ℵ1)M [G] = (ℵℵ1
2 )M = ℵM

2 = ℵM [G]
2 .

Similarmente (2ℵ0)M [G] = ℵM [G]
2 y si α > 1 es un ordinal en M , entonces

(2ℵα)M [G] = (ℵℵα
2 )M = (2ℵα)M = ℵM

α+1 = ℵM [G]
α+1 .

Ejemplo Si usamos Fn(ωω+1 × ω, 2,ℵ0)M obtenemos la consistencia de∧
n < ω 2ℵn = ℵω+1 ∧

∧
α ≥ ω 2ℵα = ℵα+1.
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Ejemplo Si usamos Fn(ωω8 × ω3, 2,ℵ3) obtenemos la consistencia de

2ℵ0 = ℵ1 ∧ 2ℵ1=ℵ2 ∧ 2ℵ2 = ℵ3 ∧ 2ℵ3 = ℵ8 ∧ · · · ∧ 2ℵ7 = ℵ8 ∧∧
α(8 ≤ α ≤ ω8 → 2ℵα = ℵω8+1) ∧

∧
α(ω8 ≤ α → 2ℵα = ℵα+1).

El caso totalmente general (tomando P = Fn(µ × κ, 2, κ) con κ < cf µ) es:

ω κ cf µ µ

µ
µ+

HCG

HCG

Si es consistente que exista un cardinal inaccesible, también lo es que sea
precisamente 2ℵ0 . En particular es consistente que exista un cardinal débilmente
inaccesible que no sea fuertemente inaccesible.

Teorema 5.24 Las teoŕıas siguientes son equiconsistentes:

a) ZFC+
∨

κ κ es inaccesible.

b) ZFC+HCG+
∨

κ κ es inaccesible.

c) ZFC+2ℵ0 es inaccesible.

d) ZFC+
∨

κ < 2ℵ0 κ inaccesible.

Demostración: Es claro que la consistencia de b), c) o d) implica la de
a). La consistencia de a) implica la de b) porque en a) se prueba que L es un
modelo de b) (ver la demostración de 3.22). Falta ver que la consistencia de
b) implica la de c) y la de d). Trabajando en b), el teorema de reflexión nos
da un modelo transitivo numerable M de b). Sea κ un cardinal (fuertemente)
inaccesibleM y sea µ = κ para probar la consistencia de c) o µ = (κ+)M para d).
Tomamos P = Fn(µ × ω, 1,ℵ0) y un filtro genérico G, con el que construimos
la extensión genérica M [G]. Por 5.16 tenemos que P conserva cardinales y
cofinalidades. Como los cardinales en M siguen siendo cardinales en M [G],
tenemos que κ sigue siendo un cardinal ĺımite en M [G] y, como las cofinalidades
son las mismas, sigue siendo regular. Aśı pues κ es (débilmente) inaccesibleM [G].
Por 5.21 tenemos que en M [G] se cumple además 2ℵ0 = µ, luego M [G] es un
modelo de c) o d).

Ahora vamos a dar el mejor resultado que podemos probar acerca de la
función del continuo mediante las técnicas con las que contamos de momento.
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Teorema 5.25 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L. Sea
n ∈ ω y sean κ1 < · · · < κn cardinales regularesM y µ1 ≤ · · · ≤ µn cardinalesM

de manera que κi < cfM µi para cada i = 1, . . . , n. Entonces existe un modelo
transitivo numerable N de ZFC tal que M ⊂ N , los cardinales de N son los
mismos que los de N y (2κi = µi)N para todo i = 1, . . . , n.

Demostración: En M se cumple 2<κn = κn y µκn
n = µn por la HCG

(ver [14.14], aqúı usamos la hipótesis sobre las cofinalidades). Aśı, si tomamos
P1 = Fn(µn × κn, 2, κn)M y formamos una extensión genérica N1 = M [G1], el
teorema 5.21 nos da que N1 tiene los mismos cardinales y cofinalidades que M ,
aśı como que (2κn = µn)N1 y para todo cardinal infinitoM ν < κn se cumple
(2ν = ν+)N1 .

Similarmente definimos P2 = Fn(µn−1×κn−1, 2, κn−1)N1 y formamos una ex-
tensión genérica N2 = N1[G2], luego tomamos P3 = Fn(µn−2×κn−2, 2, κn−2)N2

y formamos una extensión genérica N3 = N2[G3], etc.
Supongamos que la extensión Ni cumple

a) Los cardinales y las cofinalidades de Ni son iguales que en M .

b) 2κj = µj para j = n − i + 1, . . . , n,

c) 2ν = ν+ para todo cardinal infinitoM ν < κn−i+1 (y aśı 2<κn−i = κn−i).

Entonces (µκn−i

n−i )Ni = (µκn−i

n−i )M = µn−i. La primera igualdad se debe a
que cada Pj es κn−j+1-cerradoNj−1 y κn−i < κn−j+1, para j = 1, . . . , i. En la
segunda igualdad usamos que M cumple la HCG. Además κn−i es regular en
Ni (porque lo es en M), luego podemos aplicar el teorema 5.21 para concluir
que Ni+1 cumple a) y c), aśı como que 2κn−i = µn−i. Falta probar que si
j = n − i + 1, . . . , n entonces también (2κj = µj)Ni+1 .

Claramente (2κj )Ni+1 ≥ (2κj )Ni = µj . Por 5.21 tenemos también que

(2κj )Ni+1 = (µκj

n−i)
Ni ≤ (µκj

j )Ni = ((2κj )κj )Ni = (2κj )Ni = µi,

luego, efectivamente, Ni+1 cumple b). La extensión N = Nn cumple el teorema.

Ejemplo Si ZFC es consistente, también lo es ZFC más el axioma

2ℵ0 = ℵ1 ∧ 2ℵ1 = 2ℵ2 = ℵ7 ∧ 2ℵ3 = ℵω+15.

En general, es consistente cualquier axioma que determine la función del
continuo sobre un número finito de cardinales regulares sin más restricción que
la monotońıa (no estricta) y el teorema de König [14.6].

Ahora es natural preguntarse si es posible obtener un resultado similar al
teorema anterior pero que sea válido para infinitos cardinales no necesariamente
regulares. El argumento que hemos empleado no funciona con infinitos cardi-
nales porque es necesario empezar modificando la función del continuo sobre
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el mayor de ellos κn e ir descendiendo. Sólo aśı conservamos la HCG bajo el
siguiente cardinal a modificar en cada paso, lo cual a su vez es necesario para
poder aplicar 5.21. No obstante en el caṕıtulo siguiente dispondremos de un
nuevo argumento que nos permitirá tratar con infinitos cardinales regulares. La
cuestión sobre la hipótesis de regularidad es mucho más compleja. Volveremos
sobre ella más adelante.

5.4 Colapso de cardinales

En todos los ejemplos de la sección anterior ha sido fundamental garantizar
la conservación de todos los cardinales del modelo de partida. Sin embargo,
también puede obtenerse resultados interesantes colapsando cardinales. El teo-
rema siguiente es especialmente notable porque no requiere ninguna hipótesis
sobre la aritmética del modelo base.

Teorema 5.26 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ un car-
dinal no numerableM y P = Fn(κ, 2,ℵ1)M . Si G es un filtro genérico, entonces
M [G] cumple 2ℵ0 = ℵ1.

Demostración: Como P es ℵ1-cerradoM , el teorema 5.9 nos da que P
conserva cardinales ≤ ℵM

1 , con lo que ℵM [G]
1 = ℵM

1 . Por otra parte 5.8 implica
que (ω2)M [G] = (ω2)M . Basta construir una aplicación F : ℵM

1 −→ (ω2)M

suprayectiva que esté en M [G], pues entonces (|ω2| ≤ ℵ1)M [G].
Sea fG : κ −→ 2 la función genérica. Definimos F (α)(n) = fG(α + n). Para

probar la suprayectividad tomamos h ∈ (ω2)M . El conjunto

Dh = {p ∈ P |
∨

α < ℵM
1

∧
n ∈ ω(α + n ∈ Dominio(p) ∧ p(α + n) = h(n))}

es denso en P y está en M , por lo que corta a G. Esto se traduce en que existe
un α < ℵM

1 tal que
∧

n ∈ ω fG(α + n) = h(n), es decir, F (α) = h.

Otro ejemplo t́ıpico de c.p.o. colapsante es el siguiente:

Teorema 5.27 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sean κ
y µ dos cardinales tales que κ < µ y κ sea regular. Sea P = Fn(κ, µ, κ) y sea G
un filtro genérico. Entonces

a) P conserva cardinales ≤ κ.

b) Si (µ<κ = µ)M entonces P conserva cardinales ≥ (µ+)M .

c) Si ν es un cardinalM tal que κ ≤ ν ≤ µ, entonces (|ν| = κ)M [G], es decir,
todos los cardinales entre κ y µ se colapsan.

Demostración: a) es inmediato, pues P es κ-cerradoM , luego conserva
cardinales ≤ κ.

Similarmente, bajo la hipótesis de b), el teorema 5.14 nos da que P cumple
la condición de cadena (µ+)M , luego conserva cardinales ≥ (µ+)M .
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La aplicación genérica fG : µ −→ κ es suprayectiva, luego (|µ| = κ)M [G], y
esto implica c).

Notemos que una condición suficiente para que se cumpla µ<κ = µ es que
se cumpla la HCG y que κ ≤ cf µ.

Ejercicio: Probar que si ZFC es consistente también lo es añadir como axioma la
sentencia

|ℵL
1 | = |ℵL

2 | = ℵ0 ∧ |ℵL
3 | = |ℵL

4 | = |ℵL
5 | = ℵ1 ∧ |ℵL

6 | = |ℵL
7 | = ℵ2.

Sugerencia: Imitar la prueba de 5.25 pero con c.p.o.s colapsantes: primero se colapsa
ℵ2 haciéndolo numerable, luego ℵ5 (que será ℵ3 en la extensión previa) volviéndolo de
cardinal ℵ1 (o sea, ℵ3 en la extensión original), y luego ℵ7 (que será ℵ3 en la extensión
anterior). Antes hay que probar que si se parte de un modelo que cumple la HCG y se
construye una extensión en las condiciones del teorema anterior, ésta sigue cumpliendo
la HCG.

Los c.p.o.s considerados en el teorema anterior colapsan un segmento de
cardinales hasta uno dado incluyendo a éste. Ahora veremos que es posible
colapsar todos los cardinales en un segmento κ–µ conservando a µ (esto no es
trivial si µ es un cardinal ĺımite). Como aplicación veremos que ℵ1 puede ser
inaccesible en L.

Definición 5.28 Sean κ y µ dos cardinales. El orden colapsante de Lévy es el
conjunto

Lv(κ, µ) = {p ⊂ κ × µ × κ | p es una función ∧ |p| < µ ∧∧
αβ((α, β) ∈ Dominio(p) → p(α, β) < α)}.

Consideramos en Lv(κ, µ) el orden dado por p ≤ q ↔ q ⊂ p. Aśı resulta ser
un c.p.o. con máximo 1l = ∅.

Teorema 5.29 Sean µ < κ cardinales regulares tales que o bien µ = ω o bien
κ es fuertemente inaccesible. Entonces el c.p.o. Lv(κ, µ) cumple la condición
de cadena κ.

Demostración: Si α < κ entonces

|α<µ| = |α|<µ =
∑

ν<µ
|α|ν ≤ ∑

ν<µ
|α|µ ≤ µ 2|α|µ < κ,

en el caso en que κ sea fuertemente inaccesible (y si µ = ω la desigualdad es
trivial). Por consiguiente κ y µ están en las hipótesis del lema de los sistemas ∆
(teorema 5.12).

Si {pα}α<κ es una anticadena en Lv(κ, µ), sea A = {Dominio(pα) | α < κ}.
Si |A| < κ ha de existir un x ⊂ κ con |x| = κ y de modo que todas las condiciones
{pα}α∈x tienen el mismo dominio r.

Si, por el contrario, |A| = κ, el lema de los sistemas ∆ nos da un x ⊂ κ
con |x| = κ tal que los dominios de las condiciones {pα}α∈x son una familia
cuasidisjunta de ráız r.
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En ambos casos tenemos que la intersección de los dominios de dos condi-
ciones distintas cualesquiera de {pα}α∈x es un conjunto fijo r ⊂ κ × µ tal que
|r| < µ < κ. Sea σ = sup{α ∈ κ |

∨
β ∈ µ (α, β) ∈ r}. Claramente σ < κ y en

consecuencia |rσ| < κ si κ es fuertemente inaccesible (y también si µ = ω, pues
entonces r es finito).

Descomponemos

{pα | α ∈ x} =
⋃

u∈rσ
{pα | α ∈ x ∧ pα|r = u}.

Como κ es un cardinal regular ha de existir un u ∈ rσ tal que el conjunto
{pα | α ∈ x ∧ pα|r = u} tenga cardinal κ. En particular existirán dos or-
dinales α, β ∈ x tales que α �= β. Aśı, tenemos que pα �= pβ , pα|r = pβ |r y
Dominio(pα)∩ Dominio(pβ) = r. Es claro entonces que pα y pβ son compatibles,
en contradicción con el supuesto de que forman parte de una anticadena.

Hemos probado que en Lv(κ, µ) no hay anticadenas de cardinal κ, luego
cumple la condición de cadena κ.

La prueba del teorema siguiente es idéntica a la de 5.15:

Teorema 5.30 Si µ es un cardinal regular, entonces Lv(κ, µ) es µ-cerrado.

Con esto ya podemos determinar el comportamiento de los cardinales en las
extensiones del orden de Lévy:

Teorema 5.31 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sean µ < κ
cardinales regularesM tales que µ = ω o bien κ es fuertemente inaccesibleM . Sea
P = Lv(κ, µ)M y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces

a) P conserva cardinales y cofinalidades ≤ µ y ≥ κ.

b) Si ν es un cardinalM tal que µ < ν < κ entonces |ν|M [G] = µ, luego
(κ = µ+)M [G]

Demostración: El apartado a) es consecuencia de los teoremas anteriores
junto con 5.6 y 5.9.

b) Sea fG =
⋃

p∈G

p ∈ M [G]. El argumento usual nos da que fG : κ×µ −→ κ,

pero la definición de P implica además que si α < κ entonces fG determina una
aplicación fα : µ −→ α mediante fα(β) = fG(α, β). Las aplicaciones fα son
suprayectivas, pues el conjunto

Dαγ = {p ∈ P |
∨

β ∈ µ (α, β, γ) ∈ p} ∈ M

es denso en P para todo γ < α, de donde se sigue que γ tiene una antiimagen β
por fα. Aśı pues, |α|M [G] ≤ µ y si µ ≤ α < κ entonces |α|M [G] = µ.

Ahora es muy fácil probar la consistencia de que ℵ1 sea inaccesibleL (su-
puesta la consistencia de que existan cardinales inaccesibles). Es decir, vamos
a probar que es consistente que, para alguien que viva en L, el cardinal que
nosotros llamamos ℵ1 no sea el primer cardinal no numerable, sino que haya
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muchos otros cardinales anteriores a él (cardinalesL, naturalmente, es decir, or-
dinales numerables que no pueden biyectarse con ordinales anteriores mediante
una biyección constructible). En particular tendremos que ℵL

1 , ℵL
2 , ℵL

ω , ℵL
ω5

,
son todos ordinales numerables, pues ℵ1, ℵ2, etc. son menores que cualquier
cardinal inaccesible. Más aún, si nos fijamos en la prueba del teorema 3.24
veremos que no usa que κ sea una cardinal inaccesible, sino únicamente que κ
es inaccesibleL. Por consiguiente otra consecuencia de que ℵ1 sea inaccesibleL

es que Lℵ1 � �ZFC + V = L�.

Teorema 5.32 Si ZFC+(
∨

κ κ es inaccesible) es consistente, también lo es
ZFC + ℵ1 es inaccesibleL. De hecho esta teoŕıa es equiconsistente con las con-
sideradas en 5.24.

Demostración: Si ZFC+(
∨

κ κ es inaccesible) es consistente, también
lo es ZFC +V = L + (

∨
κ κ es inaccesible) por 3.22. Trabajando en esta

teoŕıa el teorema 1.27 nos da un modelo transitivo numerable de la misma,
llamémoslo M . Notemos que κ es fuertemente inaccesibleM por la HCG. Sea
P = Lv(κ,ℵ0)M y sea G un filtro P-genérico sobre M . Por el teorema anterior
κ = ℵM [G]

1 .
De este modo tenemos que ℵM [G]

1 es inaccesibleM o, lo que es lo mismo,
ℵM [G]

1 es (inaccesibleL)M [G]. A su vez esto equivale a (ℵ1 es inaccesibleL)M [G].

La prueba del teorema siguiente es similar a la del teorema 5.21. Lo dejamos
a cargo del lector:

Teorema 5.33 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y µ < κ cardi-
nales regularesM tales que κ es fuertemente inaccesibleM . Sea P = Lv(κ, µ)M ,
sea G un filtro P-genérico sobre M y ν un cardinalM [G]. Entonces

(2ν)M [G] =

mı́n{µ, (2ν)M} si ν < µ,
κ si ν = µ,
(2ν)M si ν ≥ κ.



Caṕıtulo VI

Inmersiones

En los dos últimos caṕıtulos hemos expuesto los hechos básicos sobre exten-
siones genéricas junto con sus primeras aplicaciones. Ahora profundizaremos
más en la teoŕıa estudiando las relaciones entre extensiones obtenidas con di-
ferentes c.p.o.s, lo que nos llevará a una mejor comprensión de la misma aśı
como a aplicaciones más refinadas. Por ejemplo, demostraremos la independen-
cia del axioma de elección mediante una técnica formalmente análoga a la de
los modelos simétricos en ZFA.

6.1 Aplicaciones entre c.p.o.s

En primer lugar definimos varias clases de aplicaciones que conectan ade-
cuadamente dos conjuntos preordenados:

Definición 6.1 Sean P y Q dos c.p.o.s. Diremos que una aplicación i : P −→ Q
es una inmersión si cumple

a)
∧

pp′ ∈ P(p ≤ p′ → i(p) ≤ i(p′)),

b)
∧

pp′ ∈ P(p ⊥ p′ → i(p) ⊥ i(p′)).

Diremos que i es una inmersión completa si además cumple

c)
∧

q ∈ Q
∨

p ∈ P
∧

p′ ∈ P(p′ ≤ p → ¬i(p′) ⊥ q).

En tal caso diremos que p es una reducción de q a P.

Una inmersión i : P −→ Q es densa si i[P] es denso en Q.
Diremos que i : P −→ Q es una semejanza si es biyectiva y∧

pp′ ∈ P(p ≤ p′ ↔ i(p) ≤ i(p′)).

En definitiva, una inmersión es una aplicación que conserva las dos relaciones
básicas que tenemos definidas entre c.p.o.s, y una semejanza es una aplicación
que identifica completamente dos c.p.o.s. Entre ambos extremos tenemos las
inmersiones completas y las inmersiones densas.

131
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Un caso de especial interés se da cuando la aplicación i es la inclusión, es
decir, cuando tenemos un c.p.o. Q y P ⊂ Q es un c.p.o. con la restricción del
preorden deQ. Se dice que P está inmerso en Q si la inclusión i es una inmersión.
Se dice que P está completamente contenido en Q si i es una inmersión completa.
Obviamente, que i sea una inmersión densa equivale a que P sea denso en Q.

Conviene introducir un último concepto:

Diremos que un c.p.o. P es separativo si∧
pq ∈ P(p �≤ q →

∨
r ∈ P(r ≤ p ∧ r ⊥ q)).

Es fácil ver que los conjuntos de funciones parciales Fn(I, J, κ) (aśı como
Lv(κ, µ)) son c.p.o.s separativos. También es mera rutina comprobar que todos
los conceptos que acabamos de definir son absolutos para modelos transitivos
de ZFC. Ahora demostramos los hechos básicos:

Teorema 6.2 Se cumple:

a) Toda semejanza entre c.p.o.s es una inmersión densa.

b) Toda inmersión densa entre c.p.o.s es una inmersión completa.

c) La composición de semejanzas, inmersiones densas, inmersiones comple-
tas e inmersiones entre c.p.o.s es, respectivamente, una semejanza, in-
mersión densa, inmersión completa o inmersión.

d) Si i : P −→ Q es una inmersión entre conjuntos parcialmente ordenados
separativos, entonces i es inyectiva y

∧
pp′ ∈ P(p ≤ p′ ↔ i(p) ≤ i(p′)). Si

además i es completa entonces i(1l) = 1l.

Demostración: a) es evidente. Si i : P −→ Q es una inmersión densa y
q ∈ Q, como i[P] es denso en Q existe un p ∈ P tal que i(p) ≤ q. Claramente p
es una reducción de q a P. Esto prueba b). El apartado c) es una comprobación
rutinaria. Veamos d).

Sean p, p′ ∈ P tales que i(p) ≤ i(p′). Hemos de probar que p ≤ p′. En
caso contrario, como P es separativo existiŕıa r ≤ p tal que r ⊥ p′. Entonces
i(r) ≤ i(p) ∧ i(r) ⊥ i(p′), contradicción. De este modo tenemos que∧

pp′ ∈ P(p ≤ p′ ↔ i(p) ≤ i(p′)).

Teniendo en cuenta que, por hipótesis, la relación en P es antisimétrica (no
es sólo un preorden), de aqúı se sigue que i es inyectiva.

Supongamos ahora que i es completa pero que i(1l) �= 1l. En cualquier caso
i(1l) ≤ 1l, luego ha de ser 1l �≤ i(1l). Como Q es separativo existe q ∈ Q tal que
q ⊥ i(1l). Sea p una reducción de q a P. Entonces i(p) es compatible con q,
es decir, existe r ∈ Q tal que r ≤ i(p) ∧ r ≤ q, pero entonces tenemos que
r ≤ i(p) ≤ i(1l) y r ≤ q, cuando por otra parte q ⊥ i(1l).

A continuación mostramos la primera relación entre las inmersiones y las
extensiones genéricas:
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Teorema 6.3 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sean P, Q ∈ M
dos c.p.o.s e i : P −→ Q una inmersión completa, i ∈ M . Sea H un filtro
Q-genérico sobre M . Entonces G = i−1[H] es un filtro P-genérico sobre M y
M [G] ⊂ M [H]. En particular, si P está completamente contenido en Q e i es
la inclusión, tenemos que G = H ∩ P.

Demostración: Probaremos que G es P-genérico sobre M mediante el
teorema 4.6. Si p, q ∈ G, entonces i(p), i(q) ∈ H, luego ¬i(p) ⊥ i(q), luego
¬p ⊥ q.

Si p ∈ G y q ∈ P cumple p ≤ q entonces i(p) ∈ H ∧ i(p) ≤ i(q), luego
i(q) ∈ H, luego q ∈ G.

Si D ∈ M es denso en P pero G ∩ D = ∅, entonces H ∩ i[D] = ∅. Por el
teorema 4.8 existe un q ∈ H incompatible con todos los elementos de i[D]. Sea
p una reducción de q a P y sea p′ ≤ p tal que p′ ∈ D. Entonces i(p′) ∈ i[D],
pero es compatible con q, contradicción.

Aśı pues, G es un filtro P-genérico sobre M . Como i ∈ M ⊂ M [H] y
H ∈ M [H], también G = i−1[H] ∈ M [H], luego M [G] ⊂ M [H] por el teorema
del modelo genérico.

Veamos ahora el caso de las inmersiones densas:

Teorema 6.4 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sean P, Q ∈ M
dos c.p.o.s e i : P −→ Q una inmersión densa, i ∈ M . Para cada G ⊂ P sea

ı̂(G) = {q ∈ Q |
∨

p ∈ G i(p) ≤ q}.

a) Si H es un filtro Q-genérico sobre M entonces G = i−1[H] es un filtro
P-genérico sobre M y H = ı̂(G).

b) Si G es un filtro P-genérico sobre M entonces H = ı̂(G) es un filtro Q-
genérico sobre M y G = i−1[H].

c) Si G y H son como en a) o en b), entonces M [G] = M [H].

Demostración: a) El teorema anterior nos da que G es un filtro P-genérico
sobre M . Demostraremos que H = ı̂(G) después de probar b).

b) Veamos que H es un filtro. Claramente 1l ∈ H.
Si p, q ∈ H, existen r, s ∈ G tales que i(r) ≤ p ∧ i(s) ≤ q, luego existe un

t ∈ G tal que t ≤ r ∧ t ≤ s. Entonces i(t) ∈ H ∧ i(t) ≤ p ∧ i(t) ≤ q.
Si p ∈ H y q ∈ Q cumple p ≤ q, entonces hay un r ∈ G tal que i(r) ≤ p ≤ q,

luego q ∈ H.

Sea ahora D ∈ M un conjunto denso en Q. Sea

D∗ = {p ∈ P |
∨

q ∈ D i(p) ≤ q} ∈ M.

Se cumple que D∗ es denso en P, pues si p ∈ P, existe q ∈ D tal que
q ≤ i(p). Como i es densa, existe un p′ ∈ P tal que i(p′) ≤ q ≤ i(p). Entonces
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¬i(p) ⊥ i(p′), luego ¬p ⊥ p′. Sea p′′ ∈ P tal que p′′ ≤ p ∧ p′′ ≤ p′. Aśı, p′′ ∈ D∗,
pues i(p′′) ≤ i(p′) ≤ q ∈ D, y por otra parte p′′ ≤ p.

Por consiguiente D∗ ∩ G �= ∅, lo que significa que existen p ∈ G y q ∈ D
tales que i(p) ≤ q, de donde q ∈ D ∩ H �= ∅.

Tenemos aśı que H es un filtro Q-genérico sobre M .

Por la parte probada de a) se cumple que i−1[H] es un filtro P-genérico sobre
M y claramente G ⊂ i−1[H]. Según el teorema 4.9 ha de ser G = i−1[H].

Volviendo a a), es inmediato comprobar que ı̂(G) ⊂ H y por b) tenemos que
ı̂(G) es un filtro Q-genérico sobre M . Por 4.9 concluimos que H = ı̂(G).

c) Por el teorema anterior tenemos que M [G] ⊂ M [H] y como M ⊂ M [G] y
H = ı̂(G) = (̂ı(G))M [G] ∈ M [G], el teorema del modelo genérico nos da la otra
inclusión: M [H] ⊂ M [G]. Aśı pues, M [G] = M [H].

En particular, dos c.p.o.s semejantesM dan lugar a las mismas extensiones
genéricas. Por ejemplo, es obvio que si |I| = |I ′| y |J | = |J ′| entonces los
c.p.o.s Fn(I, J, κ) y Fn(I ′, J ′, κ′) son semejantes. Aśı, los resultados que en el
caṕıtulo anterior hemos probado para c.p.o.s de la forma Fn(µ × κ, 2, κ), con
µ ≤ κ, valen igualmente para Fn(µ, 2, κ), si bien son formalmente más fáciles
de probar con µ × κ. Veamos ahora que, desde un punto de vista teórico,
no perdemos generalidad si trabajamos únicamente con conjuntos parcialmente
ordenados separativos:

Teorema 6.5 Sea P un c.p.o. Entonces existe un conjunto parcialmente or-
denado separativo Q y una inmersión suprayectiva (luego densa) i : P −→ Q.
Además Q es único salvo semejanza.

Demostración: Sea R la relación de equivalencia en P dada por

p R q ↔
∧

r ∈ P(r ⊥ p ↔ r ⊥ q).

Sea Q = P/R el conjunto cociente y en él consideramos el orden dado por

[p] ≤ [q] ↔
∧

r ∈ P(r ≤ p → ¬r ⊥ q).

Está bien definido, pues si [p] = [p′] y [q] = [q′] y [p] ≤ [q], entonces [p′] ≤ [q′].
En efecto, si r ∈ P cumple r ≤ p′, entonces ¬r ⊥ p′, luego ¬r ⊥ p. Existe s ∈ P
tal que s ≤ r ∧ s ≤ p. Como [p] ≤ [q], ha de ser ¬s ⊥ q, luego existe t ∈ P tal
que t ≤ s ∧ t ≤ q. Aśı t ≤ r ∧ t ≤ q, es decir, ¬r ⊥ q, luego también ¬r ⊥ q′.
Esto prueba que [p′] ≤ [q′].

La relación en Q es claramente reflexiva. Veamos que es simétrica, para
lo cual suponemos que [p] ≤ [q] ∧ [q] ≤ [p]. Si ¬r ⊥ p, existe s ∈ P tal que
s ≤ r ∧ s ≤ p, luego s ≤ r ∧ ¬s ⊥ q. Existe t ∈ P tal que t ≤ s ≤ r ∧ t ≤ q.
Por consiguiente ¬r ⊥ q. Igualmente se prueba el rećıproco, luego [p] = [q].

Para probar la transitividad suponemos [p] ≤ [q] ∧ [q] ≤ [r]. Si u ≤ p
entonces ¬u ⊥ q (porque [p] ≤ [q]). Existe v ∈ P tal que v ≤ u ∧ v ≤ q.
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Entonces ¬v ⊥ r (porque [q] ≤ [r]). Existe w ∈ P tal que w ≤ v ≤ u ∧ w ≤ r.
Aśı pues, ¬u ⊥ r, lo que prueba que [p] ≤ [r].

Tenemos, por lo tanto, que Q es un conjunto parcialmente ordenado (con
máximo [1l]). Sea i : P −→ Q la aplicación dada por i(p) = [p]. Obviamente
es suprayectiva y

∧
pp′ ∈ P(p ≤ p′ → i(p) ≤ i(p′)). Para probar que es una

inmersión suponemos que ¬i(p) ⊥ i(p′) y hemos de probar que ¬p ⊥ p′. Existe
r ∈ P tal que [r] ≤ [p] ∧ [r] ≤ [p′]. De [r] ≤ [p] se sigue en particular que
¬r ⊥ p, luego existe s ∈ P tal que s ≤ r ∧ s ≤ p. Entonces [r] ≤ [p′] implica
que ¬s ⊥ p′. Existe t ∈ P tal que t ≤ s ≤ p ∧ t ≤ p′. Aśı, ciertamente, ¬p ⊥ p′.

Veamos ahora que Q es separativo. Si [p] �≤ [q] esto significa que existe r ∈ P
tal que r ≤ p ∧ r ⊥ q. Como i es una inmersión [r] ≤ [p] ∧ [r] ⊥ [q], luego
tenemos que

∨
r ∈ Q(r ≤ [p] ∧ r ⊥ [q]).

Falta probar la unicidad de Q. Para ello supongamos que Q′ es otro con-
junto parcialmente ordenado separativo tal que exista j : P −→ Q′ inmersión
suprayectiva.

Veamos que si r, s ∈ Q′ se cumple r ≤ s ↔
∧

t ∈ Q′(¬t ⊥ r → ¬t ⊥ s).
Si r ≤ s ∧ ¬t ⊥ r, entonces existe u ∈ Q′ tal que u ≤ t ∧ u ≤ r ≤ s, luego

¬t ⊥ s. Rećıprocamente, si r �≤ s, existe un t ∈ Q′ tal que t ≤ r ∧ t ⊥ s (porque
Q′ es separativo), luego ¬t ⊥ r pero t ⊥ s.

Como esto vale para todo conjunto parcialmente ordenado separativo, en
particular vale para Q. Dados p, q ∈ P, se cumple

i(p) ⊥ i(q) ↔ p ⊥ q ↔ j(p) ⊥ j(q).

En consecuencia

i(p) ≤ i(q) ↔
∧

r ∈ P(¬i(r) ⊥ i(p) → ¬i(r) ⊥ i(q))

↔
∧

r ∈ P(¬j(r) ⊥ j(p) → ¬j(r) ⊥ j(q)) ↔ j(p) ≤ j(q).

Como las relaciones en Q y Q′ son antisimétricas, esto implica que

i(p) = i(q) ↔ j(p) = j(q).

De aqúı se sigue que la aplicación f : Q −→ Q′ dada por f(i(p)) = j(p) está
bien definida y es una semejanza.

Veamos ahora que las inmersiones completas entre c.p.o.s inducen aplicacio-
nes entre las clases de nombres.

Definición 6.6 Sean P y Q dos c.p.o.s e i : P −→ Q una aplicación. Definimos
ı̄ : V P −→ V Q mediante

ı̄(σ) = {(̄ı(τ), i(p)) | (τ, p) ∈ σ}.

Claramente se trata de una definición por ∈-recursión. Una simple inducción
prueba que si i : P −→ Q y j : Q −→ R, entonces i ◦ j = ı̄ ◦ ̄. También es claro
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que la identidad induce la aplicación identidad, de donde a su vez se sigue que
ī es inyectiva, suprayectiva o biyectiva si lo es i.

Se prueba sin dificultad que el término ı̄ es absoluto para modelos transitivos
de ZFC. Esto se traduce en que si M es un modelo transitivo de ZFC, P, Q ∈ M
son dos c.p.o.s e i : P −→ Q cumple i ∈ M , entonces ı̄ se restringe a una
aplicación ı̄ : MP −→ MQ.

En lo sucesivo escribiremos i en lugar de ı̄ salvo que haya posibilidad de
confusión.

Teorema 6.7 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sean P, Q ∈ M
dos c.p.o.s e i : P −→ Q una inmersión completa i ∈ M .

a) Si H es un filtro Q-genérico sobre M , G = i−1[H] y τ ∈ MP, entonces
τG = i(τ)H .

b) Si φ(x1, . . . , xn) es una fórmula absoluta para modelos transitivos de ZFC,
τ1, . . . , τn ∈ MP y p ∈ P, entonces

p � φ(τ1, . . . , τn) ↔ i(p) � φ(i(τ1), . . . , i(τn)).

c) Si i es una inmersión densa, el apartado b) vale para fórmulas cuales-
quiera.

Demostración: Probamos a) por inducción sobre el rango de τ : Si se
cumple x ∈ i(τ)H , entonces x = i(π)H , con (π, p) ∈ τ , i(p) ∈ H. Por tanto,
p ∈ G y por hipótesis de inducción x = πG. Esto implica que x ∈ τG. El
rećıproco es análogo.

Probamos b) y c) simultáneamente. Supongamos p � φ(i(τ1), . . . , i(τn)).
Sea H un filtro Q-genérico sobre M tal que i(p) ∈ H. Entonces p ∈ G =
i−1[H], luego se cumple φM [G](τ1G, . . . , τnG), lo cual, por a), es lo mismo que
φM [G](i(τ1)H , . . . , i(τn)H). Esto equivale a φM [H](i(τ1)H , . . . , i(τn)H), ya sea
porque M [G] ⊂ M [H] y φ es absoluta (en el caso b) o bien porque M [G] = M [H]
(en el caso c). Esto prueba que i(p) � φ(i(τ1), . . . , i(τn)). El rećıproco se obtiene
al aplicar esta implicación a ¬φ.

Estos resultados se aplican especialmente al caso de los automorfismos de
un c.p.o.:

Definición 6.8 Un automorfismo de un c.p.o. P es una semejanza f : P −→ P
tal que f(1l) = 1l (la última condición es redundante si P está parcialmente
ordenado).

Llamaremos AutP al conjunto de todos los automorfismos de P, que clara-
mente es un grupo con la composición de aplicaciones. Los hechos siguientes
son casos particulares o consecuencias inmediatas de los que acabamos de ver:

Si f ∈ AutP tenemos definida la biyección f̄ : V P −→ V P. Si M es un modelo
transitivo numerable de ZFC y P ∈ M , entonces AutMP = AutP ∩ M es un
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subgrupo de AutP y cada f ∈ AutMP determina f̄ : MP −→ MP biyectiva.
Para toda fórmula φ(x1, . . . , xn), todos los τ1, . . . , τn ∈ MP y todo p ∈ P se
cumple

p � φ(τ1, . . . , τn) ↔ f(p) � φ(f̄(τ1), . . . , f̄(τn)).

Si 1 es la identidad en P se cumple que 1̄ es la identidad en MP. Además
f ◦ g = f̄ ◦ ḡ, de donde a su vez se sigue que f−1 = f̄−1.

Una simple inducción prueba que
∧

f ∈ AutP
∧

x ∈ V f̄(x̌) = x̌.

En lo sucesivo omitiremos las barras sobre las aplicaciones inducidas por
automorfismos. Veamos algunas aplicaciones.

Quizá el lector se haya dado cuenta de que en ninguna prueba de consistencia
mediante extensiones genéricas hemos tenido que especificar qué filtro genérico
considerábamos: siempre hemos tomado uno arbitrario y la extensión genérica
ha cumplido lo que queŕıamos. El próximo teorema explica este hecho, pero
antes necesitamos un nuevo concepto.

Definición 6.9 Diremos que un c.p.o. P es casi homogéneo si∧
pq ∈ P

∨
f ∈ AutP¬f(p) ⊥ q.

Teorema 6.10 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o. casi homogéneoM , sea p ∈ P, sean x1, . . . , xn ∈ M y sea φ(x1, . . . , xn)
una fórmula (metamatemática). Entonces

p � φ(x̌1, . . . , x̌n) ↔ 1l � φ(x̌1, . . . , x̌n).

En particular 1l � φ(x̌1, . . . , x̌n) o bien 1l � ¬φ(x̌1, . . . , x̌n) y, por consi-
guiente, todas las extensiones genéricas M [G] cumplen las mismas sentencias,
indistintamente del filtro G con que se construyan.

Demostración: Supongamos que p � φ(x̌1, . . . , x̌n) pero que ¬1l � φ.
Entonces existe q ∈ P tal que q � ¬φ. Sea f ∈ AutM P tal que ¬f(p) ⊥ q.
Sea r ∈ P tal que r ≤ f(p) ∧ r ≤ q. Como f(p) � φ(x̌1, . . . , x̌n), también
r � φ(x̌1, . . . , x̌n), pero como r ≤ q, también r � ¬φ(x̌1, . . . , x̌n), contradicción.

Esto se aplica a todos los c.p.o.s que hemos manejado hasta ahora, pues
todos son casi homogéneos:

Teorema 6.11 Sean I, J dos conjuntos con |J | ≥ 2 y sea κ un cardinal infinito
tal que κ ≤ |I|. Entonces P = Fn(I, J, κ) es un c.p.o. casi homogéneo.

Demostración: Sean p, q ∈ P. Entonces sus dominios son subconjuntos de
I de cardinal menor que κ. Podemos tomar A ⊂ I cuyo cardinal sea igual al del
dominio de p y que sea disjunto del dominio de q. Existe g : I −→ I biyectiva
tal que g[A] = Dominio(p). Definimos f : P −→ P mediante f(r) = g ◦ r. Es
fácil ver que g ∈ AutP y Dominiof(p) = A, luego los dominios de f(p) y q son
disjuntos, por lo que ¬f(p) ⊥ q.
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La siguiente aplicación es una prueba muy interesante de la independencia
del axioma de elección. Para ello construiremos un modelo de ZF en el que
Pω no puede ser bien ordenado. Más aún, este modelo cumplirá V = L(Pω),
con lo que probaremos que V = L(Pω) no implica el axioma de elección. De
hecho, construiremos un modelo de ZFC en el que L(Pω) no cumple el axioma
de elección, con lo que probaremos que AEL(Pω) no puede demostrarse en ZFC,
tal y como comentábamos en el caṕıtulo III. La prueba se basa en el siguiente
resultado técnico:

Teorema 6.12 Sea φ(x) una fórmula con x como única variable libre. Sea
M un modelo transitivo numerable de ZFC y consideremos dos conjuntos no
numerablesM I, J . Sea P = Fn(I, 2,ℵ0) y Q = Fn(J, 2,ℵ0). Entonces, para
todo ordinal α ∈ M se cumple

1lP � φ(α̌)L(Pω) ↔ 1lQ � φ(α̌)L(Pω).

Demostración: Supongamos, por ejemplo, que (|I| ≤ |J |)M . Conside-
remos R = Fn(I, J,ℵ1)M y sea H un filtro R-genérico sobre M . Entonces
(|I| = |J |)M [H], pues la aplicación genérica fH : I −→ J es suprayectiva.

Sea G un filtro P-genérico sobre M [H] (luego P-genérico sobre M). Veamos
que Pω ∩ M [H][G] = Pω ∩ M [G]. Una inclusión es obvia. Para probar la
otra tomamos x ∈ Pω ∩ M [H][G]. Por el teorema 5.19, existe un buen nombre
σ ∈ M [H]P para un subconjunto de ω̌ tal que x = σG. Esto significa que

σ =
⋃

n∈ω
{ň} × An,

donde An es una anticadena en P. Ahora bien, P cumple la condición de cadena
numerableM [H] (teorema 5.14), luego cada An ⊂ P ⊂ M es numerableM [H]. Por
consiguiente, también σ ⊂ M es numerableM [H]. Como (R es ℵ1-cerrado)M , el
teorema 5.8 nos da que, de hecho, σ ∈ MP. Por consiguiente, x = σG ∈ M [G].

Tenemos, pues, que (Pω)M [G] = (Pω)M [H][G]. Como el término Lα(a) es
absoluto para modelos transitivos de ZF, concluimos que para todo ordinal
α ∈ M se cumple Lα(Pω)M [G] = Lα(Pω)M [H][G]. A su vez esto implica que los
conjuntos x ∈ M [H][G] que cumplen (x ∈ L(Pω))M [H][G] son exactamente los
conjuntos x ∈ M [G] que cumplen (x ∈ L(Pω))M [G]. Es claro entonces que si
α ∈ M , se cumple

(φ(α)L(Pω))M [H][G] ↔ (φ(α)L(Pω))M [G],

pues, al relativizar, las variables ligadas quedan restringidas por condiciones
equivalentes. De aqúı a su vez obtenemos que∨

p ∈ P p �M φ(α̌)L(Pω) ↔
∨

p ∈ P p �M [H] φ(α̌)L(Pω).

Ahora bien, por 6.11 tenemos que P es casi homogéneo en M y en M [H],
luego el teorema 6.10 nos da que

1lP �M φ(α̌)L(Pω) ↔ 1lP �M [H] φ(α̌)L(Pω).
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Todo el razonamiento vale para Q igual que para P, luego también tenemos

1lQ �M φ(α̌)L(Pω) ↔ 1lQ �M [H] φ(α̌)L(Pω).

Por último, como (|I| = |J |)M [H], tenemos que P y Q son semejantes en
M [H], con lo que el teorema 6.7 nos da que

1lP �M [H] φ(α̌)L(Pω) ↔ 1lQ �M [H] φ(α̌)L(Pω).

En definitiva,

1lP �M φ(α̌)L(Pω) ↔ 1lQ �M φ(α̌)L(Pω).

Teorema 6.13 Si ZFC es consistente, también lo es ZF + V = L(Pω) + Pω
no puede ser bien ordenado.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + V = L.
Sea I ∈ M un conjunto no numerableM y consideremos el c.p.o. P = Fn(I, 2,ℵ0).
Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea N = L(Pω)M [G]. Por el teorema 3.29
sabemos que N es un modelo transitivo (numerable) de ZF + V = L(Pω). Si
suponemos que (Pω puede ser bien ordenado)N , podemos considerar

κ = |Pω|N = (|Pω|L(Pω))M [G],

es decir, el menor ordinal biyectable con (Pω)N mediante una biyección perte-
neciente a N . Como P es casi homogéneoM , se cumple que

1lP � (κ̌ = |Pω|)L(Pω).

Sea µ un cardinal regularM tal que µ > κ y sea Q = Fn(µ, 2,ℵ0)M . Por el
teorema anterior también 1lQ � (κ̌ = |Pω|)L(Pω). Sea G′ un filtro Q-genérico
sobre M . Aśı κ = (|Pω|L(Pω))M [G′], luego |Pω|M [G′] = |κ|M [G′] ≤ κ, es decir,
(2ℵ0)M [G′] ≤ κ.

Ahora bien, según 5.21 se cumple que (2ℵ0)M [G′] = µ > κ, en contra de la
elección de µ.

En la sección siguiente usaremos las permutaciones de nombres inducidas por
los automorfismos de un c.p.o. para adaptar a extensiones genéricas las pruebas
de independencia del axioma de elección en ZFA que vimos en el caṕıtulo II. La
idea básica es sustituir los átomos por conjuntos genéricos. El próximo teorema
anticipa algunos aspectos de esta técnica.

Sabemos que si V = L entonces x � y es una fórmula con x e y como únicas
variables libres que ordena bien a la clase universal, en particular a Pω, es
decir, tenemos un criterio expĺıcito (que no es lo mismo que verificable en casos
concretos) que establece cuándo un subconjunto de ω es menor que otro, de
modo que el orden aśı definido es, de hecho, un buen orden. Ahora probaremos
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que es consistente con ZFC que ninguna fórmula φ(x, y) con x e y como únicas
variable libres determine un buen orden en Pω. Esto no contradice al axioma
de elección: éste implica que existe una relación R que ordena bien Pω, pero la
fórmula xRy tiene tres variables libres, que es tanto como decir que no tenemos
ninguna definición expĺıcita de R.

Teorema 6.14 Si ZFC es consistente también lo es ZFC +Pω no puede ser
bien ordenado por una fórmula.

Demostración: Queremos probar que es consistente añadir a ZFC los
infinitos axiomas de la forma

{(x, y) ∈ Pω × Pω | φ(x, y)} no es un buen orden en Pω.

Por compacidad basta probar la consistencia de una cantidad finita de estos
axiomas. De hecho veremos que cualquiera de ellos se cumple en una cierta
extensión genérica.

Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L y consideremos el
c.p.o. P = Fn(ω × ω, 2,ℵ0). Sea G un filtro genérico y supongamos que una
fórmula φ(x, y) ordena bien Pω en M [G].

Consideremos la función genérica fG =
⋃

p∈G

p : ω ×ω −→ 2. Para cada i ∈ ω

definimos
ai = {n ∈ ω | fG(i, n) = 1} ∈ (Pω)M [G].

Sea A = {ai | i ∈ ω} ∈ M [G]. El conjunto A va a desempeñar el papel que
en el caṕıtulo II desempeñaba el conjunto de átomos. Aśı, hemos sustituido los
átomos por conjuntos genéricos.

Sean σi = {(ň, p) | p ∈ P ∧ (i, n, 1) ∈ p} ∈ MP, σ = {(σi, 1l) | i ∈ ω} ∈ MP.
Claramente ai = σiG y A = σG. Veamos que si i, j ∈ ω, i �= j, entonces

1l � σi �= σj .

En efecto, dado cualquier filtro genérico H, el conjunto

Dij = {p ∈ P |
∨

n ∈ ω ((i, n), (j, n) ∈ Dominio(p) ∧ p(i, n) �= p(j, n))} ∈ M

es denso en P, luego H ∩ Dij �= ∅ y esto se traduce en que σiH y σjH se
diferencian en el elemento n (que está en uno y no en otro).

Volviendo a M [G], estamos suponiendo que R = {(x, y) ∈ Pω×Pω | φ(x, y)}
es un buen orden en Pω (en M [G]), luego el conjunto A ∈ M [G] debe tener un
mı́nimo, digamos ai. Existe una condición p ∈ P tal que

p �
∨

R(R = {(x, y) ∈ Pω×Pω | φ(x, y)} ∧ R bien ordena Pω ∧
∧

z ∈ σ σiRz).

Como Dominio(p) ⊂ ω × ω es finito, podemos encontrar un j �= i que no
aparezca como primera componente en ninguno de sus pares. Sea g : ω −→ ω
la permutación que intercambia i con j y fija a los demás números. Sea
f : P −→ P la aplicación dada por f(r) = {(g(u), v, w) | (u, v, w) ∈ r}, es



6.2. Extensiones simétricas 141

decir, f intercambia i por j en las primeras componentes de los dominios de las
condiciones. Es claro que f : P −→ P es una semejanza. Además ¬p ⊥ f(p),
pues los únicos pares en los que f(p) se diferencia de p empiezan por j, luego
no están en el dominio de p.

También es inmediato que f(σi) = σj , f(σj) = σi y f(σk) = σk cuando
i �= k �= j. Esto implica a su vez que f(σ) = σ. Aśı pues, el teorema 6.7 nos da
que

f(p) �
∨

R(R = {(x, y) ∈ Pω × Pω | φ(x, y)}
∧ R bien ordena Pω ∧

∧
z ∈ σ σj R z).

Sea q ≤ p ∧ q ≤ f(p) y sea H un filtro genérico con q ∈ H. Tenemos que en
M [H] la relación R = {(x, y) ∈ Pω × Pω | φ(x, y)} es un buen orden en Pω tal
que σiG R σjG ∧ σjG R σiG, pero esto implica que σiG = σjG, cuando por otra
parte 1l � σi �= σj , contradicción.

6.2 Extensiones simétricas

Según anunciábamos en la sección anterior, vamos a traducir a extensiones
genéricos los argumentos que vimos en el caṕıtulo II sobre modelos simétricos
de ZFA.

Sea P un c.p.o., σ ∈ V P y H un subgrupo de AutP. Llamaremos grupo de
simetŕıas de σ en H al conjunto

SimH(σ) = {h ∈ H | h(σ) = σ}.

Claramente SimH(σ) es un subgrupo de H y para todo conjunto x se cum-
ple que SimH(x̌) = H. Un argumento formalmente idéntico a la prueba del
teorema 2.9 nos da que si f ∈ AutP entonces SimH(f(σ)) = SimH(σ)f .

Si Γ es un filtro normal de subgrupos de H, diremos que σ es simétrico
(respecto a H y Γ) si SimH(σ) ∈ Γ. Diremos que σ es hereditariamente simétrico
(respecto de H y Γ) si σ es simétrico y todo π ∈ Dominio(σ) es hereditariamente
simétrico.

Si M es un modelo transitivo de ZF, llamaremos SMP a la clase de todos
los P-nombres σ ∈ MP hereditariamente simétricosM . Una simple inducción
prueba que ∧

x ∈ M x̌ ∈ SMP.

Si G es un filtro P-genérico sobre M definimos la extensión simétrica

SM [G] = {τG | τ ∈ SMP}.

A los elementos de SM [G], es decir, los elementos de M [G] que admiten un
nombre simétrico, los llamaremos conjuntos simétricos.

Hemos de probar que las extensiones simétricas son modelos transitivos de
ZF. Empezamos con un hecho técnico:
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Teorema 6.15 Sea M un modelo transitivo de ZFC y en M sea P un c.p.o., H
un subgrupo de AutP, Γ un filtro normal de subgrupos de H y g ∈ H. Entonces
g|SMP : SMP −→ SMP biyectiva.

Demostración: Veamos que
∧

σ ∈ SMP g(σ) ∈ SMP por ∈-inducción. Lo
suponemos cierto para los nombres en la clausura transitiva de σ, con lo que
Dominio(g(σ)) ⊂ SMP. Por otra parte, SimH(g(σ)) = SimH(σ)g ∈ Γ, luego
g(σ) es simétrico y, por consiguiente, hereditariamente simétrico.

Esto prueba que g|SMP : SMP −→ SMP. Ciertamente la restricción es in-
yectiva porque g lo es. Además es suprayectiva, pues si σ ∈ SMP, su antiimagen
por g es g−1(σ), que está en SMP por la parte ya probada.

Teorema 6.16 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P ∈ M un c.p.o., sea
H ∈ M un subgrupo de AutM P y Γ ∈ M un filtro normalM de subgrupos de
H. Sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces M ⊂ SM [G] ⊂ M [G] y
SM [G] es un modelo transitivo de los axiomas de extensionalidad, regularidad,
par, unión, vaćıo e infinitud.

Demostración: Si x ∈ M entonces x̌ ∈ SMP, luego x = x̌G ∈ SM [G]. la
inclusión SM [G] ⊂ M [G] es obvia.

Si u ∈ v ∈ SM [G], entonces v = τG con τ ∈ SMP. Por consiguiente u = σG,
con σ en el dominio de τ , luego σ ∈ SMP. Aśı pues, u = σG ∈ SM [G].

Esto prueba que SM [G] es transitivo, con lo que cumple el axioma de ex-
tensionalidad. El axioma de regularidad se cumple en cualquier clase.

Veamos el axioma del par. Sean x, y ∈ SM [G]. Entonces x = σG, y = τG,
con σ, τ ∈ SMP. Sea ρ = pd(σ, τ) = {(σ, 1l), (τ, 1l)}.

Tenemos que SimH(σ), SimH(τ) ∈ Γ y claramente

SimH(σ) ∩ SimH(τ) ≤ SimH(ρ).

Por lo tanto ρ es simétrico. Como su dominio está formado por los nombres
hereditariamente simétricos σ y τ , de hecho ρ ∈ SMP, luego concluimos que
{x, y} = ρG ∈ SM [G].

Ahora comprobamos el axioma de la unión. Tomemos x ∈ SM [G], de modo
que x = σG con σ ∈ SMP. En la prueba de 4.19 vimos que

π = {(ρ, p) | p ∈ P ∧
∨

τqr((τ, q) ∈ σ ∧ (ρ, r) ∈ τ ∧ p ≤ r ∧ p ≤ q)} ∈ MP.

cumple πG =
⋃

y∈x
y. Basta probar que π ∈ SMP.

Si ρ ∈ Dominio(π), existe τ ∈ Dominio(σ) tal que ρ ∈ Dominio(τ). Entonces
τ ∈ SMP, porque σ es hereditariamente simétrico, luego también ρ ∈ SMP.
Falta probar que π es simétrico, para lo cual basta a su vez comprobar que
SimH(σ) ≤ SimH(π).

Si g ∈ SimH(σ), sea (ρ, p) ∈ π y sean τ , q, r tales que

(τ, q) ∈ σ ∧ (ρ, r) ∈ τ ∧ p ≤ r ∧ p ≤ q.
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Entonces

(g(τ), g(q)) ∈ g(σ) ∧ (g(ρ), g(r)) ∈ g(τ) ∧ g(p) ≤ g(r) ∧ g(p) ≤ g(q),

de donde se sigue que (g(ρ), g(p)) ∈ π, es decir, g(π) ⊂ π. Aplicando esto a g−1

concluimos que g−1(π) ⊂ π, luego π ⊂ g(π) y tenemos la igualdad. Esto prueba
que g ∈ SimH(π).

Los axiomas del vaćıo e infinitud se siguen de que ∅, ω ∈ M ⊂ SM [G].

Demostrar los axiomas de reemplazo y partes presenta la misma dificultad
que en el caso de M [G], pero afortunadamente el trabajo que hay que hacer es
completamente análogo al que ya hemos hecho:

Definición 6.17 Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula metamatemática. Sea M un
modelo transitivo de ZFC, P ∈ M un c.p.o., H ∈ M un subgrupo de AutM P,
Γ ∈ M un filtro normalM de subgrupos de H, p ∈ P y σ1, . . . , σn ∈ SMP.
Definimos p

S
� φ(σ1, . . . , σn) como∧

G(G es P-genérico sobre M ∧ p ∈ G → φSM [G](σ1G, . . . , σnG)).

Si P es un c.p.o., H es un subgrupo de AutP, Γ es un filtro normal de
subgrupos de H y σ1, . . . , σn ∈ SV P, definimos la fórmula

p
S

∗� φ(σ1, . . . , σn)

exactamente igual que hicimos en la sección 4.3 con ∗� pero exigiendo que todos
los nombres considerados sean hereditariamente simétricos. Todos los teoremas
de dicha sección son válidos con este cambio para extensiones simétricas.

Para probar que las extensiones simétricas son modelos de ZF necesitamos
la versión simétrica de los resultados de la sección anterior. Resumimos todo lo
que nos hace falta en un único teorema:

Teorema 6.18 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., sea H ∈ M un subgrupo de AutM P, sea Γ ∈ M un filtro normalM de
subgrupos de H, sea g ∈ H y G un filtro P-genérico sobre M . Entonces g[G]
es un filtro P-genérico sobre M , SM [G] = SM [g[G]] y si φ(x1, . . . , xn) es una
fórmula metamatemática y σ1, . . . , σn ∈ SMP, entonces

p
S
� φ(σ1, . . . , σn) ↔ g(p)

S
� φ(g(σ1), . . . , g(σn)).

Demostración: Claramente g[G] = (g−1)−1[G], luego por 6.3 es un filtro
P-genérico sobre M . Como g−1 : SMP −→ SMP es biyectiva, usando 6.7 vemos
que

SM [G] = {τG | τ ∈ SMP} = {g−1(τ)G | τ ∈ SMP}
= {τg[G] | τ ∈ SMP} = SM [g[G]].
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Si p ∗� φ(σ1, . . . , σn), sea G un filtro genérico sobre M tal que g(p) ∈ G.
Entonces g−1[G] es un filtro genérico con p ∈ g−1[G], luego

φSM [g−1[G]](σ1g−1[G], . . . , σng−1[G]).

Por 6.7 y la parte ya probada esto es lo mismo que

φSM [G](g(σ1)G, . . . , g(σn)G).

Por lo tanto g(p) � φ(g(σ1), . . . , g(σn)). La implicación contraria sale de
aplicar la que hemos probado a g−1.

Teorema 6.19 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., sea H ∈ M un subgrupo de AutM P, sea Γ ∈ M un filtro normalM de
subgrupos de H y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces SM [G] es un
modelo transitivo numerable de ZF.

Demostración: La prueba es análoga a la de 4.30. Sólo hay que compro-
bar en añadidura que ciertos P-nombres son hereditariamente simétricos. Para
probar el axioma de reemplazo partimos de una fórmula φ(x, y, x1, . . . , xn) y
de conjuntos σ1G, . . . , σnG, σG ∈ SM [G] como en 4.30. Construimos S ⊂ SMP

igual que alĺı pero ahora completamos la construcción como sigue: definimos

S′
0 = S ∧

∧
n ∈ ω S′

n+1 =
⋃

g∈H

g[S′
n] ∧ S′ =

⋃
n∈ω

S′
n.

De este modo S′ ∈ M cumple lo mismo que S (porque lo contiene) y además∧
g ∈ H g[S′] = S′. Definimos

ρ = {(µ, p) | µ ∈ S′ ∧ p ∈ P ∧
∨

π ∈ Dominio(σ) p
S
� (π ∈ σ ∧ φ(π, µ))}.

Basta comprobar que ρ ∈ SMP. El resto de la prueba es idéntico a 4.30.
Como S′ ⊂ SMP, tenemos que el dominio de ρ está contenido en SMP, luego
sólo hemos de ver que ρ es simétrico. Para ello bastará probar que

SimH(σ1) ∩ · · · ∩ SimH(σn) ∩ SimH(σ) ⊂ SimH(ρ).

Tomamos g en el grupo de la izquierda. Si (µ, p) ∈ ρ, sea π ∈ Dominio(σ)
tal que p

S
� (π ∈ σ ∧ φ(π, µ, σ1, . . . , σn)).

Entonces g(π) ∈ Dominio(g(σ)) = Dominio(σ), g(µ) ∈ g[S′] = S′ y por el
teorema anterior

g(p)
S
� (g(π) ∈ σ ∧ φ(g(π), g(µ), σ1, . . . , σn)).

Esto prueba que (g(µ), g(p)) ∈ ρ. Por consiguiente g(ρ) ⊂ ρ y razonando
con g−1 obtenemos la igualdad.

Para probar el axioma de partes tomamos σG ∈ SM [G] y definimos

S = {µ ∈ SMP | Dominio(µ) ⊂ Dominio(σ)} ∈ M, ρ = S × {1l} ∈ MP.
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Es fácil ver que SimH(σ) ⊂ SimH(ρ), de donde se sigue que ρ ∈ SMP.
Siguiendo el argumento de 4.30, tomamos τG ⊂ σG y definimos

µ = {(π, p) | π ∈ Dominio(σ) ∧ p
S
� π ∈ τ}.

Se cumple que µ ∈ SMP porque SimH(σ) ∩ SimH(τ) ⊂ SimH(µ). Por lo
tanto µ ∈ S y el argumento de 4.30 vale igualmente.

En el caṕıtulo II defińıamos el filtro de subgrupos mediante el concepto de
soporte. Vamos a ver que aqúı es posible hacer algo análogo.

Definición 6.20 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, X ∈ M y
P = Fn(X × ω, 2,ℵ0). Sea H ∈ M un subgrupo del grupo de permutaciones
ΣM

X . Para cada g ∈ H definimos g∗ : P −→ P mediante

g∗(p) = {(g(x), m, r) | (x, m, r) ∈ p}.

Es fácil ver que g∗ ∈ AutM P, aśı como que∧
gh ∈ H (g ◦ h)∗ = g∗ ◦ h∗ ∧

∧
g ∈ H (g−1)∗ = (g∗)−1.

Además la identidad en X induce la identidad en P. Esto se traduce en que
H∗ = {g∗ | g ∈ H} es un subgrupo de AutM P y la aplicación g �→ g∗ es un
isomorfismo de grupos (en M) entre H y H∗.

Por consiguiente podemos identificar cada permutación g con g∗ (en otras
palabras, suprimir las estrellas) sin caer en ambigüedades. De este modo consi-
deraremos H ⊂ AutM P y haremos actuar indistintamente sus elementos sobre
elementos de X, condiciones o P-nombres.

Si B ⊂ X, B ∈ M , llamaremos

EstH(B) = {h ∈ H |
∧

n ∈ B h(n) = n} ∈ M.

Claramente EstH(B) es un subgrupo de H. Definimos el filtro de los soportes
finitos en H como

Γ = {K ∈ M | K es subgrupo de H ∧
∨

B ∈ PX(B finito ∧ EstH(B) ⊂ K)}.

Ciertamente Γ ∈ M es un subgrupo normalM de subgrupos de H (se prueba
con el mismo argumento que el hecho análogo en el caṕıtulo II).

Sea G un filtro P-genérico sobre M y consideremos la extensión simétrica
SM [G] determinada por H y Γ. Sea fG : X ×ω −→ 2 la función genérica. Para
cada x ∈ X sean

sx = {n ∈ ω | fG(x, n) = 1} ∈ M [G],

σx = {(ň, p) | p ∈ P ∧ (x, n, 1) ∈ p} ∈ MP.

Claramente σxG = sx y si g ∈ H entonces g(σx) = σg(x). En consecuencia
EstH({x}) ⊂ SimH(σx), por lo que cada σx es simétrico, y como los nombres ň
son hereditariamente simétricos, concluimos que σx ∈ SMP y sx ∈ SM [G].
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A los conjuntos sx los llamaremos conjuntos genéricos simétricos y los nom-
bres σx serán los nombres canónicos de los conjuntos genéricos simétricos.

Es fácil probar que si x, y ∈ A cumplen a �= b, entonces el conjunto

Dxy = {p ∈ P |
∨

n((x, n), (y, n) ∈ Dominio(p) ∧ p(x, n) �= p(y, n))} ∈ M

es denso en P, de donde se sigue que todo filtro genérico G ha de cortarlo, y
esto a su vez implica que sx �= sy. Aśı pues, 1l

S
� σx �= σy.

El teorema siguiente se corresponde con los primeros apartados de 2.17.

Teorema 6.21 Si ZFC es consistente, también lo es ZF más la existencia de un
conjunto infinito A ⊂ Pω sin subconjuntos infinitos numerables. En particular
A no puede ser bien ordenado y, por consiguiente, Pω tampoco.

Demostración: Partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC,
consideramos P = Fn(ω × ω, 2,ℵ0), H = ΣM

ω , G un filtro P-genérico sobre M y
N = SM [G] la extensión simétrica determinada por el filtro de soportes finitos.

Sea A = {sn | n ∈ ω} el conjunto de los conjuntos genéricos simétricos
definido en las consideraciones previas a este teorema. Se cumple que A ∈ N
porque tiene por nombre a σ = {(σn, 1l) | n ∈ ω} y SimH(σ) = H (ya que los
automorfismos de H permutan los nombres canónicos σn).

Veamos que A cumple lo pedido en el modelo N . Ciertamente A ⊂ Pω y es
infinitoN porque ser infinito es absoluto. Ahora hemos de probar que no existe
f : ω −→ A inyectiva tal que f ∈ N . Si existiera seŕıa f = τG, para un cierto
τ ∈ SMP. Sea B ⊂ ω finito tal que EstH(B) ⊂ SimH(τ).

Tomamos i ∈ ω \ B tal que si ∈ f [ω] y n ∈ ω tal que f(n) = si. Sea p ∈ G
tal que

p
S
� (τ : ω −→ σ inyectiva ∧ τ(ň) = σi).

Sea j ∈ ω tal que j /∈ B, j �= i y que no figure como primera componente
de un par en el dominio de p. Sea g ∈ H la permutación que intercambia i con
j y deja fijos a los demás números. Entonces g ∈ EstH(B) ⊂ SimH(τ), luego
g(τ) = τ y también g(σ) = σ, g(ň) = ň y, según las observaciones previas al
teorema, g(σi) = σj . Por consiguiente

g(p)
S
� (τ : ω −→ σ inyectiva ∧ τ(ň) = σj).

Además p y g(p) son compatibles, ya que los únicos pares en los que discrepan
empiezan por i o j, pero en el dominio de p no hay pares que empieces por j
y el el dominio de g(p) no hay pares que empiecen por i. Sea r ∈ P tal que
r ≤ p ∧ r ≤ g(p). Aśı

r
S
� (τ : ω −→ σ inyectiva ∧ τ(ň) = σi ∧ τ(ň) = σj).

Por consiguiente r
S
� σi = σj , en contradicción con que 1l

S
� σi �= σj .

Conviene reflexionar sobre la prueba que acabamos de ver. Bajo el supuesto
de que A tiene un subconjunto numerable determinamos un σi mediante una
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propiedad que lo caracteriza en términos de nombres τ y ň; fijamos una condición
p que fuerce esta propiedad y construimos un automorfismo g que mantenga los
parámetros ň y τ , pero transforme σi en un σj . El punto más delicado es que p
y g(p) han de resultar compatibles, pues entonces una extensión común fuerza
que σi y σj cumplan una misma propiedad que supuestamente caracteriza a un
único conjunto genérico, y aśı tenemos la contradicción. Garantizar la compa-
tibilidad de p y g(p) nos ha obligado a elegir j después de haber fijado p. Si el
lector intenta demostrar los apartados siguientes del teorema 2.17 se encontrará
con que necesitaŕıa permutar dos nombres σi y σj elegidos antes de determi-
nar la condición p, y no después, pero entonces ya no es posible garantizar la
compatibilidad de p y g(p), y el argumento se viene abajo. Esto no es casual.
De hecho Pω (y en particular A), śı que puede ser totalmente ordenado en N
(puede biyectarse con el conjunto de los números reales sin necesidad del axioma
de elección, y el orden total de R se traslada aśı a Pω).

La conclusión es que para adaptar las pruebas de consistencia en ZFA no
podemos en general sustituir los átomos por subconjuntos de ω. A continuación
veremos que todo funciona bien si usamos subconjuntos de subconjuntos de ω.
Como el resto de 2.17 es un poco más complejo, veremos primero la versión del
teorema 2.18.

Teorema 6.22 Si ZFC es consistente, también lo es ZF más la existencia de
una familia numerable de pares desordenados que no tiene funciones de elección.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea
P = Fn(2×ω×ω×ω, 2,ℵ0). Sea G un filtro P-genérico sobre M y consideremos
la función genérica fG : 2 × ω × ω × ω −→ 2. Sean

anm = {i ∈ ω | fG(0, n, m, i) = 1} ∈ M [G],
bnm = {i ∈ ω | fG(1, n, m, i) = 1} ∈ M [G],
an = {anm | m ∈ ω} ∈ M [G],
bn = {bnm | m ∈ ω} ∈ M [G],
Pn = {an, bn} ∈ M [G],
P = {Pn | n ∈ ω} ∈ M [G],

σnm = {(̌ı, p) | i ∈ ω ∧ p ∈ P ∧ (0, n, m, i, 1) ∈ p} ∈ MP,

τnm = {(̌ı, p) | i ∈ ω ∧ p ∈ P ∧ (1, n, m, i, 1) ∈ p} ∈ MP,

σn = {(σnm, 1l) | m ∈ ω} ∈ MP,

τn = {(τnm, 1l) | m ∈ ω} ∈ MP,

ρn = {(σn, 1l), (τn, 1l)} ∈ MP,

ρ = {(ρn, 1l) | n ∈ ω} ∈ MP.

Notemos que los conjuntos anm y bnm son los conjuntos genéricos simétricos
(con la notación de la definición general, estamos tomando X = 2 × ω × ω) y
σnm, τnm son sus nombres canónicos. Aśı pues, σnmG = anm, τnmG = bnm. Aśı
mismo es claro que σnG = an, τnG = bn, ρnG = Pn y ρG = P .
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Definimos ahora H como el conjunto de todas las permutaciones g ∈ ΣM
2×ω×ω

tales que existen g1 : 2 × ω −→ 2 y g3 : 2 × ω × ω −→ ω de modo que

g(a, n, m) = (g1(a, n), n, g3(a, n, m)).

Se comprueba fácilmente que H ∈ M y que es un subgrupo de ΣM
2×ω×ω. La

definición de H puede parecer compleja a primera vista, pero responde a una
idea muy concreta que entenderemos tan pronto como pensemos en la forma en
que actúa sobre los conjuntos que hemos definido.

Sea g ∈ H con g(0, n, m) = (r0, n, m0), g(1, n, m) = (r1, n, m1). Notemos
que r0 �= r1, o si no g no seŕıa suprayectiva. Es fácil ver que

g(σnm) =
{

σnm0 si r0 = 0,
τnm0 si r0 = 1, g(τnm) =

{
τnm1 si r1 = 1,
σnm1 si r1 = 0,

g(σn) =
{

σn si r0 = 0,
τn si r0 = 1, g(τn) =

{
τn si r1 = 1,
σn si r1 = 0,

Por consiguiente g(ρn) = ρn y g(ρ) = ρ.

Si el lector comprueba estos hechos entenderá la definición de H: al exigir
que n permanezca inalterada estamos exigiendo que cada σnm se transforme
en un σnm′ o en un τnm′ , y al exigir que la primera componente de la imagen
dependa sólo de a y de n estamos exigiendo que si un σnm0 se transforma en un
σnm′ , entonces lo mismo valga para todos los σnm, de modo que g permuta los
elementos de σn, mientras que si un σnm0 se transforma en un τnm′ , entonces g
transforma σn en τn.

Llamemos N = SM [G] a la extensión simétrica determinada por el filtro de
soportes finitos. Todos los nombres que hemos definido son hereditariamente
simétricos, lo cual se deduce inmediatamente de los hechos siguientes:

EstH({(0, n, m)}) ⊂ SimH(σnm), EstH({(1, n, m)}) ⊂ SimH(τnm),

EstH({(0, n, 0)}) ⊂ SimH(σn), EstH({(1, n, 0)}) ⊂ SimH(τn),

SimH(ρn) = SimH(ρ) = H.

Como consecuencia, P ∈ N . Para ver que P es numerableN basta tener en
cuenta que

µ = {(po(ň, ρn), 1l) | n ∈ ω} ∈ SMP

y aśı µG = {Pn}n∈ω ∈ N . Vamos a ver que P no tiene una función de elección
en N o, equivalentemente, que no existe una función f ∈ N tal que f sea una
función de dominio ω y

∧
n ∈ ω f(n) ∈ Pn.

Si existiera tal f , seŕıa f = πG, con π ∈ SMP. Sea B ⊂ 2 × ω × ω tal
que EstH(B) ⊂ SimH(π). Tomemos un n ∈ ω que no figure entre las segundas
componentes de las ternas de B. Supongamos por ejemplo que f(n) = an. Sea
p ∈ G tal que

p
S
� (π es una función de dominio ω ∧ π(ň) = σn).
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Ahora vamos a permutar σn con τn para llegar a una contradicción. Sea
r ∈ ω tal que si m ≥ r entonces r no esté entre las terceras componentes de las
ternas del dominio de p. Definimos g : 2 × ω × ω −→ 2 × ω × ω la aplicación
dada por

g(a, n′, m) = (a, n′, m) si n′ �= n,

g(0, n, m) =

 (1, n, m + r) si m < r,
(1, n, m − r) si r ≤ m < 2r,
(1, n, m) si 2r ≤ m,

g(1, n, m) =

 (0, n, m + r) si m < r,
(0, n, m − r) si r ≤ m < 2r,
(0, n, m) si 2r ≤ m.

La idea es la siguiente: queremos transformar las ternas que empiezan por
(0, n) en las que empiezan por (1, n) y viceversa. Si sólo tocamos este tipo de
ternas dejamos fijos los elementos de B, pues ninguna de ellas está en B por la
elección de n. Pero también queremos que al permutar las ternas mediante g,
las condiciones p y g(p) resulten compatibles. Para ello establecemos que todas
las ternas de la forma (0, n, m) con m ≤ r (entre las cuales se encuentran todas
las del dominio de p) sean enviadas a ternas (1, n, m′) con m′ ≥ r (ninguna de
las cuales está en el dominio de p). Aśı ninguna terna del dominio de g(p) con
segunda componente n aparece en el domino de p, con lo que p y g(p) no pueden
contradecirse.

Es fácil ver que g ∈ H y que de hecho g ∈ EstH(B) ⊂ SimH(π), de donde
g(π) = π, y por otra parte g(σn) = τn. Por consiguiente

g(p)
S
� (π es una función de dominio ω ∧ π(ň) = τn),

luego una extensión común de p y g(p) fuerza que σn = τn, lo cual es imposible.

Dedekind definición los conjuntos finitos como aquellos que no pueden bi-
yectarse con subconjuntos propios, es decir:

Definición 6.23 Se dice que un conjunto A es Dedekind-finito o, simplemente,
D-finito si no existe B � A equipotente a A.

Es fácil probar que A es D-finito si y sólo si no tiene subconjuntos numerables.
En efecto, un conjunto A es D-infinito si existe f : A −→ A inyectiva y no
suprayectiva, en cuyo caso podemos tomar a ∈ A\f [A] y considerar la aplicación
inyectiva g : ω −→ A dada por

g(0) = a ∧
∧

n ∈ ω g(n + 1) = f(g(n)).

La otra implicación es evidente.
Evidentemente, la D-finitud equivale a la finitud en el sentido usual (es decir,

a la equipotencia con un número natural) en presencia del axioma de elección,
pero sin él lo máximo que podemos decir es que todo conjunto finito es D-finito.
El rećıproco no es necesariamente cierto, tal y como muestra el teorema 2.17 o
su traducción a extensiones simétricas, que mostramos seguidamente:
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Teorema 6.24 Si ZFC es consistente también lo es ZF más la existencia de
un conjunto A ⊂ PPω de cardinal p tal que

a) A es infinito, pero todos sus subconjuntos son finitos o cofinitos (es decir,
de complementario finito).

b) A no tiene subconjuntos (infinitos) numerables (o sea, es D-finito).

c) A no puede ser totalmente ordenado.

d) Los cardinales menores que p son exactamente:

0 < 1 < 2 < 3 < 4 · · · · · · < p − 4 < p − 3 < p − 2 < p − 1,

con lo que la clase C no está ni totalmente ordenada ni bien fundada.

e) Se cumple

p < p + 1 < p + 2 < · · · < p + p < p
2 < p

3 < · · ·

f) No se cumple p2 ≤ 2p.

Demostración: partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC y
consideramos el c.p.o. P = Fn(ω×ω×ω, 2,ℵ0). Sea G un filtro P-genérico sobre
M y sean snm, sn, A, σnm. σn y σ como en el teorema anterior (omitiendo las
primeras componentes 0/1). Tomamos como H el grupo de las permutaciones
g : ω × ω −→ ω × ω tales que existen h1 : ω −→ ω biyectiva y h2 : ω × ω −→ ω
de modo que g(n, m) = (h1(n), h2(n, m)).

Esta construcción nos garantiza que si g ∈ H y g(n, m) = (r, s), entonces
g(σnm) = σrs, g(σn) = σr y g(σ) = σ.

Consideramos la extensión simétrica N = SM [G] determinada por H y el
filtro de soportes finitos. Las observaciones anteriores nos dan que todos los
nombres que hemos construido son hereditariamente simétricos y por lo tanto
A ∈ N .

Si existiera x ∈ N , x ⊂ A que no fuera finito ni cofinito, entonces x = τG para
cierto τ ∈ SMP. Sea B ⊂ ω × ω finito tal que EstH(B) ⊂ SimH(τ). Tomemos
i, j ∈ ω \ B tales que si ∈ x ∧ sj /∈ x. Sea p ∈ G tal que p

S
� σi ∈ τ ∧ σj /∈ τ .

Sea r ∈ ω tal que si m ≥ r entonces m no aparece como segunda componente
de ninguna terna del dominio de p. Como en el teorema anterior definimos g ∈ H
tal que g(n, m) = (n, m) para i �= n �= j, g(σi) = σj y ¬g(p) ⊥ p.

De este modo g(p)
S
� σj ∈ τ ∧ σi /∈ τ , y una extensión común de p y g(p)

fuerza una contradicción.
Esto prueba a). Los apartados b) y c) son consecuencias de a) (ver 2.17).

d) La prueba del apartado correspondiente en 2.17 se basa únicamente en
los apartados anteriores, luego es válida igualmente en nuestro contexto.

e) Dejamos al lector la adaptación del apartado correspondiente de 2.17.

f) Supongamos que existe una aplicación f : A × A −→ PA ∩ N inyectiva
tal que f ∈ N . Entonces f = τG con τ ∈ SMP. Sea B ⊂ ω × ω tal que
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EstH(B) ⊂ SimH(τ). Sean i, j ∈ ω dos números naturales distintos que no
figuren como primera componente de ningún par de B. Tomemos x = f(si, sj)
o bien x = A \ f(si, sj) de modo que x sea finito (por a).

Digamos que x = {si1 , . . . , sin} y sea ρ = {(σi1 , 1l), . . . , (σin , 1l)}. Es inme-
diato comprobar que ρ ∈ SMP y x = ρG. Sea p ∈ G tal que

p
S
� τ : σ × σ −→ Pσ inyectiva ∧ τ(σi, σj) = ρ,

(o bien σ \ τ(σi, σj) = ρ) según hayamos elegido x).
Si si y sj están ambos o ninguno en x permutaremos i con j, mientras que

si, por ejemplo, si ∈ x ∧ sj /∈ x, tomaremos k ∈ ω que no esté entre las primeras
componentes de los pares de B y que sea distinto de i, j, i1, . . . , in. En este
caso permutaremos j y k.

Jugando con las segundas componentes podemos construir g ∈ EstH(B)
que deje invariantes a todos los σr excepto a los dos que queremos permutar
y de modo que ¬p ⊥ g(p). Como es habitual, una extensión común de ambas
condiciones fuerza una contradicción.

Los conjuntos D-finitos son una rica fuente de anomaĺıas. Notemos ante todo
que la existencia de un subconjunto infinito D-finito de Pω implica fácilmente la
existencia de un subconjunto análogo del conjunto de los números reales (porque
Pω puede biyectarse con R en ZF).

Ejercicio: Probar que es consistente con ZF la existencia de un subconjunto acotado
del conjunto R de los números reales (no vaćıo) que no contenga ninguna sucesión
convergente a su supremo. (Ayuda: considerar un subconjunto infinito D-finito del
intervalo ]0, 1[. Puede tomarse sin máximo elemento.)

Teorema 6.25 Sea A un conjunto infinito D-finito.

a) El conjunto S = {s ∈ A<ω | s es inyectiva} es infinito y D-finito.

b) El conjunto T = S \ {∅} tiene cardinal menor estrictamente que S pero
existe f : T −→ S suprayectiva.

Demostración: a) Si existiera un subconjunto numerable {sn}n∈ω ⊂ S,
podemos tomarlo con s0 �= ∅. Definimos a0 = s0(0) y, definido an ∈ A, sea k el
mı́nimo natural tal que sk toma un valor distinto de a0, . . . , an (existe porque
hay un número finito de elementos de A<ω que toman valores en {a0, . . . , an}).
Sea l el mı́nimo natural tal que sk(l) /∈ {a0, . . . , an}. Definimos an+1 = sk(l).
De este modo obtenemos un subconjunto numerable de A, contradicción.

b) Por definición de D-finitud, T no puede ser equipotente a S, luego su
cardinal es estrictamente menor. Sin embargo, a cada sucesión s ∈ T , digamos
s : n −→ A, podemos signarle f(s) = s|n−1 ∈ S y claramente f es suprayectiva.

Ejercicio: Probar que si existe un conjunto infinito D-finito entonces existe un con-
junto de cardinales R semejante en orden al conjunto de los números reales. (Ayuda:
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Considerar una biyección entre ω y el conjunto Q de los números racionales. Para cada
número real r sea Dr el conjunto de los números naturales cuya imagen es menor que
r. Aśı r ≤ s ↔ Dr ⊂ Ds. Sea S según el teorema anterior y Sr = {s ∈ S | |s| ∈ Dr},
claramente D-finito. El conjunto R de los cardinales de los conjuntos Sr cumple lo
pedido.)

Probamos ahora un teorema muy general sobre las posibilidades de orde-
nación de los cardinales en ausencia del axioma de elección:

Teorema 6.26 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y consideremos
un conjunto parcialmente ordenado (D,≤) ∈ M . Existe una extensión simétrica
N de M en la cual existe un conjunto {pd}d∈D de cardinalesN de modo que∧

de ∈ D(d ≤ e ↔ pd ≤ pe).

Demostración: Tomamos P = Fn(D × ω × ω × ω, 2,ℵ0) y como H el
conjunto de las biyecciones g : D × ω × ω −→ D × ω × ω, g ∈ M , de la forma

g(d, n, m) = (d, g2(d, n), g3(d, n, m)).

Claramente H ∈ M es un subgrupo de ΣM
D×ω×ω que podemos identificar de

la forma usual con un grupo de automorfismos de P. Sea G un filtro P-genérico
sobre M y N = SM [G] la extensión simétrica determinada por el filtro de
soportes finitos. Consideramos los conjuntos simétricos sdnm y a partir de ellos
formamos los conjuntos sdn = {sdnm | m ∈ ω} ∈ M [G]. Sea J = (PD)M . Para
cada j ∈ J definimos sj = {sdn | d ∈ j ∧ n ∈ ω} ∈ M [G]. Finalmente tomamos
S = {sj | j ∈ J} ∈ M [G].

De forma natural se definen los nombres σdmn, σdn, σj y σ que nombran
respectivamente a sdnm, sdn, sj y S.

Es claro que si g ∈ H cumple g(d, n, m) = (d, n′, m′), entonces tenemos que
g(σdnm) = σdn′m′ , g(σdn) = σdn′ , g(σj) = σj y g(σ) = σ. De aqúı se sigue que
todos los nombres considerados son hereditariamente simétricos y que todos los
conjuntos que hemos construido están en N . También es fácil comprobar que
1l fuerza que todos son distintos entre śı. Más aún, ρ = {(po(̌, σj), 1l) | j ∈ J}
también es hereditariamente simétrico, de donde {sj}j∈J ∈ N .

Para cada d ∈ D sea jd = {e ∈ D | e ≤ d} y sea pd el cardinal (en N) de
sjd

. Claramente {pd}d∈D ∈ N . Si d ≤ e entonces jd ⊂ je, luego sjd
⊂ sje ,

luego (pd ≤ pe)N . Rećıprocamente, si d �≤ e, entonces jd �⊂ je. Si demostramos
que (pd �≤ pe)N el teorema estará probado. En caso contrario existe f ∈ N tal
que f : sjd

−→ sje inyectiva. Digamos f = µG, para un cierto µ ∈ SMP. Sea
B ⊂ D×ω×ω finito tal que EstH(B) ⊂ SimH(µ). Sean n1, n2 ∈ ω tales que no
aparezcan como segundas componentes de ninguna terna de B. Tenemos que
sdn1 ∈ sjd

, luego f(sdn1) ∈ sje
será de la forma f(sdn1) = sd′k, con d′ ≤ e, luego

en particular d′ �= d. Sea p ∈ P tal que

p
S
� (µ : σjd

−→ σje
inyectiva ∧ σdn1 ∈ σjd

∧ µ(σdn1) = σd′k).

Sea r ∈ ω mayor que todas las terceras componentes de las ternas del dominio
de p. Definimos g : D × ω × ω −→ D × ω × ω mediante
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g(a, n, m) = (a, n, m) si (n �= n1 ∧ n �= n2) ∨ a �= d,
g(d, n1, m) = (d, n2, s),
g(d, n2, m) = d(n1, s), donde

s =

{
m + r si m < r,
m − r si r ≤ m < 2r,
m si 2r ≤ m.

Aśı g(µ) = µ, g(σjd
= σjd

, g(σje
= σje

, g(σdn1) = σdn2 , g(σdn2) = σdn1 ,
g(σd′k) = σd′k y las condiciones p y g(p) son compatibles. Aśı, una extensión
común a ambas fuerza que

µ : σjd
−→ σje

inyectiva ∧ σdn1 , σdn2 ∈ σjd
∧ µ(σdn1) = σd′k = µ(σdn2),

en particular, que σdn1 = σdn2 , cuando 1l fuerza lo contrario.

Para acabar demostraremos que sin el axioma de elección la unión de una
familia numerable de conjuntos numerables no tiene por qué ser numerable.

Teorema 6.27 Si ZFC es consistente, también lo es ZF+ℵ1 es singular +Pω
es unión numerable de conjuntos numerables.

Demostración: La idea de esta prueba es muy diferente a la de las ante-
riores. Vamos a colapsar todos los cardinales no numerables menores que ℵω de
modo que ℵω se convierta en ℵ1.

Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L. Tomamos

P = {p | p ⊂ ω × ω × ωω ∧ pes una función ∧ p es finito

∧
∧

ni ∈ ω((n, i) ∈ Dominio(p) → p(n, i) ∈ ωn)}M ,

ordenado por la inversa de la inclusión.
Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea fG =

⋃
p∈G

p ∈ M [G] la función

genérica. Considerando los conjuntos densos oportunos se comprueba sin difi-
cultad que fG : ω×ω −→ ωM

ω aśı como que las aplicaciones fn : ω −→ ωM
ω dadas

por fn(i) = f(n, i) son en realidad aplicaciones fn : ω −→ ωM
n suprayectivas, y

obviamente fn ∈ M [G].
Es claro que fG colapsa a ℵM

ω en M [G], pero vamos a construir una extensión
simétrica en la que esto no sucede. Tomamos como H el conjunto de las aplica-
ciones g : ω × ω −→ ω × ω biyectivas, g ∈ M , de la forma g(n, i) = (n, g2(n, i)).
Aśı H ∈ M es un grupo de permutaciones de ω × ω. Para cada g ∈ H sea
g∗ : P −→ P dada por g∗(p) = {(g(n, i), α) | (n, i, α) ∈ p}. Aunque no esta-
mos exactamente en la misma situación que en los teoremas anteriores, es fácil
ver que la correspondencia g �→ g∗ permite identificar a H con un grupo de
automorfismos de P.

Para cada n ∈ ω sea Hn = {g ∈ H |
∧

ki ∈ ω(k ≤ n → g(k, i) = (k, i))}. Es
fácil ver que {Hn}n∈ω ∈ M y es una familia de subgrupos de H, por lo que

Γ = {L ∈ M | L es subgrupo de H ∧
∨

n ∈ ω Hn ⊂ L} ∈ M,
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y se comprueba aśı mismo que Γ es un filtro normalM de subgrupos de H. Sea
N = SM [G] la extensión simétrica determinada por H y Γ.

Definimos

σn = {(po(̌ı, α̌), p) | i ∈ ω ∧ α ∈ ωM
n ∧ p ∈ P ∧ (n, i, α) ∈ p}.

Aśı Hn ⊂ SimH(σn), luego σn ∈ SMP y fn = σnG ∈ N . Por consiguiente
ωM

n es numerableN (notemos que la existencia en N de fn : ω −→ ωM
n supra-

yectiva implica —sin el axioma de elección— que ωM
n es numerable porque ω

está bien ordenado).
De este modo, los cardinales ℵM

n se siguen colapsando en N . Ahora pro-
baremos que ℵM

ω no se colapsa. Si p ∈ P y n ∈ ω, llamaremos p|n = p|n×ω.
Necesitaremos el resultado siguiente:

(∗) Si φ(x1, . . . , xn) es una fórmula, σ1, . . . , σm ∈ SMP cumplen que

Hn ⊂ SimH(σ1) ∩ · · · ∩ SimH(σm)

y p ∈ P cumple p
S
� φ(σ1, . . . , σm), entonces p|n+1 S

� φ(σ1, . . . , σm).

En efecto, en caso contrario existiŕıa una condición q ≤ p|n+1 tal que

q
S
� ¬φ(σ1, . . . , σm).

Sea r ∈ ω mayor que todas las segundas componentes de los pares del domi-
nio de q. Definimos g : ω × ω −→ ω × ω mediante

g(m, i) =

 (m, i) si m ≤ n ∨ 2r ≤ i,
(m, i + r) si n < m ∧ i < r,
(m, i − r) si n < m ∧ r ≤ i < 2r.

Aśı g ∈ Hn y g(p) es compatible con q. Por hipótesis g(σi) = σi para
i = 1, . . . , m y, por lo tanto g(p)

S
� φ(σ1, . . . , σn). Pero entonces una extensión

común de q y g(p) fuerza φ ∧ ¬φ, contradicción.

f ∈ N tal que f : ω −→ ωM
ω suprayectiva, seŕıa f = τG, con τ ∈ SMP. Sea

p0 ∈ G tal que p0
S
� τ : ω −→ ω̌M

ω suprayectiva. Sea n ∈ ω suficientemente
grande como para que Hn ⊂ SimH(τ) y p0|n+1 = p0.

Si α ∈ ωM
ω , existe un m ∈ ω tal que f(m) = α, luego existe un p ∈ G, p ≤ p0

tal que p
S
� τ(m̌) = α̌. Por lo tanto

ωM
ω =

⋃
m∈ω

{α ∈ ωM
ω |

∨
p ∈ P(p ≤ p0 ∧ p

S
� τ(m̌) = α̌)}.

La familia de conjuntos de la derecha está en M , luego ha de existir un
m ∈ ω tal que el conjunto A = {α ∈ ωM

ω |
∨

p ∈ P(p ≤ p0 ∧ p
S
� τ(m̌) = α̌)}

cumpla |A|M > ℵM
n+1.

Usando el axioma de elección M , obtenemos una familia de condiciones
{pα}α∈A ∈ M tal que para todo α ∈ A se cumpla pα ≤ p0 ∧ pα

S
� τ(m̌) = α̌.
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Por (∗) se cumple, de hecho, que pα|n+1 S
� τ(m̌) = α̌. Equivalentemente,

podemos suponer que pα ⊂ (n + 1) × ω × ωM
ω .

Se cumple que si α, β ∈ A son distintos, entonces pα ⊥ pβ , pues fuerzan
fórmulas contradictorias. Por lo tanto, el conjunto W = {pα | α ∈ A} ∈ M
cumple |W |M > ℵM

n+1, cuando por otra parte sus elementos son aplicaciones
de ω × ω en ωn, y por consiguiente |W |M ≤ (ℵℵ0

n )M = ℵM
n+1, ya que estamos

suponiendo que M cumple la HCG.
Esta contradicción prueba que ℵM

ω no es numerable en N , luego ℵM
ω = ℵN

1 .
Cualquier aplicación cofinal f : ω −→ ℵM

ω tal que f ∈ M está también en N
y sigue siendo cofinal, pues esto es absoluto. Esto prueba que (cf ℵ1 = ℵ0)N .

Nos ocupamos ahora de Pω. Dado n ∈ ω, llamamos ρn al conjunto de todos
los pares (σ, 1l), donde σ ∈ SMP contiene únicamente pares de la forma (̌ı, p),
con i ∈ ω y p ∈ P y las primeras componentes de los pares del dominio de p
son menores o iguales que n. Obviamente ρn es un P-nombre y cada g ∈ H
permuta a sus elementos, luego SimH(ρn) = H. Por consiguiente ρn ∈ SMP.
Sea An = ρnG ∈ N . Es claro que An ⊂ Pω. Sea ρ = {(ρn, 1l) | n ∈ ω} ∈ MP.
También SimH(ρ) = H, con lo que ρ ∈ SMP y A = {An | n ∈ ω} = ρG ∈ N .
Más aún, se cumple que µ = {(po(ň, ρn), 1l) | n ∈ ω} ∈ SMP, por lo que
{An}n∈ω = µG ∈ N . En particular A es numerableN .

Si llamamos B al conjunto de las condiciones de P en cuyo dominio sólo haya
pares con primera componente ≤ n, tenemos que |B|M ≤ (ℵℵ0

n )M = ℵM
n+1 y, en

consecuencia,

|ρn|M =
∣∣{σ ∈ SV P | σ ⊂ {ı̌ | i ∈ ω} × B

}∣∣M ≤ (2ℵ0·ℵn+1)M = ℵM
n+2.

Sea f ∈ M tal que f : ωM
n+1 −→ ρn suprayectiva y llamemos

τ =
{(

po(α̌, f(α)), 1l
)
| α ∈ ωM

n+1

}
∈ MP.

Si g ∈ Hn y α ∈ ωM
n+1, entonces g(f(α)) = f(α), por lo que Hn ⊂ SimH(τ).

Por consiguiente τ ∈ SMP y τG ∈ N es una aplicación de dominio ωM
n+1 y cuyo

rango contiene a An. Teniendo en cuenta que ωM
n+1 es bien ordenable en N , de

aqúı se sigue que |An|N ≤ |ωM
n+1|N = ℵ0.

En definitiva, {An}n∈ω es una familia numerableN de subconjuntos nume-
rablesN de (Pω)N . Para concluir la prueba basta ver que

(Pω)N =
⋃

n∈ω
An.

Si x ∈ (Pω)N , entonces x = πG, para cierto π ∈ SMP. Tomemos un n ∈ ω
tal que Hn ⊂ SimH(π). Sea

σ = {(̌ı, p) | i ∈ ω ∧ p ∈ P ∧ p ⊂ (n + 1) × ω × ωM
n+1 ∧ p

S
� ı̌ ∈ π}.

Es claro que Hn ⊂ SimH(σ), por lo que σ ∈ SMP, (σ, 1l) ∈ ρn y σG ∈ An.
Basta probar que x = πG = σG.

Si i ∈ σG, entonces existe p ∈ G tal que (̌ı, p) ∈ σ. En particular p
S
� ı̌ ∈ π,

luego i ∈ πG.
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Rećıprocamente, si i ∈ πG existe un p ∈ G tal que p
S
� ı̌ ∈ π. Por (∗)

tenemos que p|n+1 S
� ı̌ ∈ π, y como p ≤ p|n+1 también p|n+1 ∈ G. Claramente

(̌ı, p|n+1) ∈ σ, luego i ∈ σG.

En particular vemos que sin el axioma de elección no puede definirse con-
sistentemente la suma infinita de cardinales, pues ciertamente ω puede descom-
ponerse en unión numerable de conjuntos numerables, de modo que podemos
tener dos familias numerables {An}n∈ω y {Bn}n∈ω de conjuntos numerables
cuyas uniones tengan cardinales distintos.

6.3 Productos

En el caṕıtulo anterior hemos visto que, a través de una sucesión finita de
extensiones genéricas, podemos modificar la función del continuo de cualquier
forma razonable sobre un conjunto finito de cardinales regulares, y quedaba
pendiente el problema de generalizar el resultado a infinitos cardinales. En
principio tenemos que resolver dos dificultades: la primera es que el argumento
empleado nos obliga a modificar primero la función del continuo sobre el mayor
de los cardinales sobre los que queremos alterarla, lo que obliga ya a trabajar
con un conjunto finito de cardinales; pero aunque nos las arregláramos para
empezar con el cardinal menor, todav́ıa nos queda el segundo problema, y es
que no sabemos continuar una sucesión de extensiones

M ⊂ M [G1] ⊂ M [G1][G2] ⊂ M [G1][G2][G3] ⊂ · · ·

Resolveremos simultáneamente ambos problemas mostrando que una su-
cesión finita de extensiones genéricas puede reducirse a una única extensión.
Entonces quedará claro cómo generalizar el proceso al caso infinito.

Definición 6.28 Sean P y Q dos c.p.o.s. Definimos en P×Q el preorden dado
por

(p, q) ≤ (p′, q′) ↔ p ≤ p′ ∧ q ≤ q′.

Claramente esto convierte a P×Q en un c.p.o. con máximo (1l, 1l).

Las aplicaciones iP : P −→ P×Q e iQ : Q −→ P×Q dadas por iP(p) = (p, 1l),
iQ(q) = (1l, q) son claramente inmersiones completas. De hecho, una reducción
de un par (p, q) a P es p.

Los resultados que conocemos sobre inmersiones nos dicen que una extensión
genérica respecto a P × Q contiene una extensión genérica respecto a P y otra
respecto a Q, pero vamos a probar más que esto: vamos a ver que una extensión
respecto a P×Q equivale a una extensión respecto a P seguida de una extensión
respecto a Q. En primer lugar estudiamos los filtros genéricos en productos.

Teorema 6.29 Consideremos un modelo transitivo numerable M de ZFC y
sean P, Q ∈ M dos c.p.o.s. Si G es un filtro P×Q-genérico sobre M , entonces
G1 = i−1

P [G] es un filtro P-genérico sobre M , G2 = i−1
Q [G] es un filtro Q-genérico

sobre M y G = G1 × G2.
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Demostración: G1 y G2 son filtros genéricos por 6.3. Si (p, q) ∈ G,
entonces (p, 1l), (1l, q) ∈ G por ser un filtro, luego (p, q) ∈ G1 × G2.

Si (p, q) ∈ G1 × G2 entonces (p, 1l), (1l, q) ∈ G, luego existe una condición
(p′, q′) ∈ G tal que (p′, q′) ≤ (p, 1l), (p′, q′) ≤ (1l, q). Esto quiere decir que
p′ ≤ p ∧ q′ ≤ q, luego (p′, q′) ≤ (p, q) y por consiguiente (p, q) ∈ G.

No es cierto que el producto de filtros genéricos sea siempre un filtro genérico.
La situación exacta viene dada por el teorema siguiente:

Teorema 6.30 (Teorema del producto) Sea M un modelo transitivo nume-
rable de ZFC, sean P, Q ∈ M dos c.p.o.s y G1 ⊂ P, G2 ⊂ Q. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) G1 × G2 es un filtro P×Q-genérico sobre M .

b) G1 es un filtro P-genérico sobre M y G2 es un filtro Q-genérico sobre
M [G1].

c) G2 es un filtro Q-genérico sobre M y G1 es un filtro P-genérico sobre
M [G2].

Si se cumplen estas condiciones, M [G1 × G2] = M [G1][G2] = M [G2][G1].

Demostración: Veamos que a) es equivalente a b). La equivalencia con c)
se tiene por simetŕıa.

Supongamos que G1×G2 es P×Q-genérico sobre M . Por el teorema anterior
G1 = i−1

P [G1 × G2] es un filtro P-genérico sobre M . También sabemos que GQ

es un filtro Q-genérico sobre M , pero queremos ver que lo es sobre M [G1]. Sea
D ∈ M [G1] un subconjunto denso de Q. Entonces D = τG1 , para cierto τ ∈ MP.
Sea p ∈ P tal que p � τ es denso en Q̌. Definimos

D′ = {(u, v) ∈ P×Q | u ≤ p ∧ u � v̌ ∈ τ} ∈ M.

Veamos que D′ es denso bajo (p, 1l). Para ello tomamos (r, s) ≤ (p, 1l).
Entonces r ≤ p, luego r � τ es denso en Q̌. Por consiguiente

r �
∨

x ∈ Q̌(x ∈ τ ∧ x ≤ š).

Según 4.29, existen un v ∈ Q y un u ≤ r tales que u � (v̌ ∈ τ ∧ v̌ ≤ š).
Necesariamente v ≤ s. Aśı (u, v) ≤ (r, s) y (u, v) ∈ D′. Esto prueba que D′ es
denso bajo (p, 1l).

Como (p, 1l) ∈ G1 × G2, existe un par (u, v) ∈ D′ ∩ (G1 × G2). Entonces
u � v̌ ∈ τ , luego v ∈ τG1 = D, es decir, v ∈ G2 ∩ D. Esto prueba que G2 es
Q-genérico sobre M [G1].

Supongamos ahora que G1 es P-genérico sobre M y que G2 es Q-genérico
sobre M [G1]. Es inmediato comprobar que G1 ×G2 es un filtro en P×Q. Para
probar que es genérico tomamos un conjunto D ∈ M denso en P×Q. Sea

D∗ = {q ∈ Q |
∨

p ∈ G1 (p, q) ∈ D} ∈ M [G1].
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Veamos que D∗ es denso en Q. Para ello tomamos t ∈ Q y definimos

D′ = {p ∈ P |
∨

q ∈ Q(q ≤ t ∧ (p, q) ∈ D)} ∈ M.

Se cumple que D′ es denso en P, pues si s ∈ P, entonces (s, t) ∈ P×Q, luego
existe (p, q) ∈ D tal que (p, q) ≤ (s, t). Aśı, p ≤ s ∧ p ∈ D′.

Sea p ∈ D′ ∩ G1, sea q ≤ t tal que (p, q) ∈ D. Entonces q ≤ t ∧ q ∈ D∗, lo
que prueba que D∗ es denso en Q. Como G2 es genérico sobre M [G1], existe
un q ∈ D∗ ∩ G2 y por definición de D∗ existe un p ∈ G1 tal que (p, q) ∈ D, es
decir, (p, q) ∈ D ∩ (G1 × G2) �= ∅.

Si se cumplen las condiciones del teorema, tenemos que M ⊂ M [G1][G2]
y G1 × G2 ∈ M [G1][G2], luego M [G1 × G2] ⊂ M [G1][G2]. Por otra parte
M ⊂ M [G1 × G2] y G1 ∈ M [G1 × G2], luego M [G1] ⊂ M [G1 × G2]. Aśı mismo
G2 ∈ M [G1 × G2], luego M [G1][G2] ⊂ M [G1 × G2].

De este modo sabemos cómo reducir dos extensiones genéricas consecutivas a
una sola. Ahora es fácil ver que el teorema 5.25 podŕıa haberse probado con una
única extensión genérica respecto al producto de todos los c.p.o.s utilizados. Aśı
desaparece el problema del orden en que hay que realizar las extensiones. Hay
que tener presente que el c.p.o. P2 de la prueba de 5.25, aunque en principio se
define en M [G1], de hecho está en el modelo base M porque P1 es κn-cerradoM .
Similarmente se concluye que todos los c.p.o.s utilizados están de hecho en M ,
pues en caso contrario no podŕıamos formar su producto. Ahora, para obtener
un resultado análogo que valga para infinitos cardinales sólo hemos de tomar
un producto infinito.

Definición 6.31 Una función de Easton es una función E cuyo dominio sea
un conjunto A de cardinales regulares y su rango un conjunto de cardinales
infinitos, de modo que cumpla las condiciones siguientes:

a)
∧

κµ ∈ A(κ ≤ µ → E(κ) ≤ E(µ)),

b)
∧

κ ∈ A κ < cf E(κ).

Informalmente, una función de Easton es una candidata a función del conti-
nuo sobre un conjunto de cardinales regulares. Las condiciones a) y b) recogen
dos restricciones que ha de cumplir necesariamente la función del continuo: la
monotońıa y el teorema de König.

Si E es una función de Easton de dominio A, definimos el producto de Easton
asociado P(E) como el conjunto de todos los p ∈ ∏

κ∈A

Fn(E(κ), 2, κ) tales que
para todo cardinal regular µ

|{κ ∈ µ ∩ A | p(κ) �= 1l}| < µ.

Esta restricción se impone por una cuestión técnica que después se verá en
relación con la posible existencia de cardinales inaccesibles. En efecto, notemos
que si µ = ν+ es un cardinal sucesor entonces la condición se verifica trivial-
mente, pues a lo sumo hay ν cardinales menores que µ.
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En P(E) definimos el orden dado por p ≤ q ↔
∧

κ ∈ A p(κ) ≤ q(κ).
Aśı P(E) resulta ser un c.p.o. con máximo 1l igual a la condición dada por∧

κ ∈ A 1l(κ) = 1l.

Si E es una función de Easton y µ es un cardinal, llamaremos E>
µ y E≤

µ a las
restricciones de E a los cardinales de su dominio > µ o ≤ µ, respectivamente. Es
muy fácil comprobar que P(E) ∼= P(E>

µ )×P(E≤
µ ). La semejanza es simplemente

la que a cada condición le asigna el par formado por su restricción a los cardinales
> µ y su restricción a los cardinales ≤ µ.

A continuación los teoremas obligados:

Teorema 6.32 Sea E una función de Easton de dominio A y µ un cardinal
regular tal que A ⊂ µ+ y 2<µ = µ. Entonces P(E) cumple la c.c.µ+.

Demostración: Si p ∈ P(E), sea d(p) =
⋃

κ∈A

{κ} × Dominio(p(κ)). Sea

B = {κ < µ ∩ A | p(κ) �= 1l}. Por definición de P(E) sabemos que |B| < µ.
Veamos que |d(p)| < µ. En efecto:

|d(p)| =
∑

κ∈A

|Dominio(p(κ))| ≤ ∑
κ∈B

|Dominio(p(κ))| + |Dominio(p(µ))|.

El último sumando sólo hace falta si µ ∈ A, pues por definición µ /∈ B. De
este modo

|d(p)| ≤ ∑
κ∈B

κ + |Dominio(p(µ))| < µ,

donde hemos usado la regularidad de µ.

Observemos, por otra parte, que los cardinales µ y µ+ están en las hipótesis
del lema de los sistemas ∆, pues si α < µ+ se cumple

|α<µ| = |α|<µ ≤ µ<µ = (2<µ)<µ = 2<µ = µ,

donde hemos usado [14.11].

Consideremos ahora una familia {pα}α<µ+ de condiciones distintas dos a dos,
y veamos que no puede ser una anticadena. Si {d(pα) | α < µ+} tiene cardinal
≤ µ entonces ha de existir un x ⊂ µ+ tal que |x| = µ+ y

∧
α ∈ x d(pα) = r,

para un r fijo.
Si, por el contrario, {d(pα) | α < µ+} tiene cardinal µ+, podemos aplicar

el lema de los sistemas ∆, que nos da un x ⊂ µ+ tal que |x| = µ+ y la familia
{d(pα)}α∈x es cuasidisjunta de ráız r.

En cualquier caso podemos descomponer

x =
⋃

f∈2r

{α ∈ x |
∧

κi((κ, i) ∈ r → pα(κ)(i) = f(κ, i))}.

Como |2r| ≤ 2<µ = µ < µ+, ha de existir f ∈ 2r tal que el conjunto

{α ∈ x |
∧

κi((κ, i) ∈ r → pα(κ)(i) = f(κ, i))}



160 Caṕıtulo 6. Inmersiones

tenga cardinal µ+.
En particular, si α y β están en este conjunto, para todo κ ∈ A y todo

i ∈ Dominio(pα(κ)) ∩ Dominio(pβ(κ)) se cumple que (κ, i) ∈ d(pα) ∩ d(pβ) = r,
luego pα(κ)(i) = pβ(κ)(i). Esto implica que pα(κ) y pβ(κ) son compatibles en
Fn(E(κ), 2, κ), de donde a su vez se sigue que pα y pβ son compatibles.

Teorema 6.33 Si E es una función de Easton de dominio A y µ es un cardinal
infinito tal que A ∩ µ+ = ∅, entonces P(E) es µ+-cerrado.

Demostración: Sea {pα}α<β con β < µ+ una sucesión decreciente de
condiciones en P(E). Para cada κ ∈ A se cumple que {pα(κ)}α<β es una
sucesión decreciente de condiciones en Fn(E(κ), 2, κ), que es κ-cerrado, y por
otra parte β < µ+ ≤ κ. Por lo tanto existe una condición pκ ∈ Fn(E(κ), 2, κ)
de manera que

∧
α < β pκ ≤ pα(κ). Podemos exigir que pκ = 1l siempre que∧

α < β pα(κ) = 1l.
Sea p ∈ P(E) la condición dada por

∧
κ ∈ A p(κ) = pκ. Se cumple que p es

realmente una condición, pues para todo cardinal regular ν se cumple que

|{κ ∈ ν ∩ A | p(κ) �= 1l}| =
∣∣∣ ⋃
α<β

{κ ∈ ν ∩ A | pα(κ) �= 1l}
∣∣∣ < ν,

pues cada uno de los conjuntos de la unión tiene cardinal < ν por definición de
P(E) y si de hecho existe un κ ∈ ν ∩ A es porque ν > µ ≥ |β|.

Es claro que
∧

α < β p ≤ pα, lo que prueba que P(E) es µ+-cerrado.

El teorema siguiente es fundamental para trabajar con productos de Easton:

Teorema 6.34 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG, E ∈ M
una función de EastonM , P = P(E)M , µ un cardinal regularM , P1 = P(E>

µ ),
P2 = P(E≤

µ ) y G un filtro P-genérico sobre M . Entonces existe un filtro G1 P1-
genérico sobre M y un filtro G2 P2-genérico sobre M [G1] de modo que M [G] =
M [G1][G2]. Además P1 es µ+-cerradoM y P2 cumple la (c.c.µ+)M [G1].

Demostración: Sabemos que P es semejanteM a P1 × P2, luego por 6.4
existe un filtro G′ que es P1 × P2-genérico sobre M y tal que M [G] = M [G′].
Por el teorema del producto (y el teorema previo) existen filtros G1 y G2 que
cumplen lo pedido.

Por el teorema anterior, P1 es µ+-cerradoM , luego conserva cardinales y
cofinalidades ≤ µ+. Además, teniendo en cuenta la HCGM ,

(2<µ)M [G1] = (2<µ)M = µ.

Esto nos permite aplicar el teorema 6.32 en el modelo M [G1] (notemos que
P2 = P(E≤

µ )M [G1]) y concluir que P2 cumple la (c.c.µ+)M [G1].

Teorema 6.35 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG, E ∈ M
una función de EastonM y P = P(E)M . Entonces P conserva cardinales y
cofinalidades.
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Demostración: En otro caso, por 5.3 existe un filtro genérico G y un
cardinalM ν tal que ν es regularM y singularM [G]. Sea µ = cfM [G] ν < ν.
Entonces µ es regularM [G], luego también es regularM .

Sean P1 = P(E>
µ )M y P2 = P(E≤

µ )M . Sean G1 y G2 filtros genéricos en las
condiciones del teorema anterior.

Sea f : µ −→ ν cofinal, f ∈ M [G]. Como P2 cumple la c.c.µ+ en M [G1],
el teorema 5.5 nos da una aplicación F : µ −→ Pν, F ∈ M [G1] de modo que∧

α < µ |F (α)|M [G1] ≤ µ y
∧

α < µ f(α) ∈ F (α).
Para cada α < µ, puesto que F (α) ⊂ ν ⊂ M y |F (α)|M [G1] ≤ µ, el teo-

rema 5.8 nos da que F (α) ∈ M , luego F ⊂ M y |F |M [G1] = µ, por lo que de
nuevo por 5.8 llegamos a que F ∈ M . Consideremos entonces el conjunto

X =
⋃

α<µ
F (α) ∈ M.

Se cumple que |X|M ≤ µ, pues
∧

α < µ |F (α)|M ≤ µ (en efecto, una
biyección entre F (α) y su cardinal en M [G1] está en M por 5.8). En particular
|X|M < ν, pero por otra parte X contiene al rango de f , luego no está acotado
en ν, y esto contradice la regularidadM de ν.

El resultado principal que vamos a probar es que en una extensión genérica
a través de un producto de Easton la función del continuo coincide con la co-
rrespondiente función de Easton en el dominio de ésta. No obstante vamos a
calcular la función del continuo completa de la extensión. Concretamente, será
la dada por la definición siguiente:

Definición 6.36 Sea E una función de Easton de dominio A. Para cada car-
dinal infinito κ sea

E′(κ) = κ+ ∪ ⋃
µ∈A∩κ+

E(µ).

Por las propiedades de E, es claro que si κ ∈ A entonces E′(κ) = E(κ).
Es claro que E′ es la menor función monótona que extiende a E a todos los
cardinales infinitos (menor en el sentido de que toma el menor valor posible
sobre cada cardinal). Definimos

E∗(κ) =
{

E′(κ) si cf E′(κ) > κ,
E′(κ)+ en otro caso.

También es claro que si κ ∈ A entonces E∗(κ) = E(κ). Aśı E∗ es la menor
extensión de E que respeta la monotońıa y el teorema de König.

Teorema 6.37 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG, E ∈ M
una función de EastonM de dominio A, P = P(E) y G un filtro P -genérico
sobre M . Entonces en M [G] se cumple que

∧
κ(ℵ0 ≤ κ → 2κ = E∗(κ)). En

particular
∧

κ ∈ A 2κ = E(κ). Además en M [G] se cumple la hipótesis de los
cardinales singulares.
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Demostración: Puesto que P conserva cardinales y cofinalidades, es claro
que E′M = E′M [G] y E∗M = E∗M [G]. Por simplicidad escribiremos simplemente
E′ y E∗. Aśı mismo escribiremos µ+ en lugar de µ+M o µ+M [G].

Tomemos µ ∈ A y sea j : Fn(E(µ), 2, µ)M −→ P la inmersión completa dada
por

j(p)(ν) =
{

p si ν = µ,
1l si ν �= µ.

Componiéndola con una semejanza entre los c.p.o.s Fn(E(µ) × µ, 2, µ)M y
Fn(E(µ), 2, µ)M obtenemos una inmersión completa

i : Fn(E(µ) × µ, 2, µ)M −→ P, i ∈ M.

Entonces G0 = i−1[G] es un filtro Fn(E(µ) × µ, 2, µ)M -genérico sobre M
y M [G0] ⊂ M [G]. Ahora bien, este último c.p.o. añade E(µ) subconjuntos
genéricos a µ, luego E(µ) ≤ (2µ)M [G0] ≤ (2µ)M [G].

Ahora, si κ es un cardinalM infinito y µ ∈ A ∩ κ+, entonces tenemos
que E(µ) ≤ (2µ)M [G] ≤ (2κ)M [G]. Por consiguiente E′(κ) ≤ (2κ)M [G]. Si
cfM [G] E′(κ) = κ no puede darse la igualdad E′(κ) = (2κ)M [G], pues contradiŕıa
al teorema de König, luego E′(κ)+ ≤ (2κ)M [G]. En cualquier caso, concluimos
que E∗(κ) ≤ (2κ)M [G].

Sea µ = cfM κ = cfM [G] κ. Sean P1, P2, G1 y G2 como en el teorema 6.34.
Supongamos primeramente que µ = κ, es decir, que κ es regularM . Sea ν ∈ A
tal que ν ≤ µ. Entonces, por 5.17,

|Fn(E(ν), 2, ν)|M ≤ |Fn(E(µ), 2, µ)|M ≤ (E(µ)µ)M ≤ (E∗(µ)µ)M .

Por consiguiente |P2|M ≤ ((E∗(µ)µ)µ)M = (E∗(µ)µ)M = E∗(µ), puesto que
cfM E∗(µ) > µ y M cumple la HCG. De aqúı se sigue que |P2|M [G1] ≤ E∗(µ)
(pues una biyección entre P2 y su cardinalM también está en M [G1]).

Por otra parte, según 6.34, P2 cumple la c.c.µ+ en M [G1] luego, según (5.1),
el número de buenos nombres para subconjuntos de µ̌ en M [G1] es a lo sumo

(((E∗(µ)µ)µ)M [G1] = (E∗(µ)µ)M [G1] = (E∗(µ)µ)M = E∗(µ).

(Al pasar de M [G1] a M hemos usado que P1 es µ+-cerradoM .)
Ahora usamos 5.20 para concluir que en M [G1][G2] = M [G] se verifica la

desigualdad 2µ ≤ E∗(κ) y, por lo probado anteriormente, la igualdad.

En resumen, tenemos que (2κ = E∗(κ))M [G] para todo cardinal regularM κ.
Supongamos ahora que κ es singularM , es decir, que µ < κ. En primer lugar
probaremos que (E∗(κ)µ)M [G] = E∗(κ).

Tomemos f ∈ (µE∗(κ))M [G]. Como P2 cumple la c.c.µ+ en M [G1], por una
variante (consecuencia inmediata) de 5.5 existe F ∈ (µ×µE∗(κ))M [G1] tal que∧

α < µ
∨

β < µ f(α) = F (α, β). (6.1)

Como P1 es µ+-cerradoM , en realidad F ∈ M . Por la HCGM existen a lo sumo
E∗(κ) funciones como F en M (aqúı usamos que cfM E∗(κ) > µ). Para cada
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F ∈ (µ×µE∗(κ))M , el número de aplicaciones f ∈ (µE∗(κ))M [G] que cumplen
(6.1) es a lo sumo (µµ)M [G] = (2µ)M [G] = E∗(µ) ≤ E∗(κ), donde hemos usado
la parte ya probada para cardinales regulares (µ es regularM ).

En resumen, hay a lo sumo E∗(κ) posibilidades para F y, para cada una de
ellas, hay a lo sumo E∗(κ) posibilidades para f , luego

|µE∗(κ)|M [G] ≤ (E∗(κ) · E∗(κ))M [G] = E∗(κ).

Aśı pues, (E∗(κ)µ)M [G] = E∗(κ), como queŕıamos probar.

Sea B el conjunto de todos los subconjuntos acotados de κ en M [G] y sea R
el conjunto de todos los cardinales regularesM menores que κ. Entonces

|B|M [G] ≤
∣∣∣ ⋃
ν∈R

Pν
∣∣∣M [G]

≤
( ∑

ν∈R

E∗(ν)
)M [G]

≤ (κ · E∗(κ))M [G] = E∗(κ).

Sea f : (Bµ)M [G] −→ (Pκ)M [G] dada por f(g) =
⋃

α<µ
g(α). Es claro que

f ∈ M [G] y es suprayectiva, luego

(2κ)M [G] = |Pκ|M [G] ≤ |Bµ|M [G] ≤ (E∗(κ)µ)M [G] = E∗(κ).

La otra desigualdad ya estaba probada, con lo que tenemos (2κ)M [G] = E∗(κ)
para todo cardinalM infinito κ.

Nos falta probar que en M [G] se cumple la hipótesis de los cardinales sin-
gulares. Para ello tomamos un cardinal singularM [G] κ, llamamos µ = cfM [G] κ
y suponemos que (2µ)M [G] < κ. Hemos de probar que (κµ = κ+)M [G].

Consideramos P1, P2, G1 y G2 como antes. Tomamos f ∈ (µκ)M [G]. Sea
F ∈ (µ×µκ)M [G1] que cumpla (6.1). Igual que antes, concluimos que F ∈ M , y
que el número de aplicaciones F posibles es a lo sumo (µµ)M = µ+. Para cada
una de ellas, las posibilidades para f son (µµ)M [G] = (2µ)M [G] < κ, luego en
definitiva

(κµ)M [G] = |µκ|M [G] ≤ (κ+ · κ)M [G] = κ+.

La desigualdad contraria es el teorema de König.

De aqúı se sigue el teorema siguiente:

Teorema 6.38 (Teorema de Easton) Si ZFC es consistente también lo es
ZFC más cualquier sentencia que determine la función del continuo y que respete
las condiciones siguientes:

a) Monotońıa: Si κ ≤ µ entonces 2κ ≤ 2µ,

b) Teorema de König: κ < 2κ,

c) HCS: Si κ es singular, entonces 2κ =
{

2<κ si κ < cf 2<κ,
(2<κ)+ si κ = cf 2<κ.



164 Caṕıtulo 6. Inmersiones

La propiedad c) es la consecuencia que tiene la HCS sobre la función del
continuo, de modo que la extensión genérica del teorema 6.37 cumple c) porque
cumple la HCS.

En realidad el enunciado del teorema de Easton no es exacto, pues hay que
exigir que la sentencia en cuestión cumpla algunas condiciones. Por ejemplo,
seŕıa absurdo pretender que 2ℵ0 fuera el mı́nimo cardinal fuertemente inaccesi-
ble. Lo que sucede es que si partimos de un modelo M que tenga un (mı́nimo)
cardinal fuertemente inaccesible κ, podemos construir una función de EastonM

tal que E(ℵ0) = κ, y en la extensión genérica correspondiente se cumplirá que
2ℵ0 = κ, sólo que κ ya no será fuertemente inaccesible. En definitiva, hay que
exigir que si en un modelo M definimos una función de Easton E de acuerdo con
la sentencia cuya consistencia queremos probar, la función E en una extensión
genérica ha de cumplir lo mismo que le hemos pedido en M . Es más fácil com-
probarlo en cada caso concreto que no tratar de dar condiciones generales sobre
sentencias válidas. Esto sólo descarta sentencias obviamente contradictorias.

Por otra parte, el teorema 6.37 no permite probar exactamente el teorema
de Easton tal y como lo hemos enunciado. Ello se debe a que hemos exigido que
el dominio de una función de Easton sea un conjunto, lo que sólo nos capacita
para modificar la función del continuo en un conjunto de cardinales regulares,
y no en todos ellos. Esto puede resolverse de dos formas. Una de ellas (tal y
como hizo Easton) es eliminar la restricción y trabajar con funciones de Easton
definidas sobre todos los cardinales regulares. Esto hace que el producto de
Easton sea una clase propia en M , es decir, no tenemos un P(E) ∈ M , sino
una fórmula relativizada a M que determina las condiciones de P(E). La teoŕıa
general sobre extensiones genéricas no es válida para preórdenes que sean clases
propias. Aśı, no es posible probar en general que una extensión genérica de este
tipo satisfaga el axioma de reemplazo o el axioma de partes. Sin embargo, las
caracteŕısticas concretas de los productos de Easton, en particular la posibilidad
de factorizar según el teorema 6.34, permiten probar lo necesario en este caso
concreto.

Hay otra posibilidad mucho más sencilla que exige tan sólo una hipótesis
ligeramente más fuerte. Por ejemplo, supongamos que queremos probar la con-
sistencia de que para todo cardinal regular κ se cumpla 2κ = κ++. Partiendo de
la HCG, esto exige modificar la función del continuo en todos los cardinales regu-
lares. Para ello partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC+HGC
que contenga un cardinal inaccesible µ. En M , definimos la función de Easton
cuyo dominio es el conjunto de todos los cardinales regularesM menores que µ
y que venga dada por E(κ) = κ++. Formamos el producto de Easton P(E)M y
la extensión correspondiente M [G], de modo que en M [G] se cumple 2κ = κ++

para todo cardinal regular κ < µ. Ahora bien, como P(E)M conserva cardinales
y cofinalidades, resulta que µ es fuertemente inaccesibleM [G]. Por consiguiente
N = Vµ ∩ M [G] es un modelo transitivo numerable de ZFC donde 2κ = κ++

para todo cardinal regular κ, tal y como queŕıamos.

En resumen, para probar la consistencia de una sentencia que difiera de la
HCG sobre una clase propia de cardinales basta suponer que existe un cardinal
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inaccesible µ, modificar la función del continuo bajo µ según el teorema 6.37
y luego quedarse con los conjuntos de rango menor que µ de la extensión. De
todos modos, insistimos en que la hipótesis sobre el cardinal inaccesible puede
eliminarse, y por ello no la hemos incluido en el enunciado del teorema de
Easton.

Con esto queda probada la consistencia de cualquier determinación de la
función del continuo sobre cardinales regulares que sea compatible con la mo-
notońıa y el teorema de König. Sin embargo, la función del continuo sobre los
cardinales singulares en una extensión de Easton queda determinada por los
valores que toma sobre los cardinales regulares a través de la propiedad c). Esto
no significa que no haya otras posibilidades consistentes, sino únicamente que
las técnicas que hemos desarrollado no bastan para justificar la consistencia de
otras alternativas. Se conocen algunas alternativas consistentes, pero no un re-
sultado general similar al teorema de Easton que diga cuáles son las restricciones
necesarias y suficientes que ha de cumplir una determinación de la función del
continuo sobre los cardinales singulares para que sea consistente.





Caṕıtulo VII

Álgebras de Boole

La teoŕıa de extensiones genéricas resulta mucho más clara conceptualmente
cuando el conjunto preordenado con que se trabaja es un álgebra de Boole
completa. En este caṕıtulo estudiaremos las álgebras de Boole y su relación con
la teoŕıa de extensiones genéricas.

7.1 Definición, ejemplos y propiedades básicas

El ejemplo t́ıpico de álgebra de Boole es PX, donde X es un conjunto arbitra-
rio. En PX están definidas las operaciones de unión, intersección y complemento
respecto de X. Si axiomatizamos las propiedades básicas de estas operaciones
llegamos a la noción general de álgebra de Boole:

Definición 7.1 Un álgebra de Boole es una cuádrupla (B,∧,∨,′ ), donde B es
un conjunto no vaćıo, ∧ : B × B −→ B, ∨ : B × B −→ B y ′ : B −→ B de modo
que se cumplen las propiedades siguientes:

1) p′′ = p, 5) p ∨ (q ∧ r) = (p ∨ q) ∧ (p ∨ r),
2) p ∧ q = q ∧ p, 6) p ∨ (p ∧ q) = p,
3) (p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r), 7) (p ∧ q)′ = p′ ∨ q′,
4) p ∧ p = p, 8) p ∨ p′ = q ∨ q′.

A partir de las propiedades 1) y 7) se demuestra que en realidad un álgebra
de Boole cumple también las propiedades que resultan de intercambiar ∧ por ∨
en los axiomas anteriores. En total, en un álgebra de Boole se cumple:

1) p′′ = p,
2) p ∧ q = q ∧ p, p ∨ q = q ∨ p,
3) (p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r), (p ∨ q) ∨ r = p ∨ (q ∨ r),
4) p ∧ p = p, p ∨ p = p,
5) p ∨ (q ∧ r) = (p ∨ q) ∧ (p ∨ r), p ∧ (q ∨ r) = (p ∧ q) ∨ (p ∧ r),
6) p ∨ (p ∧ q) = p, p ∧ (p ∨ q) = p,
7) (p ∧ q)′ = p′ ∨ q′, (p ∨ q)′ = p′ ∧ q′,
8) p ∨ p′ = q ∨ q′, p ∧ p′ = q ∧ q′.

167
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Por ejemplo,

p ∨ q = p′′ ∨ q′′ = (p′ ∧ q′)′ = q′ ∧ p′)′ = q′′ ∨ p′′ = q ∨ p.

Igualmente se razonan las demás. Veamos dos ejemplos naturales de álgebras
de Boole:

Álgebras de conjuntos Diremos que un conjunto B �= ∅ es un álgebra de
conjuntos sobre un conjunto X si B ⊂ PX y para todo x, y ∈ B se cumple que
x ∪ y, x ∩ y, X \ x ∈ B.

En tal caso es inmediato comprobar que B es un álgebra de Boole con las
operaciones dada por x ∧ y = x ∩ y, x ∨ y = x ∪ y, x′ = X \ x.

Por ejemplo, PX es un álgebra de conjuntos sobre X. Si X es un espacio
topológico, el conjunto de los subconjuntos de X que son a la vez abiertos y
cerrados es un álgebra de subconjuntos de X.

Álgebras de Lindenbaum Sea L un lenguaje formal de primer orden y
T una teoŕıa axiomática sobre L. Sea S el conjunto de las sentencias de L.
Claramente la relación en S dada por

α R β syss α ↔ β es un teorema de T

es una relación de equivalencia. Se llama álgebra de Lindenbaum de T al con-
junto cociente B(T ) = S/R con las operaciones dadas por

[α] ∧ [β] = [α ∧ β], [α] ∨ [β] = [α ∨ β], [α]′ = [¬α].

Es inmediato comprobar que estas operaciones están bien definidas aśı como
que satisfacen los axiomas de álgebra.

En vista de este último ejemplo resulta natural definir, para un álgebra de
Boole arbitraria, las operaciones

p → q = p′ ∨ q, p ↔ q = (p → q) ∧ (q → p).

De este modo, si B es un álgebra de Lindenbaum, se cumple que

[α → β] = [α] → [β], [α ↔ β] = [α] ↔ [β].

Si B es un álgebra de Boole, la propiedad 8) de la definición (junto con su
dual) establece que existen unos únicos elementos O, 1l ∈ B tales que para todo
p ∈ B se cumple p ∧ p′ = O, p ∨ p′ = 1l. Las propiedades siguientes se
demuestran sin dificultad:

O′ = 1l, 1l′ = O,
p ∧ p′ = O, p ∨ p′ = 1l,
p ∨ O = p, p ∧ 1l = p,
p ∨ 1l = 1l, p ∧ O = O.
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Por ejemplo, p ∨ O = p ∨ (p ∧ p′) = p, por la propiedad 6). Aśı mismo,
p ∨ 1l = p ∨ (p ∨ p′) = (p ∨ p) ∨ p′ = p ∨ p′ = 1l.

Si B es un álgebra de conjuntos sobre un conjunto X, es claro que O = ∅ y
1l = X. Si B es el álgebra de Lindenbaum de una teoŕıa T , entonces 1l es la clase
de las sentencias demostrables en T y O es la clase de las sentencias refutables
en T .

Teorema 7.2 Sea B un álgebra de Boole. Entonces la relación en B dada por

p ≤ q ↔ p ∧ q = p ↔ p ∨ q = q

es una relación de orden parcial. En lo sucesivo consideraremos a toda álgebra
de Boole como conjunto parcialmente ordenado con esta relación. Además se
cumplen los hechos siguientes:

a) p ∧ q es el ı́nfimo del conjunto {p, q},

b) p ∨ q es el supremo del conjunto {p, q},

c) p ≤ q ↔ q′ ≤ p′.

d) O y 1l son el mı́nimo y el máximo de B respectivamente.

e) p ≤ q syss p → q = 1l, y (p ↔ q) = 1l syss p = q.

Demostración: Si p ∧ q = p, entonces p ∨ q = (p ∧ q) ∨ q = q, por la
propiedad 6). Igualmente se tiene la otra implicación.

La relación ≤ es reflexiva por la propiedad 4. La antisimetŕıa es trivial. En
cuanto a la transitividad, si p ≤ q y q ≤ r entonces

p ∧ r = (p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r) = p ∧ q = p,

luego p ≤ r.

a) Se cumple que p ∧ q ∧ p = p ∧ p ∧ q = p ∧ q, luego p ∧ q ≤ p. Igualmente
p ∧ q ≤ q. Por otra parte, si r ≤ p y r ≤ q entonces p ∧ q ∧ r = p ∧ r = r,
luego r ≤ p ∧ q. Esto prueba que p ∧ q es el ı́nfimo de {p, q}.

b) es análogo a a).

c) Si p ≤ q entonces p ∧ q = p, luego p′ ∨ q′ = p′, luego q′ ≤ p′.

d) es trivial.

e) Si p ≤ q entonces (p → p′) = p′ ∨ q = p′ ∨ p ∨ q = 1l ∨ q = 1l.

Si (p → q) = 1l, entonces p′ ∨ q = 1l, luego

p = p ∧ 1l = p ∧ (p′ ∨ q) = (p ∧ p′) ∨ (p ∧ q) = O ∨ (p ∧ q) = p ∧ q.

Aśı pues, p ≤ q.
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Por último, (p ↔ q) = 1l syss (p → q) = (q → p) = 1l, syss p ≤ q ∧ q ≤ p,
syss p = q.

Si B es un álgebra de conjuntos, la relación de orden es claramente la in-
clusión. Si B es el álgebra de Lindenbaum de una teoŕıa T , entonces [α] ≤ [β]
syss [α → β] = 1l, syss α → β es un teorema de T .

Definición 7.3 Diremos que un álgebra de Boole B es degenerada si O = 1l.

Teniendo en cuenta que O y 1l son el mı́nimo y el máximo de B es claro que
B es degenerada si y sólo si B = {O} = {1l}.

Un álgebra de conjuntos sobre un conjunto X es degenerada si y sólo si
X = ∅. El álgebra de Lindenbaum de una teoŕıa T es degenerada si y sólo si T
es contradictoria (si y sólo si todas las sentencias son teoremas).

Vamos a trabajar únicamente con álgebras no degeneradas, es decir, en lo
sucesivo entenderemos que “álgebra de Boole” significa “álgebra de Boole no
degenerada”.

Definición 7.4 Si B es un álgebra de Boole, diremos que un conjunto C ⊂ B
es una subálgebra de B si C �= ∅ y para todo p, q ∈ C se cumple que p ∧ q,
p ∨ q, p′ ∈ C. Entonces C es un álgebra con las restricciones de las operaciones
de B. Es claro que O y 1l son los mismos en B y en C.

Obviamente B es una subálgebra de B, las subálgebras de B distintas de la
propia B se llaman subálgebras propias. Aśı mismo, {O, 1l} es una subálgebra
de B, a la que llamaremos subálgebra trivial. Un álgebra B es trivial si coincide
con su subálgebra trivial, es decir, si B = {O, 1l}.

Un álgebra PX es trivial si y sólo si |X| = 1, el álgebra de abiertos-cerrados
de un espacio topológico X es trivial si y sólo si X es conexo. El álgebra de
Lindenbaum de una teoŕıa T es trivial si y sólo si T es completa.

Se comprueba inmediatamente que la intersección de una familia de subálge-
bras de un álgebra dada B es de nuevo una subálgebra. Por consiguiente, si
X ⊂ B, podemos definir la subálgebra generada por X en B como la intersección
de todas las subálgebras de B que contienen a X. La representaremos por 〈X〉.
Es claro que si X ⊂ C ⊂ B, donde C es una subálgebra de B, entonces la
subálgebra generada por X en C coincide con la subálgebra generada por X en
B. Si B = 〈X〉 diremos que X es un generador de B.

Definición 7.5 Diremos que una aplicación h : B −→ C entre álgebras de
Boole es un homomorfismo de álgebras si para todo p, q ∈ B se cumple

h(p′) = h(p)′, h(p ∧ q) = h(p) ∧ h(q), h(p ∨ q) = h(p) ∨ h(q).

Es claro que si se da la primera condición las otras dos son equivalentes,
por lo que es suficiente comprobar una de las dos. También es claro que un
homomorfismo de álgebras cumple h(O) = O, h(1l) = 1l y si p ≤ q entonces
h(p) ≤ h(q). Aśı mismo es claro que h[B] es una subálgebra de C.
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Un monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo de álgebras es un homomor-
fismo inyectivo, suprayectivo o biyectivo, respectivamente. Un automorfismo de
álgebras es un isomorfismo de un álgebra en śı misma.

La composición de homomorfismos es un homomorfismo, la inversa de un
isomorfismo es un isomorfismo. Todo isomorfismo de álgebras es una semejanza
de conjuntos parcialmente ordenados y el rećıproco también es cierto, pues las
semejanzas conservan supremos e ı́nfimos y si p es un elemento de un álgebra, p′

está caracterizado como el único elemento q que cumple p ∧ q = O, p ∨ q = 1l.

Definición 7.6 Sea B un álgebra de Boole y X ⊂ B. Representaremos por
∨

X
y

∧
X al supremo y al ı́nfimo de X en B (supuesto que existan). Ciertamente

existen si X es finito. En particular
∨
∅ = O,

∧
∅ = 1l.

También usaremos la notación∨
i∈I

pi =
∨

{pi | i ∈ I},
∧
i∈I

pi =
∧

{pi | i ∈ I}.

Diremos que B es completa si todo subconjunto de B tiene supremo.

Si X ⊂ B, llamaremos conjunto dual de X al conjunto

X ′ = {p′ | p ∈ X}.

Es fácil comprobar las propiedades siguientes, donde ha de entenderse que
el miembro izquierdo existe si existe el derecho:∨

X ′ = (
∧

X)′,
∧

X ′ = (
∨

X)′,∨
q∈X

(p ∧ q) = p ∧
∨

q∈X
q,

∧
q∈X

(p ∨ q) = p ∨
∧

q∈X
q.

Veamos como ejemplo la prueba de la tercera: supongamos que existe el
supremo de la derecha. Entonces, si q ∈ X se cumple claramente

p ∧ q ≤ p ∧
∨

q∈X
q,

y si r es una cota superior de A = {p ∧ q | q ∈ X}, entonces, para cada q ∈ X
tenemos p ∧ q ≤ r, luego p ∧ q = p ∧ q ∧ r, luego

p ∧ q ≤ p ∧
∨

q∈X
q ∧ r, luego p ∧

∨
q∈X

q ≤ p ∧
∨

q∈X
q ∧ r.

Aśı pues, p ∧
∨

q∈X
q ≤ r. Esto prueba que p ∧

∨
q∈X

q es el supremo de A.

Como consecuencia de las dos primeras propiedades resulta que en la de-
finición de completitud es equivalente considerar supremos o ı́nfimos. En un
álgebra completa todo subconjunto tiene supremo e ı́nfimo.
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Definición 7.7 Un homomorfismo h : B −→ C entre álgebras de Boole com-
pletas es completo si para todo X ⊂ B se cumple

h
( ∨

q∈X
q
)

=
∨

q∈X
h(q)

(o la igualdad análoga con ı́nfimos).

Si B es un álgebra de Boole completa y C es una subálgebra de B, diremos
que C es una subálgebra completa si para todo X ⊂ C se cumple que

∨
X ∈ C

(o, equivalentemente,
∧

X ∈ C).

En tal caso C es completa con la estructura de subálgebra y si X ⊂ C, el
supremo de X en C es el mismo que el supremo en B.

Equivalentemente, C es una subálgebra completa de B si es completa como
álgebra y la inclusión i : C −→ B es un monomorfismo completo.

Es importante tener presente que una subálgebra C de un álgebra completa
B puede ser completa como álgebra pero no ser una subálgebra completa. Esto
sucede si el supremo en C de un subconjunto X ⊂ C no coincide con el supremo
en B.

Si B es un álgebra de Boole completa, es inmediato comprobar que la inter-
sección de una familia de subálgebras completas de B es de nuevo una subálgebra
completa. Por consiguiente, si X ⊂ B, podemos definir la subálgebra completa
generada por X como la intersección de todas las subálgebras completas de B
que contienen a X. La representaremos por 〈X〉c. Si B = 〈X〉c diremos que B
está completamente generada por X o que X es un generador completo de B.

Terminamos la sección construyendo las álgebras de Boole completas que
manejaremos en la teoŕıa de extensiones.

Definición 7.8 Sea X un espacio topológico, no necesariamente de Hausdorff.
Si A ⊂ X representaremos por intA al interior de A y por clA la clausura de A.
Diremos que A es un abierto regular si A = int clA. Definimos A⊥ = X \ clA.

Es claro que si A ⊂ B ⊂ X entonces B⊥ ⊂ A⊥ y A⊥⊥ ⊂ B⊥⊥.

Observemos que A⊥⊥ = X \clA⊥ = int(X \A⊥) = int clA. Aśı pues, A es un
abierto regular si y sólo si A = A⊥⊥. Necesitamos algunos hechos adicionales
sobre estos conceptos:

Teorema 7.9 Sean U y V subconjuntos de un espacio topológico X y suponga-
mos que U es abierto. Entonces:

a) U⊥⊥⊥ = U⊥,

b) V ⊥⊥⊥⊥ = V ⊥⊥,

c) (U ∩ V )⊥⊥ = U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥.
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Demostración: a) Como U ⊂ cl U y U es abierto, de hecho

U ⊂ int clU = U⊥⊥,

de donde U⊥⊥⊥ ⊂ U⊥.
Como U⊥ ⊂ cl U⊥ y U⊥ es abierto, de hecho

U⊥ ⊂ int clU⊥ = U⊥⊥⊥.

Por consiguiente tenemos la igualdad.

b) Es consecuencia de a) aplicado al abierto U = V ⊥.

c) Como U ∩ V ⊂ U y U ∩ V ⊂ V , se cumple (U ∩ V )⊥⊥ ⊂ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥.

Para tener la otra inclusión basta ver que U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥ ⊂ cl (U ∩ V ), pues
como el conjunto de la izquierda es abierto, de hecho está contenido en el interior
del de la derecha, es decir, en (U ∩ V )⊥⊥.

Sea, pues x ∈ U⊥⊥ ∩V ⊥⊥ y veamos que todo abierto G tal que x ∈ G corta
a U ∩ V . Tenemos que x ∈ G ∩ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥, y este conjunto es abierto. Como
x ∈ U⊥⊥ = int clU ⊂ cl U , ha de ser G ∩ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥ ∩ U �= ∅. Sea, pues,
t ∈ G ∩ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥ ∩ U ⊂ V ⊥⊥ = int clV ⊂ cl V . Como G ∩ U es un abierto
que contiene a t, ha de ser G ∩ U ∩ V �= ∅, como teńıamos que probar.

Teorema 7.10 Si X es un espacio topológico, el conjunto R(X) de los abiertos
regulares de X es un álgebra de Boole completa con las operaciones dadas por

p ∧ q = p ∩ q, p ∨ q = (p ∪ q)⊥⊥, p′ = p⊥.

Además O = ∅, 1l = X, la relación de orden es la inclusión y para todo
A ⊂ R(X) se cumple∨

A =
( ⋃

p∈A

p
)⊥⊥

,
∧

A =
( ⋂

p∈A

p
)⊥⊥

.

Demostración: Notemos que del teorema anterior apartado c) se sigue
que si p, q ∈ R(X) entonces p∩q ∈ R(X), lo cual justifica la definición de p ∧ q.
Del apartado b) se sigue que si p ⊂ X entonces p⊥⊥ ∈ R(X), lo que justifica la
definición de p ∨ q. La definición de p′ es correcta por el apartado a).

Comprobamos las propiedades no obvias de la definición de álgebra:

1) p′′ = p⊥⊥ = p porque p es regular.

5) p ∨ (q ∧ r) = (p ∪ (q ∩ r))⊥⊥ = ((p ∪ q) ∩ (p ∪ r))⊥⊥

= (p ∪ q)⊥⊥ ∩ (p ∪ r)⊥⊥ = (p ∨ q) ∧ (p ∨ r).

6) p ∨ (p ∧ q) = (p ∪ (p ∩ q))⊥⊥ = p⊥⊥ = p.

7) p′ ∨ q′ = (p⊥ ∪ q⊥)⊥⊥ = (X \ cl (p⊥ ∪ q⊥))⊥ = (X \ (cl p⊥ ∪ cl q⊥))⊥

= ((X \ cl p⊥) ∩ (X \ cl q⊥))⊥ = (p⊥⊥ ∩ q⊥⊥)⊥ = (p ∩ q)⊥ = (p ∧ q)′.
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8) p ∨ p′ = p′′ ∨ p′ = (p′ ∧ p)′ = ((X \ cl p) ∩ p)⊥ = ∅⊥ = X, para todo p.

Aśı pues R(X) es un álgebra de Boole. Teniendo en cuenta que ∧ es la
intersección, es claro que la relación de orden es la inclusión. También es claro
que O = ∅ y 1l = X.

Si A ⊂ R(X), sea s =
( ⋃
p∈A

p
)⊥⊥ ∈ R(X). Como la unión es un abierto,

se cumple que
⋃

p∈A

p ⊂ int cl
⋃

p∈A

p = s, luego s es una cota superior de A. Si

r ∈ R(X) es una cota superior de A, entonces
⋃

p∈A

p ⊂ r, luego s ⊂ r⊥⊥ = r, es

decir, s ≤ r. Esto prueba que s es el supremo de A. Igualmente se razona con
el ı́nfimo.

7.2 Álgebras de Boole como c.p.o.s

Un álgebra de Boole no nos sirve como conjunto preordenado para la teoŕıa
de extensiones porque, por ejemplo, todos sus elementos son compatibles (una
extensión común es O). Los conceptos que tenemos definidos para c.p.o.s se
ajustan adecuadamente a las álgebras de Boole a condición de que prescindamos
del O. Más precisamente, a cada álgebra de Boole B le asociamos el c.p.o.
B \ {O}. Convendremos que cuando apliquemos a B cualquier concepto de la
teoŕıa de conjuntos preordenados en realidad se lo estamos aplicando a B \ {O}.

Por ejemplo, cuando digamos que dos elementos p, q ∈ B (no nulos) son
incompatibles habrá que entender que son incompatibles como elementos de
B \ {O}, es decir, que no tienen extensiones comunes en B aparte de O. Puesto
que, obviamente, p ∧ q es una extensión común, concluimos que

p ⊥ q ↔ p ∧ q = O.

Recogemos este hecho y otros similares en el teorema siguiente:

Teorema 7.11 Sea B un álgebra de Boole. Entonces

a)
∧

pq ∈ B(p ⊥ q ↔ p ∧ q = O).

b) B es un c.p.o. separativo, es decir, si p, q ∈ B \ {O} cumplen p �≤ q,
entonces existe r ∈ B \ {O} tal que r ≤ p y r ∧ q = O.

c) Una condición p ∈ B \ {O} es un átomo si y sólo si no existe ninguna
condición q ∈ B tal que O < q < p.

Demostración: a) Está probado en el párrafo previo al teorema, al menos
si p, q ∈ B \ {O}. En el caso en que p = O o q = O tomaremos la equivalencia
como una definición, es decir, extendemos la noción de condiciones incompati-
bles de B \ {O} a B estableciendo que O es incompatible con toda condición.
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b) Cuando decimos que B es separativo, hay que entender que B \ {O} lo es.
Basta tomar r = p ∧ q′. Se cumple que r �= O, pues si p ∧ q′ = O, entonces
p → q = p′ ∨ q = 1l, luego p ≤ q. Claramente r cumple lo pedido.

c) Si existe un q ∈ B tal que O < q < p, entonces por a) existe un r ∈ B\{O}
tal que r ≤ p y r ⊥ q, luego p no es un átomo. El rećıproco es obvio.

Ahora caracterizamos las inmersiones completas entre c.p.o.s para el caso de
álgebras de Boole completas:

Teorema 7.12 Sean B y C dos álgebras de Boole completas. Entonces, una
aplicación h : B −→ C es un monomorfismo completo (en el sentido de conservar
supremos) si y sólo si h(O) = O y su restricción a B \ {O} es una inmersión
completa B \ {O} −→ C \ {O} en el sentido de c.p.o.s.

Demostración: Si h es un monomorfismo completo, claramente es una
inmersión y si q ∈ C \ {O} entonces p =

∧
{r ∈ B | q ≤ h(r)} es una reducción

de q a B. En efecto, h(p) =
∧

{h(r) | r ∈ B ∧ q ≤ h(r)} ≥ q > O, luego p > O.
Si t ≤ p es no nulo pero h(t) ∧ q = O, entonces q ≤ h(t′), luego p ≤ t′ (por
definición de p), y aśı t ≤ p ∧ p′ = O, contradicción.

Supongamos ahora que h es una inmersión completa en el sentido de c.p.o.s.
Como B es un c.p.o. separativo, el teorema 6.2 nos da que h es inyectiva, h(1l) = 1l
y para todo p, q ∈ B \ {O}

p ≤ q ↔ h(p) ≤ h(q), p ∧ q = O ↔ h(p) ∧ h(q) = O.

Sea p ∈ B \ {O} y veamos que h(p′) = h(p)′. Como p ∧ p′ = O, sabemos
que h(p) ∧ h(p′) = O, luego h(p′) ≤ h(p)′. Si no se da la igualdad, tendrá que
ser q = h(p)′ ∧ h(p′)′ �= O. Sea r una reducción de q a B. Necesariamente
r ∧ p �= O o r ∧ p′ �= O. Veamos que ambos casos llevan a contradicción.

Si r ∧ p �= O, entonces h(r ∧ p) ≤ h(p), luego h(r ∧ p) ∧ q = O, en contra
de que r sea una reducción de q.

Si r ∧ p′ �= O entonces h(r ∧ p′) ≤ h(p′) y también h(r ∧ p′) ∧ q = O.

Aśı pues, h conserva complementos. Si probamos que h conserva ı́nfimos
de conjuntos arbitrarios tendremos en particular que conserva ı́nfimos de pares,
luego h será un monomorfismo completo. Sea, pues, X ⊂ B. Para cada p ∈ X
tenemos que∧

p∈X
p ≤ p, luego h

( ∧
p∈X

p
)

≤ h(p), luego h
( ∧

p∈X
p
)

≤
∧

p∈X
h(p).

Si se diera la desigualdad estricta existiŕıa un s ∈ C \ {O} tal que

s ≤
∧

p∈X
h(p) y s ∧ h

( ∧
p∈X

p
)

= O.

Sea t una reducción de s a B. Si p ∈ X ha de ser t ≤ p, pues en caso contrario
t ∧ p′ �= O y h(t ∧ p′) ∧ s ≤ h(p′) ∧ h(p) = h(p)′ ∧ h(p) = O, en contradicción
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con que t es una reducción de s. Aśı pues, t ≤
∧

p∈X
p, pero entonces

s ∧ h(t) ≤ s ∧ h
( ∧

p∈X
p
)

= O,

contradicción.

Las inmersiones densas entre álgebras de Boole completas resultan ser de
hecho isomorfismos. Esto es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 7.13 Sean B y C dos álgebras de Boole completas, sean D1 ⊂ B,
D2 ⊂ C subconjuntos densos y sea j : D1 −→ D2 una semejanza. Entonces j
se extiende a un único isomorfismo de álgebras j∗ : B −→ C.

Demostración: Al decir que D1 es denso en B hay que entender que
D1 ⊂ B \ {O} es denso en B \ {O}, e igualmente con D2.

Definimos j∗(p) =
∨

{j(q) | q ∈ D1 ∧ q ≤ p}. Claramente j∗(O) = O.
Si p ∈ D1 entonces

j(p) ≤
∨

{j(q) | q ∈ D1 ∧ q ≤ p} ≤ j(p),

luego j∗(p) = j(p), es decir, j∗ extiende a j.

Si p ∈ B \ {O}, entonces existe q ∈ D1 con lo que q ≤ p y por consiguiente
O < j(q) ≤ j∗(p). Aśı pues, j∗ se restringe a una aplicación B\{O} −→ C\{O}.
Veamos que es una inmersión.

Si p1, p2 ∈ B cumplen p1 ≤ p2, entonces

{j(q) | q ∈ D1 ∧ q ≤ p1} ⊂ {j(q) | q ∈ D1 ∧ q ≤ p2},

luego j∗(p1) ≤ j∗(p2).

Si, por el contrario, p1 ∧ p2 = O, entonces, para cada q∗ ∈ D1, q ≤ p1

tenemos que

j(q) ∧ j∗(p2) =
∨

{j(q) ∧ j(r) | r ∈ D1 ∧ r ≤ p2} = O,

pues q y r son incompatibles en D1, luego j(q) y j(r) son incompatibles en D2

y, al ser éste denso, también lo son en C. Por consiguiente

j∗(p1) ∧ j∗(p2) =
∨

{j(q) ∧ j∗(p2) | q ∈ D1 ∧ q ≤ p1} = O.

Aśı pues, j∗ es una inmersión de c.p.o.s, obviamente densa, luego en par-
ticular es una inmersión completa. Por el teorema anterior es un monomorfismo
completo de álgebras de Boole. Sólo falta probar que es suprayectivo.

Sea r ∈ C. Definimos s =
∨

{p ∈ D1 | j(p) ≤ r}. Entonces

j∗(s) =
∨

{j(p) | p ∈ D1 ∧ j(p) ≤ r} ≤ r.
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Si no se diera la igualdad existiŕıa un q ∈ C no nulo de manera que q ≤ r
y q ∧ j∗(s) = O. Podemos tomar q ∈ D2, de modo que q = j(p), para cierto
p ∈ D1. Entonces p ≤ s, luego q = j(p) = j∗(p) ≤ j∗(s), contradicción.

Veamos finalmente que j∗ es único. Sea f : B −→ C otro isomorfismo que
extienda a j. Si p ∈ B y q ∈ D1 cumple q ≤ p, entonces j(q) = f(q) ≤ f(p),
luego j∗(p) ≤ f(p). Si no se diera la igualdad existiŕıa un r ∈ C no nulo
tal que r ≤ f(p) y r ∧ j∗(p) = O. Podemos tomarlo en D2, de modo que
r = j(q), para cierto q ∈ D1. Entonces f(q) ≤ f(p), luego q ≤ p, luego
r = j(q) = j∗(q) ≤ j∗(p), contradicción. Aśı pues, j∗(p) = f(p).

En particular, si j : B −→ C es una inmersión densa entre álgebras de Boole
completas, entonces j : B −→ j[B] es una semejanza, y el teorema anterior nos
dice que debe extenderse a un isomorfismo j∗ : B −→ C, lo cual sólo es posible
si j es ya un isomorfismo.

El próximo teorema implica que cualquier extensión genérica puede obte-
nerse en teoŕıa con un álgebra de Boole completa, pues todo c.p.o. se puede
sumergir densamente en un álgebra tal.

Definición 7.14 Sea P un c.p.o. Para cada p ∈ P sea Bp = {q ∈ P | q ≤ p}.
Es inmediato comprobar que estos conjuntos son la base de una topoloǵıa en
P (no de Hausdorff). En particular podemos considerar el álgebra R(P) de los
abiertos regulares de P, que es un álgebra de Boole completa.

Ejercicio: Comprobar que los subconjuntos densos en un c.p.o. P coinciden con los
subconjuntos densos para la topoloǵıa que acabamos de definir.

Teorema 7.15 Sea P un c.p.o.

a) La aplicación iP : P −→ R(P) dada por i(p) = B⊥⊥
p es una inmersión

densa.

b) Si j : P −→ B es una inmersión densa de P en un álgebra de Boole
completa, entonces existe un único isomorfismo j∗ : R(P) −→ B tal que
iP ◦ j∗ = j.

En particular R(P) es salvo isomorfismo la única álgebra de Boole completa en
la que P puede sumergirse densamente. La llamaremos compleción de P.

Demostración: a) Notemos que si p ∈ P, entonces

p ∈ Bp ⊂ B⊥⊥
p �= ∅ = O,

luego iP : P −→ R(P) \ {O}.
Sean p, q ∈ P. Si p ≤ q entonces Bp ⊂ Bq, luego B⊥⊥

p ⊂ B⊥⊥
q , es decir,

i(p) ≤ i(q).
Si p ⊥ q, entonces Bp ∩ Bq = ∅, luego B⊥⊥

p ∩ B⊥⊥
q = (Bp ∩ Bq)⊥⊥ = ∅,

luego i(p) ∧ i(q) = O.
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Esto prueba que i es una inmersión. Veamos que es densa. Si A ∈ R(P)\{O},
entonces A es un abierto no vaćıo, luego es unión de abiertos básicos. En
particular existe un p ∈ P tal que Bp ⊂ A. Entonces B⊥⊥

p ⊂ A⊥⊥ = A, es decir,
i(p) ≤ A.

b) Sea j : P −→ B una inmersión densa en un álgebra completa. Entonces
i[P] y j[P] son c.p.o.s separativos, pues todo subconjunto denso de un c.p.o.
separativo es separativo. Las aplicaciones i : P −→ i[P] y j : P −→ j[P] son
inmersiones suprayectivas. El teorema 6.5 implica que i[P] es semejante a j[P].
Más aún, si nos fijamos en la prueba de la unicidad veremos que nos da la
existencia de una semejanza j′ : i[P] −→ j[P] tal que i ◦ j′ = j. Por el teorema
anterior j′ se extiende a un isomorfismo de álgebras j∗ : R(P) −→ B, de modo
que i ◦ j∗ = j. Además j∗ es único, pues cualquier otro isomorfismo en estas
condiciones seŕıa también una extensión de j′.

En particular toda álgebra de Boole se puede completar, es decir, se puede su-
mergir como subálgebra densa en una única álgebra de Boole completa. También
es claro ahora que todo c.p.o. separativo es semejante a un subconjunto denso
de un álgebra de Boole completa. (Si no es separativo existe una inmersión
densa, pero no es inyectiva, luego no es una semejanza en la imagen.)

Pasamos a estudiar ahora los filtros de un álgebra de Boole:

Teorema 7.16 Sea B un álgebra de Boole. Un subconjunto F ⊂ B es un filtro
en B si y sólo si cumple las propiedades siguientes:

a) 1l ∈ F , O /∈ F ,

b)
∧

pq ∈ F p ∧ q ∈ F ,

c)
∧

p ∈ F
∧

q ∈ B(p ≤ q → q ∈ F ).

Demostración: Es obvio que un conjunto que cumpla las propiedades
indicadas es un filtro (en B \ {O}). Rećıprocamente, todo filtro cumple estas
propiedades. Quizá la menos obvia es la 2), pero si p, q ∈ F , entonces existe
r ∈ F tal que r ≤ p y r ≤ q, luego r ≤ p ∧ q, luego p ∧ q ∈ F .

En las álgebras de Boole, el concepto de filtro tiene asociado un concepto
dual que no tiene un equivalente en c.p.o.s arbitrarios:

Definición 7.17 Sea B un álgebra de Boole. Diremos que un subconjunto
I ⊂ B es un ideal de B si cumple las propiedades siguientes:

a) O ∈ I, 1l /∈ I,

b)
∧

pq ∈ I p ∨ q ∈ I,

c)
∧

p ∈ I
∧

q ∈ B(q ≤ p → q ∈ I).
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Es inmediato comprobar que I es un ideal si y sólo si su conjunto dual I ′ es
un filtro y viceversa. De hecho la correspondencia X �→ X ′ biyecta los ideales
con los filtros.

Ejercicio: Comprobar que toda álgebra de Boole B tiene estructura de anillo conmu-
tativo y unitario de caracteŕıstica 2 con las operaciones dadas por

p + q = (p ∧ q′) ∨ (q ∧ p′) = (p ∨ q) ∧ (p ∧ q)′, p · q = p ∧ q.

(Caracteŕıstica 2 quiere decir que p + p = 0 para todo p). Comprobar que un subcon-
junto I de B es un ideal de B en el sentido de la teoŕıa de anillos si y sólo si lo es en
el sentido de la definición anterior. En álgebras de conjuntos, la suma se corresponde
con la operación conjuntista conocida como diferencia simétrica:

X ∆ Y = (X \ Y ) ∪ (Y \ X) = (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y ).

Diremos que un subconjunto X de un álgebra de Boole B tiene la pro-
piedad de la intersección finita si para cualquier conjunto finito de elementos
x1, . . . , xn ∈ X se cumple x1 ∧ · · · ∧ xn �= O.

Diremos que un conjunto x1, . . . , xn de elementos de B es un cubrimiento
finito si x1 ∨ · · · ∨ xn = 1l.

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad:

Teorema 7.18 Sea B un álgebra de Boole.

a) La intersección de una familia de ideales/filtros de B es un ideal/filtro.

b) Si X ⊂ B tiene la propiedad de la intersección finita, entonces el conjunto

(X)f = {p ∈ B | existen n ∈ ω y x1, . . . , xn ∈ X tales que x1 ∧ · · · ∧ xn ≤ p}

es un filtro de B que contiene a X y está contenido en cualquier otro filtro
de B que contenga a X. Se le llama filtro generado por X.

c) Si X ⊂ B no contiene cubrimientos finitos, entonces el conjunto

(X)i = {p ∈ B | existen n ∈ ω y x1, . . . , xn ∈ X tales que p ≤ x1 ∨ · · · ∨ xn}

es un ideal de B que contiene a X y está contenido en cualquier otro ideal
de B que contenga a X. Se le llama ideal generado por X.

d) Si f : B −→ C es un homomorfismo de álgebras y F e I son un filtro y un
ideal duales en C, entonces f−1[F ] y f−1[I] son un filtro y un ideal duales
en B.

Un filtro genérico en un c.p.o. divide a las condiciones en “verdaderas” y
“falsas”. En un álgebra de Boole, esto nos lleva a la noción de ultrafiltro, que
introducimos seguidamente junto a su concepto dual.

Definición 7.19 Sea B un álgebra de Boole, I un ideal y F un filtro en B.
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a) Se dice que I es un ideal primo en B si
∧

p ∈ B (p ∈ I ∨ p′ ∈ I).

b) Se dice que F es un ultrafiltro en B si
∧

p ∈ B (p ∈ F ∨ p′ ∈ F ).

Es evidente que los ideales primos son los duales de los ultrafiltros y viceversa.
Si I y F son un ideal primo y un ultrafiltro duales entre śı, entonces B = I ∪F ,
I ∩ F = ∅.

En la sección siguiente demostraremos que los filtros genéricos son cierta-
mente ultrafiltros. Esto nos proporciona una especie de tertiun non datur: o
bien una condición o bien su complementaria ha de ser “verdadera” respecto a
un filtro genérico. La existencia de ultrafiltros e ideales primos es consecuencia
inmediata del lema de Zorn y de la caracterización siguiente:

Teorema 7.20 Sea B un álgebra de Boole, I un ideal y F un filtro en B. En-
tonces I es un ideal primo (resp. F es un ultrafiltro) si y sólo si es maximal
respecto de la inclusión en el conjunto de ideales (resp. filtros) de B.

Demostración: Si I es primo pero existe un ideal J tal que I � J � B, sea
q ∈ J \ I. Como q /∈ I, ha de ser q′ ∈ I, pero entonces q, q′ ∈ J , contradicción.

Rećıprocamente, si I es maximal, dado p ∈ B tal que p /∈ I, entonces I ∪{p}
ha de contener un cubrimiento finito de B, o de lo contrario generaŕıa un ideal
mayor que I. Aśı pues, existe i ∈ I tal que 1l = p ∨ i, de donde p′ ≤ i, con lo
que p′ ∈ I. Esto prueba que I es primo. Similarmente se razona con ultrafiltros
(o, alternativamente, empleamos la dualidad).

Ejercicio: Probar que en un álgebra de Boole, vista como anillo, los ideales maximales
coinciden con los primos (en el sentido algebraico usual) y son precisamente los que
hemos definido arriba como ideales primos.

Según comentábamos, el lema de Zorn implica trivialmente el teorema si-
guiente, que es hasta ahora la única aplicación de axioma de elección en este
caṕıtulo:

Teorema 7.21 (Teorema del ultrafiltro/del ideal primo) Todo filtro de
un álgebra de Boole está contenido en un ultrafiltro y todo ideal está contenido
en un ideal primo.

7.3 Extensiones con álgebras de Boole

En virtud del teorema 7.15, cualquier extensión genérica puede obtenerse con
un álgebra de Boole. En esta sección veremos que al trabajar con extensiones
genéricas la teoŕıa se simplifica y clarifica notablemente.

Comencemos observando que, al contrario de lo que sucede con la fórmula
“ser un c.p.o.”, la fórmula “ser un álgebra de Boole completa” no es absoluto
para modelos transitivos de ZFC. Śı lo es “ser un álgebra de Boole”, pero no la
completitud. Más concretamente, si M es un modelo transitivo de ZFC y B ∈ M
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es un álgebra de Boole, entonces B es completaM si todo X ∈ M , X ⊂ B tiene
supremo.

Pasemos ahora a caracterizar los filtros genéricos de un álgebra de Boole:

Teorema 7.22 Sea M un modelo transitivo de ZFC y sea B ∈ M un álgebra
de Boole completaM . Entonces G es un filtro B-genérico sobre M si y sólo si G
es un ultrafiltro en B tal que

∧
X ∈ M(X ⊂ G →

∧
X ∈ G).

Demostración: Supongamos que G es un filtro B-genérico sobre M . En-
tonces G es un ultrafiltro por el teorema 4.9. Sea X ∈ M tal que X ⊂ G y
consideremos el conjunto

D = {p ∈ B \ {O} | p ≤
∧

X ∨
∨

x ∈ X p ∧ x = O} ∈ M.

Veamos que D es denso en B. Si q ∈ B \ {O}, o bien q ≤
∧

X, en cuyo caso
q ∈ D, o bien existe un x ∈ X tal que q �≤ x. Entonces existe r ≤ q, r �= O,
r ∧ x = O y, por consiguiente, r ∈ D, r ≤ q.

Concluimos entonces que existe p ∈ G∩D, pero como X ⊂ G, tal condición
ha de cumplir necesariamente p ≤

∧
X, luego

∧
X ∈ G.

Supongamos ahora que G cumple las condiciones del enunciado y sea D ∈ M
un subconjunto denso de B. Sea X = D′ ∈ M . Si fuera G ∩ D = ∅, como G
es un ultrafiltro tendŕıamos X ⊂ G, luego por hipótesis

∧
X ∈ G, luego en

particular
∧

X �= O. Como D es denso, existe p ∈ D (en particular p �= O) tal
que p ≤

∧
X, pero entonces p ≤ p′, lo cual es absurdo.

Debido a este teorema, y a pesar de que precisamente por él es redundante,
es costumbre hablar de “ultrafiltros genéricos” en lugar de “filtros genéricos” en
un álgebra de Boole completa.

Aunque, en principio, el c.p.o. que utilizamos al hablar de un álgebra B es
B \ {O}, es conveniente admitir que O pueda aparecer en los B-nombres, es
decir, considerar B-nombres propiamente dichos en lugar de B \ {O}-nombres.
Esto no altera ningún resultado pues, como O no pertenece a ningún filtro, la
presencia de un par (σ, O) en un B-nombre no tiene ninguna repercusión. Aśı
mismo resulta conveniente definir la fórmula O � φ como siempre verdadera.
En realidad, al trabajar con álgebras de Boole completas podemos sustituir
la relación � por el concepto de valor de una fórmula, que introducimos a
continuación:

Definición 7.23 Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula con a lo sumo las variables
libres indicadas. Sea B un álgebra de Boole completa y sean σ1, . . . , σn ∈ V B.
Definimos el valor de φ(σ1, . . . , σn) en B como la condición

‖φ(σ1, . . . , σn)‖ =
∨

{p ∈ B | p � φ(σ1, . . . , σn)}.

En principio, el valor de φ es el supremo de las condiciones que fuerzan φ.
Seguidamente probamos que ‖φ‖ fuerza φ, con lo que de hecho es la mayor
condición que fuerza φ.
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Teorema 7.24 Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula con a lo sumo las variables libres
indicadas. Sea B un álgebra de Boole completa, sean σ1, . . . , σn ∈ V B y sea
p ∈ B. Entonces

p � φ(σ1, . . . , σn) syss p ≤ ‖φ(σ1, . . . , σn)‖.

Demostración: Una implicación es evidente. Para la otra basta probar
que ‖φ‖ � φ. A su vez, para ello basta probar que el conjunto de las condiciones
que fuerzan φ es denso bajo ‖φ‖ (teorema 4.24). En efecto, si q ≤ ‖φ‖ y q �= O,
entonces

O < q = q ∧ ‖φ‖ =
∨

{q ∧ p | p ∈ B ∧ p � φ},
luego existe p ∈ B tal que p � φ y q ∧ p �= O, luego hemos encontrado una
condición r = q ∧ p tal que r ≤ q y r � φ.

Aśı pues, al trabajar con álgebras de Boole completas no necesitamos elegir
condiciones que fuercen determinadas fórmulas, sino que podemos usar siem-
pre la mejor condición posible en cada caso, el valor de la fórmula. En estos
términos, el teorema fundamental de la teoŕıa de extensiones puede reescribirse
como sigue:

Teorema 7.25 (Teorema fundamental de la teoŕıa de extensiones) Sea
φ(x1, . . . , xn) una fórmula con a lo sumo las variables libres indicadas. Sea M
un modelo transitivo de ZF, sea B ∈ M un álgebra de Boole completaM , sean
σ1, . . . , σn ∈ MB y sea G un ultrafiltro B-genérico sobre M . Entonces

φM [G](σ1G, . . . , σnG) syss ‖φ(σ1, . . . , σn)‖M ∈ G.

En lo sucesivo siempre que trabajemos en un modelo M con un álgebra de
Boole completaM escribiremos ‖φ‖ en lugar de ‖φ‖M sin que ello pueda llevar
a confusión.

Ejercicio: Probar que si φ(x1, . . . , xn) es una fórmula con a lo sumo las variables
libres indicadas y B es un álgebra de Boole completa casi homogénea, entonces para
todos los conjuntos x1, . . . , xn ∈ V se cumple ‖φ(x̌1, . . . , x̌n)‖ ∈ {O, 1l}.

La compleja definición de la relación � (la que en su momento llamamos ∗�)
de deb́ıa a la falta de medios con que nos encontramos al trabajar con un c.p.o.
arbitrario. Con las posibilidades de un álgebra de Boole completa las cosas
cambian notablemente. la función ‖ ‖ (que contiene la misma información que
la relación �) tiene una definición natural.

Teorema 7.26 Sean φ y ψ dos fórmulas. Si B es un álgebra de Boole completa,
entonces:

a) ‖¬φ‖ = ‖φ‖′,

b) ‖φ ∧ ψ‖ = ‖φ‖ ∧ ‖ψ‖,

c) ‖φ ∨ ψ‖ = ‖φ‖ ∨ ‖ψ‖,
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d) ‖φ → ψ‖ = ‖φ‖ → ‖ψ‖,
e) ‖φ ↔ ψ‖ = ‖φ‖ ↔ ‖ψ‖,
f) ‖

∧
x φ(x)‖ =

∧
σ∈V B

‖φ(σ)‖,

g) ‖
∨

x φ(x)‖ =
∨

σ∈V B

‖φ(σ)‖,

h) ‖
∧

x ∈ τ φ(x)‖ =
∧

σ∈Dom(τ)

(‖σ ∈ τ‖ → ‖φ(σ)‖),

i) ‖
∨

x ∈ τ φ(x)‖ =
∨

σ∈Dom(τ)

(‖σ ∈ τ‖ ∧ ‖φ(σ)‖).

Demostración: En virtud del teorema de reflexión 1.27, para demostrar
que ‖¬φ‖ = ‖φ‖′ basta probar que se cumple en todo modelo transitivo numera-
ble M de ZF. Fijamos, pues un álgebra de Boole completaM B ∈ M y nombres
en MB correspondientes a las variables libres de φ.

Sea G un ultrafiltro B-genérico sobre M tal que ‖φ‖′ ∈ G. Entonces ‖φ‖ /∈ G,
luego ¬φM [G]. Esto prueba que ‖φ‖′ � ¬φ, luego ‖φ‖′ ≤ ‖¬φ‖. Por otra parte,
como ‖φ‖ � φ y ‖¬φ‖ � ¬φ, ha de ser ‖φ‖ ∧ ‖¬φ‖ = O, luego ‖¬φ‖ ≤ ‖φ‖′ y
tenemos la igualdad.

Como ‖φ ∧ ψ‖ � φ ∧ ψ, también ‖φ ∧ ψ‖ � φ y ‖φ ∧ ψ‖ � ψ. Por lo tanto
‖φ ∧ ψ‖ ≤ ‖φ‖ y ‖φ ∧ ψ‖ ≤ ‖ψ‖ y aśı ‖φ ∧ ψ‖ ≤ ‖φ‖ ∧ ‖ψ‖. Por otro lado
es claro que ‖φ‖ ∧ ‖ψ‖ � φ ∧ ψ, luego ‖φ‖ ∧ ‖ψ‖ ≤ ‖φ ∧ ψ‖ y tenemos la
igualdad.

Las igualdades c), d) y e) se deducen formalmente de a) y b). Sólo hay
que tener presente que si dos fórmulas son equivalentes en ZF entonces tienen
claramente el mismo valor en B.

Es claro que ‖
∧

xφ(x)‖ � φ(σ) para todo σ ∈ V P, luego ‖
∧

xφ(x)‖ ≤ ‖φ(σ)‖
y, por lo tanto, ‖

∧
x φ(x)‖ ≤

∧
σ∈V B

‖φ(σ)‖.

Si la desigualdad fuera estricta existiŕıa una condición p ≤
∧

σ∈V B

‖φ(σ)‖ no

nula y tal que p ∧ ‖
∧

x φ(x)‖ = O, pero entonces p ≤ ‖
∧

x φ(x)‖′ = ‖
∨

x¬φ(x)‖.
Por 4.29 i) existen q ≤ p (q �= O) y σ ∈ V B de manera que q � ¬φ(σ), o sea,
q ≤ ‖¬φ(σ)‖ = ‖φ(σ)‖′. Por lo tanto p ≤

∧
σ∈V B

‖φ(σ)‖ ≤ ‖φ(σ)‖ ≤ q′, de donde
q ≤ p ∧ p′, contradicción.

‖
∨

x φ(x)‖ = ‖
∧

x¬φ(x)‖′ =
( ∧

σ∈V B

‖φ(σ)‖′
)′

=
∨

σ∈V B

‖φ(σ)‖.

Las propiedades h) e i) se prueban como f) y g) pero usando 4.29 k) en lugar
de 4.29 i).

De este modo, supuestos definidos los términos ‖σ ∈ τ‖ y ‖σ = τ‖, el
teorema anterior puede usarse como definición de ‖φ‖ para fórmulas arbitrarias
y la definición es la más natural posible. Respecto al valor de las fórmulas
atómicas, de momento podemos decir lo siguiente:
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Teorema 7.27 Sea B un álgebra de Boole completa y σ, τ ∈ V B. Entonces

‖σ = τ‖ =
∧

π∈Dom(σ)

(‖π ∈ σ‖ → ‖π ∈ τ‖) ∧
∧

π∈Dom(τ)

(‖π ∈ τ‖ → ‖π ∈ σ‖),

‖σ ∈ τ‖ =
∨

π∈Dom(τ)

(‖π ∈ τ‖ ∧ ‖φ(τ)‖).

Demostración: Tenemos que

‖σ = τ ↔
∧

x ∈ σ x ∈ τ ∧
∧

x ∈ τ x ∈ σ‖ = 1l,

luego ‖σ = τ‖ = ‖
∧

x ∈ σ x ∈ τ ∧
∧

x ∈ τ x ∈ σ‖. Ahora basta aplicar el
teorema anterior. Para la segunda igualdad partimos de que

‖σ ∈ τ ↔
∨

x ∈ τ x = σ‖ = 1l

y razonamos del mismo modo.

A partir de aqúı podŕıamos dar una definición recurrente alternativa de
‖σ = τ‖ y ‖σ ∈ τ‖, pero ésta se simplificará considerablemente si primero nos
restringimos a una clase de nombres más estructurada que V B.

Definición 7.28 Sea B un álgebra de Boole completa y σ ∈ V B. Diremos que σ
es hereditariamente uńıvoco si es una función y todos los nombres de su dominio
son hereditariamente uńıvocos.

Naturalmente, esta definición está justificada por el principio de ∈-recursión.
A cada B-nombre σ podemos asociarle un B-nombre hereditariamente uńıvoco
σ∗ tal que ‖σ = σ∗‖ = 1l. En efecto, supuesto definido τ∗ para los nombres
τ ∈ Dominio(σ), definimos

Dσ = {τ∗ | τ ∈ Dominio(σ)}

y entonces σ∗ : Dσ −→ B es la aplicación dada por

σ∗(π) =
∨

{p ∈ P |
∨

τ ∈ V B(π = τ∗ ∧ (τ, p) ∈ σ)}.

Equivalentemente, para construir σ∗ empezamos reemplazando cada τ en
el dominio de σ por τ∗ y después sustituimos todos los pares (π, p) con la
misma primera componente π por un único par cuya segunda componente sea
el supremo de todas las condiciones p que aparećıan en dichos pares.

No es dif́ıcil probar que, tal y como hemos dicho, ‖σ = σ∗‖ = 1l, pero no
vamos a hacerlo porque refinando la construcción podemos conseguir un nombre
con una propiedad adicional. Si σ es un nombre hereditariamente uńıvoco y τ
es un nombre en su dominio, resulta que sólo hay un par en σ con primera
componente τ , y su segunda componente es σ(τ). Podŕıa pensarse entonces
que ‖τ ∈ σ‖ = σ(τ), pero esto no es necesariamente cierto ya que, por ejemplo,
podŕıa haber otro nombre π en en dominio de σ tal que π �= τ pero ‖π = τ‖ = 1l,
y en tal caso ‖τ ∈ σ‖ dependeŕıa también del valor de σ(π). Esto nos lleva a
definir los nombres extensionales:
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Definición 7.29 Sea B un álgebra de Boole completa y σ ∈ V B un nombre
hereditariamente uńıvoco. Diremos que σ es extensional si∧

πτ ∈ Dominio(σ)
(
σ(π) ∧ ‖π = τ‖ ≤ σ(τ)

)
.

Diremos que σ es hereditariamente extensional si es extensional y todos los
nombres de su dominio son hereditariamente extensionales.

Para nombres extensionales śı se cumple la relación sobre la que estábamos
especulando y nos da la interpretación más natural de la noción de “nombre”:
un B-nombre (hereditariamente extensional) es una función σ que a cada nombre
τ de su dominio le asigna la “probabilidad” de que el objeto nombrado por τ
pertenezca al objeto nombrado por σ.

Teorema 7.30 Sea B un álgebra de Boole completa, σ un B-nombre extensional
y τ ∈ Dominio(σ). Entonces ‖τ ∈ σ‖ = σ(τ).

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZF. Obviamente σ(τ) ≤ ‖τ ∈ σ‖. La desigualdad
contraria equivale a σ(τ)′ ≤ ‖τ /∈ σ‖. Para probarla tomamos un ultrafiltro
genérico G tal que σ(τ)′ ∈ G y hemos de ver que τG /∈ σG. En caso contrario
existiŕıa un π ∈ Dominio(σ) tal que πG = τG y σ(π) ∈ G. Ahora bien, la
extensionalidadM de σ nos da que σ(π) ∧ ‖π = τ‖ ≤ σ(τ). El miembro izquierdo
está en G, luego también σ(τ) ∈ G, contradicción.

Ahora modificamos la definición anterior de σ∗ para conseguir un nombre que
no sólo sea hereditariamente uńıvoco sino también hereditariamente extensional.
Supuesto definido τ∗ para todo τ de su dominio, consideramos

Aσ = {τ∗ | τ ∈ Dominio(σ)}.

Definimos σ∗ : Aσ −→ B mediante

σ∗(ρ) =
∨{

‖π = τ‖ ∧ p
∣∣ π, τ ∈ Dominio(σ) ∧ π∗ = ρ ∧ (τ, p) ∈ σ

}
.

Teorema Sea B un álgebra de Boole completa y σ ∈ V B. Entonces σ∗ es
hereditariamente extensional y ‖σ = σ∗‖ = 1l.

Demostración Lo probamos por ∈-inducción sobre σ. Para ello lo supone-
mos cierto para los nombres de su dominio. Ciertamente, σ∗ es hereditariamente
uńıvoco. Hemos de ver que es extensional. Tomamos ρ1, ρ2 ∈ Dominio(σ∗), de
modo que ρi = π∗

i , con πi ∈ Dominio(σ).
Por hipótesis de inducción ‖πi = ρi‖ = 1l. Consideremos un par (τ, p) ∈ σ

y un π ∈ Dominio(σ) tal que ρ1 = π∗. También por hipótesis de inducción
‖π = ρ1‖ = 1l. Aśı:

‖ρ1 = ρ2‖ ∧ ‖π = τ‖ ∧ p ≤ ‖π2 = τ‖ ∧ p ≤ σ∗(ρ2).
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Tomando el supremo a la izquierda sobre todas las ternas (π, τ, p) obtenemos
que

‖ρ1 = ρ2‖ ∧ σ∗(ρ1) ≤ σ∗(ρ2).

Esto prueba que σ∗ es extensional y aśı, por hipótesis de inducción, es here-
ditariamente extensional.

Para probar que ‖σ∗ = σ‖ basta probar la relativización del teorema a un
modelo transitivo numerable M de ZF, es decir, podemos suponer que B es un
álgebra de Boole completaM y σ ∈ MB. Sea G un ultrafiltro B-genérico sobre
M . Basta probar que σG = σ∗

G.
Si x ∈ σG, entonces x = πG, con (π, p) ∈ σ, p ∈ G. Por hipótesis de inducción

‖π = π∗‖ = 1l ∈ G, luego x = π∗
G. Además p = ‖π = π‖ ∧ p ≤ σ∗(π∗), luego

σ∗(π∗) ∈ G. Por consiguiente x = π∗
G ∈ σ∗

G.

Supongamos ahora que x ∈ σ∗
G. Entonces x = π∗

G, con π ∈ Dominio(σ) y
σ∗(π∗) ∈ G. Por hipótesis de inducción x = πG. Basta probar que ‖π ∈ σ‖ ∈ G.

Por reducción al absurdo, supongamos que ‖π ∈ σ‖ /∈ G. Como G es un
ultrafiltro, esto implica que ‖π ∈ σ‖′ ∈ G. Entonces ‖π ∈ σ‖′ ∧ σ∗(π∗) ∈ G,
luego ‖π ∈ σ‖′ ∧ σ∗(π∗) �= O.

Por la definición de σ∗(π∗), existen π′, τ , p tales que

‖π ∈ σ‖′ ∧ ‖π′ = τ‖ ∧ p �= O, π ∈ Dominio(σ), π′∗ = π∗, (τ, p) ∈ σ.

Pero la última condición implica que p ≤ ‖τ ∈ σ‖ y por hipótesis de in-
ducción ‖π′∗ = π′‖ = 1l, ‖π∗ = π‖ = 1l, luego ‖π = π′‖ = 1l. Por consiguiente,

O �= ‖π ∈ σ‖′ ∧ ‖π′ = τ‖ ∧ p ≤ ‖π ∈ σ‖′ ∧ ‖π ∈ σ‖ = O,

contradicción.

Todav́ıa podemos conseguir nombres mejores. La igualdad ‖τ ∈ σ‖ = σ(τ)
sólo tiene sentido para nombres en el dominio de σ, mientras que, para otros
nombres, el valor ‖τ ∈ σ‖ tiene que calcularse comparando τ con los nombres
del dominio de σ (ver el teorema 7.27). Lo ideal seŕıa que el dominio de un
nombre fuese la clase de todos los B-nombres, pero eso es imposible porque no
es un conjunto. Recordemos que hemos convenido en admitir que un nombre
tome el valor O. Esto nos permite extender trivialmente el dominio de un nom-
bre (asignando ceros a los nombres añadidos). Con ello podemos restringirnos
a nombres cuyos dominios formen una sucesión transfinita definida de forma
natural:

Definición 7.31 Sea B un álgebra de Boole completa. Definimos

V B
0 = ∅,

V B
α+1 = {σ ∈ B(V B

α ) | σ es un nombre extensional },
V B

λ =
⋃

δ<λ

V B
δ ,

V B =
⋃

α∈Ω

V B
α .
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La clase V B que acabamos de definir no es, ciertamente, la clase de todos los
B-nombres, pero la llamamos aśı porque trabajando con un álgebra de Boole
completa no es necesario considerar más nombres que los de (esta) V B. En
efecto, para cada B-nombre hereditariamente extensional σ podemos definir un
σ′ ∈ V B tal que ‖σ = σ′‖ = 1l. En efecto, supuesto definido τ ′ para los nombres
τ en el dominio de σ, consideramos el mı́nimo ordinal α tal que∧

τ ∈ Dominio(σ) τ ′ ∈ V B
α

y definimos σ′ : V B
α −→ B mediante σ′(τ) = ‖τ ∈ σ‖.

Notemos que σ′ es extensional, pues si π, τ ∈ V B
α , se cumple que

‖π = τ‖ ∧ σ′(π) = ‖π = τ‖ ∧ ‖π ∈ σ‖ ≤ ‖τ ∈ σ‖ = σ′(τ).

Por consiguiente σ′ ∈ V B.

Teorema 7.32 Sea B un álgebra de Boole completa y σ un B-nombre heredita-
riamente extensional. Entonces ‖σ = σ′‖ = 1l.

Demostración: Probaremos la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable de ZF. Lo suponemos cierto para nombres en el dominio
de σ. Sea G un ultrafiltro genérico. Si x ∈ σG, entonces x = πG, para cierto
nombre π ∈ Dominio(σ). Por hipótesis de inducción ‖π = π′‖. Por definición
π′ ∈ Dominio(σ′) y σ′(π′) = ‖π′ ∈ σ‖ = ‖π ∈ σ‖ ∈ G, lo que significa que
x = π′

G ∈ σ′
G.

Si x ∈ σ′
G entonces x = πG para cierto π ∈ Dominio(σ′) tal que σ′(π) ∈ G,

pero por definición σ′(π) = ‖π ∈ σ‖, luego x = πG ∈ σG.
Esto prueba que σG = σ′

G, luego ‖σ = σ′‖ = 1l.

Observemos que si P es un c.p.o., B = R(P) es su compleción, e i : P −→ B es
la inmersión densa, la aplicación i′ : V P −→ V B dada por1 i′(σ) = i(σ)∗′ trans-
forma P-nombres en B-nombres de modo que si GP y GB son filtros relacionados
según el teorema 6.4, entonces σGP

= i′(σ)GB
.

En lo sucesivo escribiremos i en lugar de i′. Es claro que si p ∈ P y
σ1, . . . , σn ∈ V P, entonces, para toda fórmula φ(x1, . . . , xn),

p � φ(σ1, . . . , σn) syss p ≤ ‖φ(i(σ1), . . . , i(σn))‖.

En suma, al pasar de un c.p.o. P a su compleción B podemos considerar
únicamente B-nombres según la definición 7.31. Notemos que si x es un conjunto
entonces x̌ /∈ V B, pero podemos redefinir x̌ como x̌∗′.

Ejercicio: Dar una construcción expĺıcita de x̌ como elemento de V B.

Ejercicio: Probar que si B es un álgebra de Boole completa y f ∈ AutB entonces
f induce una biyección f : V B −→ V B, y si σ1, . . . , σn ∈ V B, para toda fórmula
φ(x1, . . . , xn) se cumple

f(‖φ(σ1, . . . , σn)‖) = ‖φ(f(σ1), . . . , f(σn))‖.
1Aqúı hay que entender V P en el sentido general para c.p.o.s y V B en el sentido de 7.31.
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Hemos definido el valor ‖φ‖ de una fórmula a partir de la relación �. Veamos
ahora una definición alternativa que no requiere la compleja definición de �.
En la definición siguiente supondremos conocida únicamente la definición de
B-nombre.

Definición 7.33 Sea B un álgebra de Boole completa. Vamos a definir una
sucesión transfinita creciente V B

α de conjuntos de B-nombres junto con dos apli-
caciones ‖σ = τ‖ y ‖σ ∈ τ‖ definidas sobre V B

α ×V B
α con valores en B (tales que

cada una extienda a las anteriores).

Partimos de V B
0 = ∅.

Supuestos definidos {V B
δ }δ<λ junto con sus funciones booleanas correspon-

dientes, definimos
V B

λ =
⋃
δ<λ

V B
δ .

Las funciones booleanas de V B
λ son las extensiones de las correspondientes a

los V B
δ .

Supuesto definido V B
α con sus funciones correspondientes, definimos

V B
α+1 = V B

α ∪ {σ | σ es un B-nombre extensional2 y Dominio(σ) = V B
α },

Para definir las funciones booleanas en V B
α+1 distinguimos cinco casos:

a) σ ∈ V B
α , τ /∈ V B

α .

1. ‖σ ∈ τ‖ = τ(σ),

2. ‖σ = τ‖ =
∧

π∈Dom(σ)

(‖π ∈ σ‖ → ‖π ∈ τ‖) ∧ ∧
π∈V B

α

(‖π ∈ τ‖ → ‖π ∈ σ‖),

3. ‖τ ∈ σ‖ =
∨

π∈Dom(σ)

(‖π = τ‖ ∧ ‖π ∈ σ‖),

b) σ /∈ V B
α , τ /∈ V B

α ,

1. ‖σ = τ‖ =
∧

π∈V B
α

(‖π ∈ σ‖ ↔ ‖π ∈ τ‖),

2. ‖σ ∈ τ‖ =
∨

π∈V B
α

(‖σ = π‖ ∧ ‖π ∈ τ‖).

En el caso a), definimos además ‖τ = σ‖ = ‖σ = τ‖.

Es claro que las definiciones de ‖σ = τ‖ y ‖σ ∈ τ‖ son absolutas para
modelos transitivos de ZF. En el teorema siguiente tomamos como definición
de ultrafiltro genérico la caracterización dada en el teorema 7.22 y suponemos
conocida la definición de σG.

2Esto es correcto porque la definición de “extensional” únicamente requiere tener definido
‖σ = τ‖ sobre elementos de V B

α .
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Teorema 7.34 Sea M un modelo transitivo numerable de ZF, sea B un álgebra
de Boole completaM y sean σ, τ ∈ MB = (V B)M . Sea G un ultrafiltro B-genérico
sobre M . Entonces

‖σ = τ‖ ∈ G syss σG = τG, ‖σ ∈ τ‖ ∈ G syss σG ∈ τG.

Demostración: Por inducción sobre el mı́nimo ordinal β para el que se
cumpla que σ, τ ∈ MB

β . Necesariamente β = α + 1. Distinguimos los cinco
casos que hemos considerado en la definición anterior.

a 1) Si ‖σ ∈ τ‖ ∈ G, entonces τ(σ) ∈ G, luego claramente σG ∈ τG.
Si σG ∈ τG, entonces σG = πG, con π ∈ Dominio(τ) y τ(π) ∈ G. Por

hipótesis de inducción ‖σ = π‖ ∈ G y por extensionalidad,

‖σ = π‖ ∧ τ(π) ≤ τ(σ) = ‖σ ∈ τ‖ ∈ G,

a 2) Si ‖σ = τ‖ ∈ G y x ∈ σG, entonces x = πG, para un π ∈ Dominio(σ)
y σ(π) ∈ G. Claramente entonces, ‖π ∈ σ‖ ∈ G. Por definición de ‖σ = τ‖,
tenemos que ‖π ∈ σ‖ → ‖π ∈ τ‖ ∈ G, luego ‖π ∈ τ‖ ∈ G. Por el caso anterior,
esto implica que x = πG ∈ τG, luego σG ⊂ τG. Igualmente se prueba la otra
inclusión, con lo que σG = τG.

Rećıprocamente, si σG = τG, vamos a probar que, para todo π ∈ Dominio(σ),
se cumple ‖π ∈ σ‖ → ‖π ∈ τ‖ ∈ G, para lo cual suponemos que ‖π ∈ σ‖ ∈ G y
hemos de probar que ‖π ∈ τ‖ ∈ G.

Por el caso anterior πG ∈ σG = τG, luego, de nuevo por el caso anterior,
‖π ∈ τ‖ ∈ G.

Como G es un ultrafiltro genérico y el conjunto de las condiciones de la forma
‖π ∈ σ‖ → ‖π ∈ τ‖, con π ∈ Dominio(σ) está contenido en G, concluimos que∧

π∈Dom(σ)

(‖π ∈ σ‖ → ‖π ∈ τ‖) ∈ G.

Similarmente se prueba que∧
π∈V B

α

(‖π ∈ τ‖ → ‖π ∈ σ‖) ∈ G,

con lo que ‖σ = τ‖ ∈ G.

a 3) Del hecho de que G es un ultrafiltro genérico se sigue fácilmente que
‖τ ∈ σ‖ ∈ G si y sólo si existe π ∈ Dominio(σ) tal que ‖π = τ‖ ∧ ‖π ∈ σ‖ ∈ G.
Por el caso anterior y por hipótesis de inducción, esto equivale τG = πG ∈ σG.

Los casos b 1) y b 2) se razonan análogamente.

A partir de aqúı podemos tomar como definición ‖φ‖ el teorema 7.26 y
es muy fácil dar una prueba natural del teorema fundamental de la teoŕıa de
extensiones en su versión 7.25.
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Quizá el lector se pregunte si no hubiera sido mejor olvidarse de los c.p.o.s
arbitrarios y haber desarrollado toda la teoŕıa de extensiones en términos única-
mente de álgebras de Boole completas. La realidad es que, si bien algunos
conceptos de la teoŕıa de extensiones sólo se entienden adecuadamente cuando
se conoce la versión en términos de álgebras de Boole (como es el caso de la
relación �), también hay otros que se entienden mejor en términos de c.p.o.s
arbitrarios. Por ejemplo, el producto cartesiano B1 × B2 de álgebras de Boole
completas tiene estructura natural de álgebra de Boole, pero no es completa en
general, por lo que se suele definir B1 × B2 como la compleción del producto
cartesiano. Aśı, el tratamiento de las extensiones genéricas con productos de
álgebras completas se entiende mejor si se comprende que en realidad todo
depende del producto cartesiano (conjuntista) de las álgebras, que es un c.p.o.
denso en el producto cartesiano algebraico.

En resumen, hay muchas razones por las cuales es conveniente conocer el
aspecto de la teoŕıa en términos de álgebras de Boole, pero también la posibi-
lidad de trabajar con c.p.o.s arbitrarios. Naturalmente un enfoque alternativo
es iniciar la teoŕıa en términos de álgebras de Boole para después generalizar a
c.p.o.s arbitrarios (definiendo � en términos de ‖ ‖).

Terminamos la sección probando un teorema importante sobre la teoŕıa gene-
ral de extensiones en el que el uso de álgebras de Boole simplifica notablemente
la demostración.

Teorema 7.35 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., sea G un filtro P-genérico sobre M y A ∈ M [G] tal que A ⊂ M . Entonces
existe un modelo transitivo numerable de ZFC al que llamaremos M [A] tal que
M ⊂ M [A] ⊂ M [G], ΩM = ΩM [A] y que está caracterizado por que si N es un
modelo transitivo de ZF tal que M ⊂ N y A ∈ N entonces M [A] ⊂ N .

Demostración: No perdemos generalidad si suponemos que P es un álgebra
de Boole completaM B. Sea A = σG, con σ ∈ MB. Sea C ∈ M tal que A ⊂ C
(basta tomar C = Vα ∩M , donde α = rang A). Sea X = {‖č ∈ σ‖ | c ∈ C} ∈ M
y llamemos C ∈ M a la subálgebra completa generadaM por X en B. Entonces
C está completamente contenidaM en B, luego H = G ∩ C es un ultrafiltro
C-genérico sobre M (teorema 6.3). Se cumple que

G ∩ X = G ∩ C ∩ X = H ∩ X ∈ M [H],

luego
A = {c ∈ C | ‖č ∈ σ‖ ∈ G ∩ X} ∈ M [H].

Vamos a comprobar que definiendo M [A] = M [H] se cumple lo pedido. Sea,
pues, N un modelo transitivo de ZF tal que M ⊂ N y A ∈ N . Sólo tenemos
que probar que H ∈ N , pues entonces M [H] ⊂ N . En principio tenemos que

H ∩ X = G ∩ X = {‖č ∈ σ‖ | c ∈ A} ∈ N.

Llamemos κ = (|C|+)M . Definimos una sucesión {Xα}α≤κ ∈ M mediante

X0 = X ∧
∧

α < κ Xα+1 = {
∨

Z | Z ⊂ Xα ∪ X ′
α}M ∧

∧
λ ≤ κ Xλ =

⋃
δ<λ

Xδ.
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Notemos que si α < κ entonces Xα ∪X ′
α ⊂ Xα+1, pues si a ∈ Xα ∪X ′

α basta
tomar Z = {a} ∈ M , de modo que

∨
Z = a. Si Z ∈ M cumple Z ⊂ Xκ entonces

|Z|M < κ, luego existe un α < κ tal que Z ⊂ Xα, con lo que
∨

Z ∈ Xα+1 ⊂ Xκ.
También es obvio que si a ∈ Xκ entonces a′ ∈ Xκ, luego Xκ ∈ M es una
subálgebra completaM de C y contiene a X, por lo que Xκ = C.

Definimos ahora una sucesión {Hα}α≤κ ∈ N . Partimos de H0 = H ∩X, que
ya hemos visto que está en N . Si α < κ definimos

Hα+1 = {
∨

Z | Z ∈ M ∧ Z ⊂ Xα ∪ X ′
α ∧ Z ∩ (Hα ∪ (Xα \ Hα)′) �= ∅}.

Notemos que Z ∈ M puede sustituirse por Z ∈ (PC)M ∈ M ⊂ N . Aśı es
fácil ver que Hα+1 ∈ N .

Finalmente, si λ ≤ κ definimos Hλ =
⋃

δ<λ

Hδ. Es claro que toda la cons-

trucción es la relativización a N de una definición recurrente, luego la sucesión
{Hα}α≤κ está en N , como hab́ıamos afirmado. Vamos a probar por inducción
que Hα = H ∩ Xα, con lo que H = Hκ ∈ N y el teorema quedará probado.

Ciertamente se cumple para α = 0 y si vale para todo δ < λ también vale
para λ. Supongamos que Hα = H ∩ Xα y veámoslo para α + 1. Como H es un
ultrafiltro, se cumple que Hα ∪ (Xα \ Hα)′ = H ∩ (Xα ∪ X ′

α). En consecuencia
todo elemento de Hα+1 está por encima de un elemento de H, luego está en H.
Claramente entonces Hα+1 ⊂ H ∩ Xα+1.

Todo elemento de H∩Xα+1 es de la forma
∨

Z, donde Z ∈ M , Z ⊂ Xα∪X ′
α.

Basta probar que Z ∩ (Hα ∪ (Xα \ Hα)′) �= ∅, pero es que si se diera el caso
contrario entonces Z ∩ H = ∅, luego Z ′ ⊂ H y como H es C-genérico sobre M
también

∧
Z ′ ∈ H, luego

∨
Z /∈ H, contradicción.

En general, si M es un modelo transitivo de ZFC y A ⊂ M , no tiene por
qué existir un mı́nimo modelo N de ZFC tal que M ⊂ N y A ∈ N . El teorema
anterior nos dice que una condición suficiente para que esto ocurra es que A
pertenezca a una extensión genérica de M . Conviene observar que entonces
M [A] es también una extensión genérica. Otro hecho elemental es que si A = G,
entonces M [A] en el sentido del teorema anterior es M [G], por lo que la notación
es consistente.

7.4 Álgebras cociente

Dedicamos las dos últimas secciones de este caṕıtulo a exponer algunos re-
sultados adicionales que no nos han hecho falta, pero que son poco menos que
imprescindibles para trabajar con álgebras de Boole. En esta sección definiremos
y estudiaremos el cociente de un álgebra de Boole respecto a un filtro.

Tras la definición 7.17 hemos dejado como ejercicio comprobar que un álgebra
de Boole B es un anillo conmutativo y unitario con la suma definida por

p + q = (p ∧ q′) ∨ (q ∧ p′) = (p ∨ q) ∧ (p ∧ q)′ (7.1)
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y el producto ∧. Los elementos neutros son O y 1l y además se cumple que
p + p = O para todo p ∈ B. Equivalentemente, p = −p. Además I es un ideal
de B en el sentido de la teoŕıa de anillos. Esto nos permite hablar del anillo
cociente de un álgebra respecto de un ideal (o, por conveniencia, respecto de un
filtro):

Definición 7.36 Sea B un álgebra de Boole y sean I, F un ideal y un filtro en
B duales entre śı. Definimos el B la congruencia módulo I (o módulo F ) en B
como la relación de equivalencia dada por

p R q syss p + q ∈ I syss (p ↔ q) ∈ F.

(notemos que p+q ∈ I equivale en este contexto a p−q ∈ I, que es la definición
usual de congruencia en teoŕıa de anillos.)

Llamaremos B/I = B/F al conjunto cociente respecto a esta relación. El
próximo teorema, cuya prueba es inmediata, muestra que tiene una estructura
natural de álgebra de Boole, y se le llama álgebra cociente de B determinada
por I o por F .

Teorema 7.37 Sea B un álgebra de Boole y sean I, F un ideal y un filtro en
B duales entre śı. Entonces:

a) Si p ∈ B, entonces la clase de congruencia de p es [p] = {p + i | i ∈ I}.

b) B/I = B/F es un álgebra de Boole con las operaciones dadas por

[p] ∧ [q] = [p ∧ q], [p] ∨ [q] = [p ∨ q], [p]′ = [p′].

c) La aplicación f : B −→ B/I dada por f(p) = [p] es un epimorfismo de
álgebras al que llamaremos epimorfismo canónico del cociente.

Ejercicio: Probar que si f : B −→ C es un epimorfismo de álgebras de Boole entonces
I = f−1[{O} y F = f−1[{1l}] son un ideal y un filtro de B duales entre śı (I es el núcleo
de f). Probar que la aplicación f̄ : B/I −→ C dada por f̄([p]) = f(p) es un isomorfismo
de álgebras (teorema de isomorf́ıa).

Ejercicio: Sea B(ZF) el álgebra de Lindenbaum de ZF y ([AE]) el ideal generado por
la clase del axioma de elección. Probar que B(ZF)/([AE])∼= B(ZFC).

Ejercicio: Sea κ un cardinal de cofinalidad µ > ℵ0. Sean cna(κ) el filtro de Pκ
generado por los conjuntos cerrados no acotados en κ y cna(µ) el correspondiente
filtro en Pµ. Probar que Pκ/cna(κ) ∼= Pµ/cna(µ).

Vamos a dar un criterio útil para establecer la completitud de un álgebra
cociente. Nos basaremos en un criterio general para álgebras cualesquiera:

Definición 7.38 Si κ es un cardinal infinito, diremos que un álgebra de Boole
B es κ-completa si todo subconjunto de B de cardinal menor que κ tiene supremo
(o, equivalentemente, ı́nfimo).
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Teorema 7.39 Si B es un álgebra de Boole κ-completa y cumple la condición
de cadena κ entonces B es completa.

Demostración: Tomemos X ⊂ B y veamos que X tiene supremo. Sea
Y = {p ∈ B |

∨
q ∈ X p ≤ q}. Sea A una anticadena maximal en Y . Claramente

también es una anticadena en B, luego por hipótesis |A| < κ y existe
∨

A.
Veamos que este supremo es también el supremo de X.

Si p ∈ X ⊂ Y pero p �≤
∨

A, entonces O �= p ∧ (
∨

A)′ ≤ p, de donde
concluimos que p ∧ (

∨
A)′ ∈ Y y es incompatible con todos los elementos de

A. Esto permite extender A a una anticadena mayor, en contradicción con su
maximalidad. Aśı pues,

∨
A es una cota superior de X.

Si t es una cota superior de X, también lo es de Y , luego de A, luego
∨

A ≤ t.
Esto prueba que

∨
A es la menor cota superior de X.

Ahora daremos condiciones para que un cociente satisfaga las hipótesis de
este teorema. En primer lugar nos ocupamos de la completitud:

Definición 7.40 Sea B un álgebra de Boole, sean I, F un ideal y un filtro en
B, respectivamente, y sea κ un cardinal infinito.

I es κ-completo si todo subconjunto de I de cardinal menor que κ tiene
supremo y éste pertenece a I.

F es κ-completo si todo subconjunto de F de cardinal menor que κ tiene
ı́nfimo y éste pertenece a F .

Obviamente un ideal es κ-completo si y sólo si lo es su filtro dual, y viceversa.

Teorema 7.41 Sea κ un cardinal infinito, B un álgebra de Boole κ-completa
e I un ideal κ-completo de B. Entonces el álgebra cociente B/I es κ-completa.
Además, para todo X ⊂ B tal que |X| < κ se cumple

∨
p∈X

[p] =
[ ∨

p∈X
p

]
.

Demostración: Todo subconjunto de B/I de cardinal menor que κ es de

la forma Y = {[p] | p ∈ X}, donde X ⊂ B, |X| < κ. Claramente
[ ∨

p∈X
p

]
es una

cota superior de Y .
Si [q] es otra cota superior, entonces [p] ≤ [q] para todo p ∈ X, es decir,

p ∧ q′ ∈ I. Por la completitud de I concluimos que( ∨
p∈X

p
)

∧ q′ =
∨

p∈X
(p ∧ q′) ∈ I,

luego
[ ∨

p∈X
p

]
≤ [q]. Esto prueba que

[ ∨
p∈X

p

]
es el supremo de Y .

Consideramos ahora la condición de cadena κ:
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Definición 7.42 Sea B un álgebra de Boole, I un ideal de B y κ un cardinal
infinito. Diremos que I cumple la condición de cadena κ o que es κ-saturado si
toda anticadena en B \ I tiene cardinal menor que κ.

Teorema 7.43 Sea κ un cardinal infinito, sea B un álgebra de Boole κ completa
e I un ideal κ-completo de B. Entonces I cumple la c.c.κ si y sólo si el álgebra
B/I cumple la c.c.κ.

Demostración: Supongamos que I cumple la c.c.κ y sea {[pα]}α<κ una
anticadena en B/I, donde las clases son distintas dos a dos. Podemos suponer
además que

∧
α < κ pα /∈ I. Aśı, si α < β < κ entonces pα ∧ pβ ∈ I. Definimos

qβ = pβ ∧
∧

α<β
p′α.

Aśı, si α < β < κ tenemos que qα ∧ qβ ≤ pα ∧ p′α = O, luego {qβ}β<κ es
una anticadena en B. Hemos de probar que está, de hecho, en B \ I.

Notemos que si α < β entonces pβ ∧ pα ∈ I, luego por la completitud de I
resulta que pβ ∧

∨
α<β

pα ∈ I.

Si qβ ∈ I entonces pβ = (pβ ∧
∧

α<β
p′α) ∨ (pβ ∧

∨
α<β

pα) ∈ I, contradicción,

luego ciertamente tenemos una anticadena en B \ I, lo que a su vez contradice
la saturación de I. El rećıproco es evidente.

Ejercicio: Sea κ un cardinal regular no numerable y sea cna(κ) el filtro en Pκ generado
por los subconjuntos cerrados no acotados. Probar que cna(κ) no es κ+ completo, pero
que el álgebra Pκ/cna(κ) śı lo es. De hecho es completa.

Ejercicio: Sea B el álgebra de los subconjuntos de Borel de la recta real y sea I
el ideal de los conjuntos nulos para la medida de Lebesgue. Probar que el álgebra
cociente B/I es completa.

7.5 Espacios de Stone

Vamos a probar que toda álgebra de Boole es isomorfa a un álgebra de
conjuntos. La prueba nos llevará a estudiar una importante relación entre las
álgebras de Boole y los espacios topológicos compactos cero-dimensionales.3

Definición 7.44 Sea B un álgebra de Boole. Llamaremos S(B) al conjunto de
todos los ultrafiltros de B. Para cada p ∈ B definimos

Cp = {x ∈ S(B) | p ∈ x}, B̃ = {Cp | p ∈ B}.

Teorema 7.45 (Teorema de representación de Stone) Si B es un álgebra
de Boole, entonces B̃ es un álgebra de conjuntos sobre S(B) y la aplicación
h : B −→ B̃ dada por h(p) = Cp es un isomorfismo de álgebras.

3Recordemos que un espacio topológico compacto es cero-dimensional si tiene una base
formada por abiertos-cerrados.
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Demostración: Dados p, q ∈ B, se cumple que

x ∈ Cp ∩ Cq syss p ∈ x ∧ q ∈ x syss p ∧ q ∈ x syss x ∈ Cp∧q.

Aśı pues, Cp∧q = Cp ∩ Cq. Por otra parte,

x ∈ S(B) \ Cp syss p /∈ x syss p′ ∈ x syss x ∈ Cp′ ,

luego Cp′ = S(B) \ Cp.

Esto prueba que B̃ es un álgebra de conjuntos y que h : B −→ B̃ es un
epimorfismo de álgebras. Para probar que es inyectivo basta ver que su núcleo
es trivial. Si p ∈ B cumple h(p) = O, entonces Cp = ∅, con lo que p no pertenece
a ningún ultrafiltro de B, pero todo elemento no nulo de un álgebra genera un
filtro que, a su vez, está contenido en un ultrafiltro. Por consiguiente p = O.

En virtud de este teorema, para probar un resultado algebraico (es decir,
que se conserve por isomorfismos) sobre álgebras de Boole es suficiente probarlo
para álgebras de conjuntos. Esto simplifica a menudo las demostraciones.

Veamos ahora que el teorema de Stone se puede refinar notablemente:

Definición 7.46 Sea B un álgebra de Boole. Entonces, por ser un álgebra de
conjuntos, B̃ es la base de una topoloǵıa sobre S(B). Llamaremos espacio de
Stone del álgebra B al espacio S(B) con la topoloǵıa generada por B̃.

Teorema 7.47 Sea B un álgebra de Boole. Entonces S(B) es un espacio com-
pacto cero-dimensional y B̃ es su álgebra de abiertos-cerrados. Por consiguiente,
el teorema de representación de Stone afirma que toda álgebra de Boole es iso-
morfa al álgebra de abiertos-cerrados de su espacio de Stone.

Demostración: Sean x, y ∈ S(B), x �= y. Entonces existe un p ∈ x tal que
p /∈ y, luego p ∈ x, p′ ∈ y, luego x ∈ Cp ∧ y ∈ Cp′ , y ciertamente Cp ∩ Cp′ = ∅,
luego Cp y Cp′ son entornos disjuntos de x e y. Esto prueba que S(B) es un
espacio de Hausdorff.

Sea {Gj}j∈J un cubrimiento abierto de S(B). Para cada x ∈ S(B), tomemos
jx ∈ J y px ∈ B tales que x ∈ Cpx ⊂ Gjx . Si {Gj}j∈J no admitiera subcubri-
mientos finitos, tampoco los admitiŕıa el cubrimiento {Cpx}. Por consiguiente,
dados x1, . . . , xn ∈ S(B), se cumpliŕıa que Cpx1

∪ · · · ∪ Cpxn
�= S(B) = C1l, es

decir, px1 ∨ · · · ∨ pxn �= 1l y aśı p′x1
∧ · · · ∧ p′xn

�= O.
Esto significa que la familia {p′x} genera un filtro en B, que a su vez está

contenido en un ultrafiltro y ∈ S(B).
Para todo x ∈ S(B) tenemos que p′x ∈ y, luego y ∈ Cp′

x
y aśı y /∈ Cpx . Esto

contradice que {Cpx
} sea un cubrimiento.

Hemos probado que S(B) es compacto. Claramente los elementos de B̃
son abiertos-cerrados en S(B). De hecho son todos los abiertos-cerrados, pues
cualquiera de ellos entonces es unión de abiertos de S(B), pero por compacidad
es unión de un número finito de ellos, luego está en B̃.
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Los teoremas siguientes demuestran que hay una correspondencia natural
entre las álgebras de Boole y los espacios compactos cero-dimensionales.

Teorema 7.48 Sea K un espacio compacto cero-dimensional y sea B su álgebra
de abiertos-cerrados. Entonces K es homeomorfo a S(B).

Demostración: Sea f : K −→ S(B) dada por f(x) = {C ∈ B | x ∈ C}.
Claramente f(x) es un ultrafiltro en B y f es suprayectiva, pues si p ∈ S(B)
entonces p es una familia de cerrados en K con la propiedad de la intersección
finita, luego existe un x ∈ K que pertenece a todos los elementos de p, es decir,
tal que p ⊂ f(x). Por la maximalidad de p ha de ser f(x) = p.

Si x, y son puntos distintos en K, entonces existe un C ∈ B tal que x ∈ C,
y /∈ C, luego C ∈ f(x) \ f(y), lo que prueba que f es inyectiva.

Es fácil ver que para todo A ∈ B se cumple f−1[A] = A, lo que prueba que
f es continua y, por compacidad, un homeomorfismo.

Teorema 7.49 Sea f : B −→ C un homomorfismo de álgebras de Boole. En-
tonces la aplicación f∗ : S(C) −→ S(B) dada por f∗(x) = {p ∈ B | f(p) ∈ x} es
continua. Además f es inyectiva si y sólo si f∗ es suprayectiva y f es supra-
yectiva si y sólo si f∗ es inyectiva.

Demostración: Es inmediato comprobar que f∗(x) ∈ S(B). Además
(f∗)−1[Cp] = Cf(p), luego f∗ es continua.

Si f es inyectiva e y ∈ S(B), es fácil ver que {f(p) | p ∈ y} tiene la propiedad
de la intersección finita en C, luego está contenido en un ultrafiltro x ∈ S(C).
Es fácil comprobar aśı mismo que f∗(x) = y.

Si f∗ es suprayectiva y p ∈ B es no nulo, entonces p está contenido en un
ultrafiltro y ∈ S(B), que tendrá una antiimagen x ∈ S(C). Aśı p ∈ y = f∗(x),
luego f(p) ∈ x, luego f(p) �= O. Aśı pues, f es inyectiva.

Si f es suprayectiva y f∗(x) = f∗(y), para ciertos x, y ∈ S(C), entonces
para todo p ∈ B se cumple f(p) ∈ x syss f(p) ∈ y, pero esto significa que x = y,
luego f∗ es inyectiva.

Si f∗ es suprayectiva entonces es un homeomorfismo en la imagen, luego,
dado q ∈ C, se cumple que f∗[Cq] es abierto en f∗[S(C)], con lo que f∗[Cq] =
f∗[S(C)] ∩ A, donde A es un abierto en S(B). Tenemos que A es unión de
abiertos básicos de B, los cuales forman un cubrimiento abierto del compacto
f∗[Cq], luego podemos extraer un subcubrimiento finito cuya unión es un abierto
básico Cp tal que f∗[Cq] ⊂ Cp ⊂ A. Por consiguiente f∗[Cq] = f∗[S(C)] ∩ Cp.
Esto implica que Cq = (f∗)−1[Cp], luego∧

x ∈ S(C)(x ∈ Cq ↔ f∗(x) ∈ Cp),

luego ∧
x ∈ S(C)(x ∈ Cq ↔ p ∈ f∗(x)),

luego ∧
x ∈ S(C)(x ∈ Cq ↔ f(p) ∈ x),
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luego ∧
x ∈ S(C)(x ∈ Cq ↔ c ∈ Cf(p)),

y esto significa que Cq = Cf(p), por lo que f(p) = q. Aśı pues, f es suprayectiva.

Teorema 7.50 Sean B y C dos álgebras de Boole y sea f : S(B) −→ S(C) una
aplicación continua. Entonces la aplicación f∗ : C −→ B que a cada q ∈ C le
asigna el único p ∈ B tal que f−1[Cq] = Cp es un homomorfismo de álgebras.
Además f∗∗ = f . Si g : B −→ C es un homomorfismo de álgebras, también se
cumple que g∗∗ = g.

Demostración: No tiene ninguna dificultad probar que f∗ es un homo-
morfismo. Si x ∈ S(B), entonces

f∗∗(x) = {q ∈ C | f∗(q) ∈ x} = {q ∈ C | x ∈ Cf∗(q)} = {q ∈ C | x ∈ f−1[Cq]}

= {q ∈ C | f(x) ∈ Cq} = {q ∈ C | q ∈ f(x)} = f(x).

Si g : B −→ C es un homomorfismo de álgebras y p ∈ B, entonces g∗∗(p) = q
es equivalente a las fórmulas siguientes:

(g∗)−1[Cp] = Cq∧
x ∈ S(C)(p ∈ g∗(x) ↔ q ∈ x)∧
x ∈ S(C)(g(p) ∈ x ↔ q ∈ x)∧
x ∈ S(C)(x ∈ Cg(p) ↔ x ∈ Cq),

Cg(p) = Cq,

luego g∗∗(p) = q syss g(p) = q, es decir, g∗∗ = g.

En definitiva, tenemos que a cada álgebra de Boole le corresponde un espacio
compacto cero-dimensional (su espacio de Stone) y a cada espacio compacto
cero-dimensional le corresponde un álgebra de Boole (su álgebra de abiertos-
cerrados). Además los homomorfismos de álgebras se corresponden con las
aplicaciones continuas, de modo que los isomorfismos se corresponden con los
homeomorfismos. De este modo álgebras isomorfas tienen espacios de Stone
homeomorfos y viceversa.

Existe una correspondencia biuńıvoca entre los filtros de un álgebra de Boole
B y los cerrados de su espacio de Stone. Concretamente, para cada filtro F , el
epimorfismo canónico p : B −→ B/F se corresponde con una aplicación inyectiva
y continua p∗ : S(B/F ) −→ S(B) que determina el cerrado CF = p∗[S(B/F )].
Rećıprocamente, si C ⊂ S(B) es un cerrado, la inclusión i : C −→ S(B) se
corresponde con un epimorfismo i∗ : B −→ C, donde C es el álgebra de abiertos-
cerrados de C. Entonces FC = (i∗)−1[{1l}] es un filtro en B y es fácil ver que
estas dos correspondencias que hemos definido son mutuamente inversas.

Si B es un álgebra de Boole y p ∈ B, entonces p es un átomo si y sólo si no
tiene extensiones no nulas, si y sólo si Cp no contiene estrictamente abiertos no
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vaćıos, si y sólo si Cp = {x} para cierto x ∈ S(B), que será un punto aislado.
Rećıprocamente, todo punto aislado determina un abierto básico de S(B) que
a su vez determina un átomo de B. Es fácil ver que estas correspondencias son
mutuamente inversas, de modo que existe una biyección entre los átomos de un
álgebra de Boole y los puntos aislados de su espacio de Stone.

Un álgebra de Boole es atómica si y sólo si el conjunto de sus átomos es
denso, lo cual equivale a que los puntos aislados en S(B) sean un conjunto
denso.

Ejercicio: Sea B un álgebra de Boole atómica y A el conjunto de sus átomos. Probar
que la aplicación f : B −→ PA dada por f(p) = {q ∈ A | q ≤ p} es un monomorfismo
denso. En particular si B es completa es un isomorfismo, luego las únicas álgebras
completas atómicas son, salvo isomorfismo, las álgebras PX.

Ejercicio: Probar que toda álgebra de Boole finita es isomorfa a Pn, para cierto
n ∈ ω.

Teorema 7.51 Un álgebra de Boole B es completa si y sólo si su espacio de
Stone es extremadamente disconexo, es decir, las clausuras de sus abiertos son
abiertas.

Demostración: Supongamos que B es completa y sea A un abierto en S(B).
Entonces A es unión de una familia X de abiertos-cerrados. Sea S el supremo de
X en el álgebra de abiertos cerrados. Claramente A ⊂ S y, como S es cerrado,
cl A ⊂ S. El abierto S \ cl A ha de ser vaćıo, o de lo contrario contendŕıa un
abierto-cerrado no vaćıo B, y entonces S \B seŕıa una cota superior de X menor
que S, lo cual es imposible. Por consiguiente clA = S es abierto.

Rećıprocamente, si S(B) es extremadamente disconexo y X es una familia
de abiertos-cerrados en S(B), es fácil ver que cl

⋃
A∈X

A es el supremo de X.



Caṕıtulo VIII

El problema de Suslin

En 1920 apareció la revista Fundamenta Mathematicae, en cuyo primer
número M. Suslin formuló la conjetura que hoy se conoce como la hipótesis
de Suslin (HS). Esta hipótesis resultó ser independiente de los axiomas de la
teoŕıa de conjuntos. Concretamente, en 1968 S. Tennenbaum y T.J. Jech en-
contraron modelos donde falla la hipótesis de Suslin. Poco después R.B. Jensen
demostró que ¬HS se deduce del axioma de constructibilidad. Finalmente, en
1971 R.M. Solovay y S. Tennenbaum demostraron con una extensión genérica
la consistencia de la hipótesis de Suslin.

La solución del problema de Suslin fue el siguiente gran éxito de la teoŕıa
de conjuntos después de zanjar el problema del continuo de Cantor y de la
consistencia del axioma de elección. Cabe señalar que la respuesta al problema
de Suslin no se obtuvo como mera aplicación de las técnicas desarrolladas para
el problema de la hipótesis del continuo, sino que requirió nuevos resultados
y dio lugar a nuevas ideas, que a su vez han sido útiles para abordar muchos
otros problemas. De hecho, el planteamiento general de la teoŕıa de extensiones
genéricas que hemos expuesto en los caṕıtulos anteriores dista mucho del enfoque
original de Cohen y debe bastante al trabajo de Tennenbaum y muchos más.

Todo esto hace que si queremos alcanzar un buen conocimiento de las téc-
nicas básicas de pruebas de consistencia conviene que conozcamos también el
tratamiento del problema de Suslin.

8.1 La hipótesis de Suslin

Cantor hab́ıa dado gran importancia a caracterizar los tipos de orden más
importantes. Aśı, por ejemplo, es claro que un conjunto está ordenado como el
conjunto de los números naturales si está bien ordenado y todos sus elementos
distintos del mı́nimo tienen un inmediato anterior. La caracterización del orden
de los números racionales viene dada por el teorema siguiente:

Teorema 8.1 Un conjunto totalmente ordenado D es semejante al conjunto Q
de los números racionales si y sólo si cumple las propiedades siguientes:
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a) D es numerable.

b) D no tiene máximo ni mı́nimo.

c) D es denso en śı mismo, es decir, entre cada par de sus elementos hay un
tercero.

Demostración: Sea Q = {qn | n ∈ ω} y sea D = {dn | n ∈ ω}. Definimos
f : Q −→ D mediante el siguiente proceso recurrente: Hacemos f(q0) = d0 y
si ya están definidos f(q0), . . . , f(qn), definimos f(qn+1) = dm, donde m es el
mı́nimo natural tal que qm está respecto a f(q0), . . . , f(qn) en la misma posición
en que qn+1 está respecto a q0, . . . , qn. Las hipótesis b) y c) garantizan la
existencia de m.

Claramente f aśı definida es inyectiva y conserva el orden. Sólo hay que
probar que es suprayectiva. Supongamos que d0, . . . , dn tienen antiimagen
f(qik

) = dk. Sea r el máximo de i1, . . . , ik y sea s el mı́nimo natural tal
que qs está respecto a q0, . . . , qr en la misma posición que dn+1 respecto a
f(q0), . . . , f(qr). Entonces f(qs) = dt, donde t es el mı́nimo número natural tal
que dt está respecto a f(q0), . . . , f(qs−1) en la misma posición que qs respecto
a q0, . . . , qs−1, y ése es claramente n + 1, luego f(qs) = qn+1.

A partir de aqúı, Cantor caracterizó el tipo de orden de los números reales:

Teorema 8.2 Un conjunto totalmente ordenado X es semejante al conjunto R
de los números reales si y sólo si cumple las propiedades siguientes:

a) X es denso en śı mismo y no tiene máximo ni mı́nimo.

b) X es completo, es decir, todo subconjunto no vaćıo y acotado superior-
mente tiene supremo.

c) X es separable, es decir, tiene un subconjunto denso numerable (un sub-
conjunto D tal que todo intervalo abierto no vaćıo de X corta a D).

Demostración: De a) y b) se sigue que el conjunto denso D ha de ser
denso en śı mismo y no puede tener máximo ni mı́nimo. Por consiguiente el
teorema anterior nos da una semejanza f : Q −→ D. Definimos f̄ : R −→ X
mediante

f̄(r) = sup
X

{f(q) | q < r}.

Es inmediato comprobar que f̄ está bien definida y extiende a f . Igualmente
podemos definir f−1 : X −→ R y entonces f̄ ◦ f−1 conserva el orden y es la
identidad en Q, de donde se sigue inmediatamente que es la identidad en R.
Similarmente f−1 ◦ f̄ es la identidad en X, y por consiguiente f̄ es biyectiva.

La conjetura de Suslin era que en el teorema anterior es posible sustituir la
condición c) por una condición claramente más débil, a saber:

c′) X cumple la condición de cadena numerable, es decir, toda familia de
intervalos en X disjuntos dos a dos es a lo sumo numerable.

Es obvio que c) implica c′).
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Definición 8.3 Un conjunto totalmente ordenado X que cumpla a), b) y c′)
pero que no cumpla c) es una recta de Suslin. La hipótesis de Suslin es la
sentencia

HS: No existen rectas de Suslin.

En realidad las propiedades a) y b) resultan ser irrelevantes:

Teorema 8.4 Son equivalentes:

a) Existe un conjunto totalmente ordenado con la condición de cadena nu-
merable no separable.

b) Existe un conjunto ordenado denso en śı mismo, sin extremos, con la
condición de cadena numerable y en la que ningún intervalo es separable.

c) Existe una recta de Suslin en la que ningún intervalo es separable.

d) Existe una recta de Suslin.

Demostración: Sólo hay que probar que a) implica b) y que b) implica c).

Sea Y un conjunto totalmente ordenado que cumpla b) y consideremos la
relación en Y dada por x ∼ y si y sólo si el intervalo comprendido entre ellos,
]x, y[ o ]y, x[, es separable. (Consideramos que un intervalo finito o incluso
vaćıo es separable.) Es inmediato comprobar que se trata de una relación de
equivalencia. Llamamos X al conjunto cociente.

Veamos que si [x] = [y] ∈ X y x < z < y, entonces [x] = [z] = [y].

En efecto, tenemos que ]x, y[ es separable, luego ]x, z[ también lo es.

De aqúı se sigue fácilmente que si [x1] = [x2], [y1] = [y2], entonces

x1 < y1 ↔ x2 < y2.

Por consiguiente podemos definir la relación de orden total en X dada por

[x] ≤ [y] ↔ x ≤ y.

Vamos a probar que X cumple b).

En primer lugar probamos que si I ∈ X entonces I es un subconjunto sepa-
rable de Y .

En efecto, sea M una familia maximal de intervalos abiertos no vaćıos dis-
juntos dos a dos con extremos en I. Como Y cumple la condición de cadena
numerable, tenemos que M es numerable. Digamos que M = {]xn, yn[ | n ∈ ω}.
Como xn, yn ∈ I, tenemos que xn ∼ yn, luego ]xn, yn[ es separable. Sea Dn

un subconjunto denso numerable de ]xn, yn[. Sea D =
⋃

n∈ω
Dn ⊂ I numerable.

Veamos que es denso en I.
Sea ]x, y[ un intervalo abierto no vaćıo con x, y ∈ I. La maximalidad de

M implica que existe un n ∈ ω tal que ]xn, yn[ ∩ ]x, y[ �= ∅. Esta intersección
contiene un intervalo no vaćıo, luego corta a Dn, luego a D, luego ]x, y[∩D �= ∅.
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En particular concluimos que X tiene al menos dos puntos, pues en otro
caso X = {Y } y tendŕıamos que Y seŕıa separable.

Veamos que X es denso en śı mismo (en particular es infinito).

Sean [x] < [y] dos elementos de X y supongamos que no hay ningún otro
elemento entre ambos. Supongamos que x < z < y. Entonces [x] ≤ [z] ≤ [y],
luego [x] = [z] o [z] = [y], luego z ∈ [x] ∪ [y]. Aśı pues, ]x, y[ ⊂ [x] ∪ [y]. Como
[x] e [y] son subconjuntos separables de Y , también lo es su unión y también lo
es ]x, y[, luego [x] = [y], contradicción.

Veamos que X cumple la condición de cadena numerable.

Supongamos que
{]

[xα], [yα]
[}

α<ω1
es una familia de intervalos de X dis-

juntos dos a dos. Tomando intervalos estrictamente contenidos en los dados,
podemos exigir que [xα] �= [yβ ] para todo α, β < ω1.

Como los intervalos de X son no vaćıos, es claro que ]xα, yα[ �= ∅. Más
aún, son disjuntos dos a dos, pues si existe z ∈ ]xα, yα[∩ ]xβ , yβ [, entonces [z] =
[xα] ∨ [z] = [yα] y, por otra parte, [z] = [xβ ] ∨ [z] = [yβ ], luego [z] = [xα] = [xβ ]
o bien [z] = [yα] = [yβ ], pero esto sólo es posible si α = β.

Aśı pues, la familia {]xα, yα[}α<ω1 contradice la condición de cadena nume-
rable de Y .

Veamos que ningún intervalo abierto de X es separable.

Supongamos que un intervalo
]
[x], [y]

[
en X tiene un subconjunto denso

numerable {dn | n ∈ ω}.
Sea H =

⋃
[x]≤L≤[y]

L ⊂ Y . Es claro que ]x, y[ ⊂ H, luego si probamos que

H es separable tendremos que ]x, y[ también lo será, luego [x] = [y], lo cual es
absurdo, pues hemos tomado [x] < [y].

Observemos que el conjunto de las clases [x] ≤ L ≤ [y] con más de dos puntos
ha de ser numerable, pues de cada una de ellas obtenemos un intervalo en Y no
vaćıo con los cuales se forma una anticadena en Y . Sea {Ln}n<ω el conjunto
de estas clases. Sabemos que Ln contiene un conjunto denso numerable Dn.
Sea D la unión de todos los conjuntos Dn más un elemento de cada clase dn.
Entonces D es denso en H, pues si u < v son elementos de H y ]u, v[ �= ∅, o
bien [u] = [v] = Ln y entonces ]u, v[ ∩ Dn �= ∅, o bien [u] < [v], en cuyo caso
existe n tal que [u] < dn < [v], con lo que también ]u, v[ ∩ D �= ∅.

Aśı X cumple b) salvo por el hecho de que puede tener máximo o mı́nimo
elemento. Ahora bien, como X es denso en śı mismo, si eliminamos los posibles
máximo y mı́nimo, obtenemos un nuevo conjunto ordenado ya no tiene máximo
ni mı́nimo y sigue cumpliendo las otras propiedades.

Ahora veamos que b) implica c). Sea X un conjunto totalmente ordenado
en las condiciones de b) y vamos a construir otro W que cumpla c). El proceso
es el mismo por el que se construye R a partir de Q.

Llamamos W al conjunto de todos los subconjuntos S de X que cumplen:
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a) S �= ∅ ∧ S �= X,

b)
∧

x ∈ X
∧

y ∈ S(x < y → x ∈ S),

c)
∧

x ∈ S
∨

y ∈ S x < y.

Se cumple que W está totalmente ordenado por la inclusión, pues si tomamos
S1, S2 ∈ W y existe x ∈ S2 \ S1, entonces todo y ∈ S1 cumple y < x por b) y
por consiguiente y ∈ S2 por b) otra vez. Aśı pues, S1 ⊂ S2.

La aplicación i : X −→ W dada por i(x) = {y ∈ X | y < x} es inyectiva,
conserva el orden y su imagen es densa en W . En efecto, si x1 < x2, existe z ∈ X
tal que x1 < z < x2, luego i(x1) < i(x2) (ya que z ∈ i(x2)\i(x1)). Si S1 < S2 son
dos elementos de W , entonces existe x ∈ X tal que x ∈ S2\S1 y por la propiedad
c) existen y, z ∈ S2 tales que x < y < z. Aśı pues, S1 ≤ i(x) < i(y) < i(z) ≤ S2.

De aqúı se sigue que W es denso en śı mismo. También es fácil ver que W no
tiene máximo ni mı́nimo. Si existiera una familia no numerable de intervalos no
vaćıos disjuntos dos a dos en W , dentro de cada uno de ellos podŕıamos tomar
un intervalo no vaćıo con extremos en i[X], y aśı obtendŕıamos una familia igual
en X. Por lo tanto W cumple la condición de cadena numerable.

Si un intervalo ]S1, S2[ en W tuviera un subconjunto denso numerable, to-
mamos x, y ∈ X tales que S1 ≤ i(x) < i(y) ≤ S2. Sea D un subconjunto denso
numerable en ]i(x), i(y)[.

Para cada intervalo ]D1, D2[ con extremos en D tomamos un punto u ∈ ]x, y[
tal que i(u) ∈ ]D1, D2[. Aśı obtenemos un subconjunto numerable de ]x, y[ que
claramente es denso, contradicción.

Veamos finalmente que W es completo. Sea A ⊂ W un conjunto no vaćıo y
acotado superiormente. Sea T =

⋃
S∈A

S. Es inmediato comprobar que T ∈ W y
que es el supremo de A.

Por consiguiente la hipótesis de Suslin equivale a que un conjunto totalmente
ordenado es separable si y sólo si cumple la condición de cadena numerable.

El primer paso en la solución del problema de Suslin lo dio G. Kurepa en
1935 al demostrar que la hipótesis de Suslin admite un enunciado equivalente
en términos de árboles. Dedicamos la sección siguiente a estudiar el concepto
de árbol y su relación con el problema de Suslin.

8.2 Árboles

Definición 8.5 Un árbol es un conjunto parcialmente ordenado (A,≤) tal que,
para todo x ∈ A, el segmento A<

x = {a ∈ A | a < x} está bien ordenado.

Si x ∈ A, se llama altura de x a altAx = ordA<
x .

Si α ∈ Ω, se llama nivel α-ésimo de A al conjunto

NivαA = {x ∈ A | altAx = α}.
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Se llama altura de A al mı́nimo ordinal altA = α tal que NivαA = ∅. Es
fácil ver que

altA =
⋃

x∈A

(altAx + 1).

Dos elementos x, y ∈ A son compatibles si x ≤ y ∨ y ≤ x. En caso contrario
se dice que son incompatibles y se representa por x ⊥ y.

Un subconjunto C ⊂ A es una cadena si sus elementos son compatibles dos
a dos, es decir, si está totalmente ordenado y, por consiguiente, bien ordenado.

Un subconjunto R ⊂ A es una rama si es una cadena maximal respecto a
la inclusión. Por el lema de Zorn, toda cadena se extiende hasta una rama.
Llamaremos altura de R a

altAR = ordR =
⋃

x∈R

(altAx + 1).

Un subconjunto C ⊂ A es un camino si es una rama tal que altAC = altA,
es decir, si es una rama que corta a todos los niveles no vaćıos de A.

Un subconjunto C ⊂ A es una anticadena si sus elementos son incompatibles
dos a dos. Claramente los niveles son anticadenas.

Un subconjunto A′ ⊂ A es un subárbol de A si∧
x ∈ A

∧
y ∈ A′(x < y → x ∈ A′).

Claramente esto implica que si x ∈ A′ entonces altAx = altA′x.

He aqúı un ejemplo de árbol de altura 6:

Nivel 0

Nivel 3

Rama

Camino

Los conceptos que hemos definido en los caṕıtulos anteriores para c.p.o.s
se ajustan a los que acabamos de definir para árboles a condición de que los
pongamos “copa abajo”. Más concretamente, si definimos en A la relación
a ≤∗ b ↔ b ≤ a, entonces (A,≤∗) es un c.p.o. tal que dos elementos de A
son incompatibles en (A,≤∗) como c.p.o. si y sólo si lo son en (A,≤) como
árbol. Igualmente coinciden los conceptos de cadena o anticadena. A tendrá
un máximo como c.p.o. si y sólo si |Niv0A| = 1, es decir, si el árbol tiene un
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solo tallo. El teorema siguiente muestra, entre otras cosas, que normalmente
podemos exigir que sea aśı.

Si κ es un cardinal, un κ-árbol es un árbol de altura κ cuyos niveles tienen
todos cardinal menor que κ.

Diremos que un κ-árbol A está bien podado si |Niv0A| = 1 y∧
x ∈ A

∧
α < κ(altAx < α →

∨
y ∈ NivαA x < y).

En otras palabras, un árbol está bien podado si tiene un único tallo y desde
cualquiera de sus puntos se puede ascender hasta cualquier altura. Casi siempre
se puede podar bien un árbol:

Teorema 8.6 Si κ es un cardinal regular y A es un κ-árbol, entonces A tiene
un κ-subárbol bien podado.

Demostración: Sea A′ = {x ∈ A | |{z ∈ A | x < z}| = κ}. Claramente A′

es un subárbol de A. Ciertamente no es vaćıo, pues

A =
⋃

x∈Niv0A

{y ∈ A | x ≤ y},

y como |Niv0A| < κ, ha de haber un x ∈ Niv0A tal que |{y ∈ A | x ≤ y}| = κ,
es decir, tal que x ∈ A′.

Sea x ∈ A′ y α < κ tal que altAx < α. Sea Y = {y ∈ NivαA | x < y}.
Entonces

{z ∈ A | x < z} = {z ∈ A | x < z ∧ altAz ≤ α} ∪ {z ∈ A | x < z ∧ altAz > α}.
Por definición de A′, el primer conjunto de la ĺınea anterior tiene cardinal κ,

el segundo tiene cardinal menor que κ, pues está contenido en
⋃

β≤α

NivβA, κ es
regular y los niveles tienen cardinal menor que κ.

Por consiguiente, el tercer conjunto ha de tener cardinal κ, pero

{z ∈ A | x < z ∧ altAz > α} =
⋃

y∈Y

{z ∈ A | y < z ∧ altAz > α},

y |Y | ≤ |NivαA| < κ, por lo que ha de existir un y ∈ Y tal que

|{z ∈ A | y < z ∧ altAz > α}| = κ.

En particular |{z ∈ A | x < z}| = κ, con lo que y ∈ A′. Aśı hemos probado
que ∧

x ∈ A′∧α < κ(altAx < α →
∨

y ∈ NivαA′ x < y).

En particular esto implica que A′ es un κ-árbol. Para estar bien podado sólo
le falta tener un único tallo. Ahora bien, si x ∈ Niv0A

′, es inmediato comprobar
que B = {y ∈ A′ | x ≤ y} es un κ-subárbol bien podado de A′, luego de A.

Kurepa demostró que la existencia de una recta de Suslin equivale a la exis-
tencia de un ℵ1-árbol con ciertas peculiaridades. Antes de introducir este tipo
de árboles vamos a probar un par de resultados que nos familiaricen con el
comportamiento de los árboles respecto al tipo de cuestiones que nos van a
interesar.
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Teorema 8.7 (König) Todo ℵ0-árbol tiene un camino.

Demostración: Sea A un ℵ0-árbol y sea A′ un subárbol bien podado.
Entonces hay un x0 ∈ Niv0A

′, hay un x1 ∈ Niv1A
′ tal que x0 < x1, hay

un x2 ∈ Niv2A
′ tal que x1 < x2, y por recurrencia construimos un conjunto

C = {xn | n ∈ ω} que claramente es un camino en A.

Aśı pues, si un árbol llega hasta cualquier altura finita, podemos encontrar
un camino que nos lleve tan arriba como queramos, sin que se corte inespera-
damente. Esto, que parece obvio, no es necesariamente cierto si consideramos
ℵ1-árboles:

Definición 8.8 Un árbol de Aronszajn es un ℵ1-árbol cuyas cadenas son todas
numerables, es decir, que no tiene caminos.

Claramente, si A es un árbol de Aronszajn y A′ es un subárbol bien podado,
entonces A′ es un árbol de Aronszajn bien podado.

La situación es curiosa: Imaginemos que estamos en el tallo x0 de un árbol
de Aronszajn bien podado y nos disponemos a trepar por él lo más alto que
podamos. Tenemos varias opciones para pasar al nivel 1, pero no importa
cuál tomemos, pues desde cualquier punto x1 del nivel 1 podemos llegar hasta
cualquier otro nivel. Igualmente no importa a qué punto x2 del nivel 2 saltemos,
pues desde él se podrá llegar seguro a cualquier altura. Pero cuando hayamos
dado ω pasos por la ruta x0 < x1 < x2 < · · · podemos encontrarnos con que
la rama se acaba aqúı, que no hay ningún punto en el árbol mayor que todos
estos. Podemos rectificar la ruta desde cualquier paso previo para garantizar que
llegamos al nivel ω. Por ejemplo, si estamos dispuestos a cambiar a partir del
nivel 2 tomamos un xω > x1 y seguimos el camino x0 < x1 < x′

2 < x′
2 < · · · < xω

formado por los nudos anteriores a xω. A partir de aqúı podemos pasar a un
xω+1 en el nivel ω + 1, etc., hasta determinar una cadena

x0 < x1 < x2 < x2 < · · · < xω < xω+1 < xω+2 < · · ·

pero de nuevo podemos encontrarnos con que esta rama se acaba aqúı, y que
para llegar más arriba hubiera sido necesario desviarse en cualquiera de los pa-
sos previos. El hecho de que A sea un árbol de Aronszajn significa precisamente
que, tarde o temprano, hagamos lo que hagamos, terminaremos en una rama
numerable que no puede prolongarse más. Podemos subir tan alto como quera-
mos, pero siempre llegará un momento en que para seguir subiendo tendremos
que bajar un poco y cambiar de dirección. Ésta es la caracteŕıstica de los árboles
de Aronszajn.

La existencia de árboles tan peculiares es dudosa, pero vamos a disipar la
duda construyendo uno.

Definición 8.9 Si I es un conjunto no vaćıo y α un ordinal, llamaremos árbol
completo I-ádico de altura α al conjunto I<α con el orden dado por la inclusión.

Es claro que I<α es un árbol de altura α cuyo nivel β (para β < α) es Iβ .
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Teorema 8.10 (Aronszajn) Existe un árbol de Aronszajn.

Demostración: Partiremos de A = {s ∈ ω<ω1 | s es inyectiva}, que es un
subárbol de ω<ω1 . Es claro que para cada α < ω1 se cumple que

NivαA = {s ∈ αω | s es inyectiva} �= ∅,

luego altA = ℵ1. Si C fuera una cadena no numerable en A entonces f =
⋃

a∈C

a

es una función, porque los elementos de C son compatibles, y habŕıa de ser
f : ω1 −→ ω inyectiva, lo cual es absurdo. Por lo tanto las cadenas de A son
numerables. Sin embargo, A no es un árbol de Aronszajn porque sus niveles
son no numerables.

Definimos en cada conjunto αω la relación de equivalencia dada por

s ≈ t ↔ {β < α | s(β) �= t(β)} es finito.

Veamos por inducción que existe una sucesión {sα}α<ω1 tal que

a) sα ∈ αω es inyectiva,

b) Si α < β < ω1, entonces sα ≈ sβ |α,

c) ω \ sα[α] es infinito.

Tomamos s0 = ∅. Definido sα, tomamos cualquier n ∈ ω \ sα[α] y es fácil
ver que sα+1 = sα ∪ {(α, n)} cumple lo pedido. Supongamos definidos {sδ}δ<λ,
para un ĺımite λ < ω1.

Sea {αn}n<ω una sucesión cofinal creciente en λ. Vamos a definir una su-
cesión de aplicaciones inyectivas tn : αn −→ ω tales que t0 = sα0 y para todo
n ∈ ω se cumpla tn ≈ sαn ∧ tn+1|αn = tn.

Supuesto que estén definidas t0, . . . , tn, definimos tn+1 : αn+1 −→ ω me-
diante

tn+1(β) =


tn(β) si β < αn,
sαn+1(β) si αn ≤ β y sαn+1(β) /∈ tn[αn],
mı́n(ω \ (tn[αn] ∪ sαn+1 [αn+1])) si αn ≤ β y sαn+1(β) ∈ tn[αn].

Como sαn coincide con tn salvo en un número finito de casos, sólo puede
ocurrir sαn+1(β) ∈ tn[αn] en un número finito de casos. Por lo tanto se cumple
sαn+1 ≈ tn+1.

Sea t =
⋃

n∈ω
tn. Claramente t : λ −→ ω inyectiva. Definimos sλ : λ −→ ω

mediante

sλ(β) =
{

t(α2n) si β = αn,
t(β) en otro caso.

De este modo, si α < λ será α < αn para cierto n < ω, y entonces sλ|α ≈ tn|α
(pues se diferencian a lo sumo en α0, . . . , αn−1), luego sλ|α ≈ sαn |α ≈ sα.

Además {t(α2n+1) | n ∈ ω} ⊂ ω \ sλ[λ], con lo que este último conjunto es
infinito y se cumple todo lo pedido.
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Definimos A∗ =
⋃

α<ω1

{t ∈ NivαA | t ≈ sα}. Aśı A∗ es un subárbol de A,

pues si x ∈ A∗, y ∈ A, y < x, digamos que altAx = α, altAy = β, entonces
x ≈ sα, luego y = x|β ≈ sα|β ≈ sβ y por consiguiente y ∈ A∗.

Para cada α < ω1 se cumple que sα ∈ NivαA∗, luego altA∗ = ℵ1. Como en
A no hay cadenas numerables, tampoco las hay en A∗. Finalmente,

NivαA∗ = {t ∈ αω | t ≈ sα ∧ t inyectiva} =
⋃

x⊂α
finito

{t ∈ αω | t|α\x = sα|α\x},

y el miembro derecho es una unión numerable de conjuntos numerables. Con-
cluimos que A∗ es un árbol de Aronszajn.

Definición 8.11 Un árbol de Suslin es un árbol A tal que |A| = ℵ1 cuyas
cadenas y anticadenas son todas numerables.

Notemos que un árbol de Suslin es un ℵ1-árbol, pues un elemento de altura
mayor o igual que ℵ1 determinaŕıa una cadena no numerable bajo śı y, por otro
lado, como los niveles son anticadenas, son numerables, y ha de haber al menos
ℵ1 niveles no vaćıos para que el cardinal del árbol pueda ser ℵ1.

Aśı pues, un árbol de Suslin puede definirse como un árbol de Aronszajn
cuyas anticadenas son numerables.

Todo ℵ1-subárbol bien podado de un árbol de Suslin es un árbol de Suslin
bien podado, por lo que si existe un árbol de Suslin, existe uno bien podado.
Más aún:

Diremos que un árbol A está ramificado si todo x ∈ A tiene extensiones
incompatibles, es decir, si el conjunto {y ∈ A | x < y} no está totalmente
ordenado (equivalentemente, si el c.p.o. que resulta de poner A “copa abajo” es
no atómico).

Teorema 8.12 Todo árbol de Suslin bien podado está ramificado.

Demostración: Sea A un árbol de Suslin bien podado. Sea y ∈ A. Sea C
una cadena maximal que contenga a y. Entonces C es numerable, luego existe
un ordinal α < ω1 tal que altC < α. Como A está bien podado existe un x ∈ A
de altura α tal que y < x. No puede ocurrir que todos los elementos de C estén
bajo x, luego tomando un x′ ∈ C con y < x′ que no esté bajo x, tenemos que x
y x′ son extensiones incompatibles de y. Por lo tanto A está ramificado.

Esto tiene interés porque la condición de Suslin se simplifica un tanto sobre
los árboles ramificados.

Teorema 8.13 Si A es un ℵ1-árbol ramificado en el que toda anticadena ma-
ximal es numerable, entonces A es un árbol de Suslin.
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Demostración: Toda anticadena está contenida en una anticadena maxi-
mal, luego todas las anticadenas de A son numerables. Si A tuviera una cadena
no numerable, podŕıamos tomarla maximal, llamémosla B. Entonces B corta
a todos los niveles no vaćıos de A. Para cada x ∈ A, sea f(x) > x tal que
f(x) /∈ B (existe porque A está ramificado).

Definimos por recurrencia una sucesión {xα}α<ω1 de modo que xα ∈ B y
altAxα ≥ ⋃

β<α

f(xα).

Aśı {f(xα)}α<ω1 es una anticadena no numerable en A, contradicción.

Terminamos la sección con la caracterización de Kurepa de la hipótesis de
Suslin:

Teorema 8.14 Existe un árbol de Suslin si y sólo si existe una recta de Suslin.

Demostración: Supongamos que A es un árbol de Suslin. Podemos su-
poner que está bien podado. Sea L el conjunto de todas las ramas de A. Si
C ∈ L, del hecho de que A está bien podado se sigue que altC es un ordinal
ĺımite. Si α < altC, llamaremos C(α) al único elemento en C de altura α. Si C,
D ∈ L, C �= D, llamaremos d(C, D) al mı́nimo ordinal α tal que C(α) �= D(α).
Claramente d(C, D) < altC ∩ altD.

Fijemos un orden total # en A y definamos en L el orden ≤ dado por

C ≤ D ↔ C = D ∨ (C �= D ∧ C(d(C, D)) ≺ D(d(C, D))).

Es claro que la relación ≤ es reflexiva y antisimétrica. Veamos que es tran-
sitiva: Si C ≤ D ≤ E y se da alguna igualdad es claro que C ≤ E. Supongamos
que C < D < E. Tenemos las posibilidades siguientes:

C D E C D E C D E C E

D

d(D, E) = d(C, E)

= d(C, D)

d(D, E) = d(C, E)

< d(C, D)

d(C, E) = d(C, D)

< d(D, E)

d(C, D) = d(D, E)

< d(C, E)

Sabemos que C(d(C, D)) ≺ D(d(C, D)), D(d(D, E)) ≺ E(d(D, E)) y hemos
de probar que C(d(C, E)) ≺ E(d(C, E)), lo cual es cierto en los tres primeros
casos, mientras que el cuarto contradice las hipótesis.

Es claro que dos ramas cualesquiera son comparables, es decir, L es un
conjunto totalmente ordenado. Veamos que cumple la condición de cadena
numerable. Supongamos que {]Cα, Dα[}α<ω1 es una familia de intervalos no
vaćıos disjuntos dos a dos. Sea Cα < Eα < Dα y sea βα tal que

d(Cα, Eα) ∪ d(Eα, Dα) < βα < altEα.
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Vamos a probar que {Eα(βα)}α<ω1 es una anticadena en A, en contradicción
con la definición de árbol de Suslin.

En caso contrario Eα(βα) ≤ Eα′(βα′), para ciertos α, α′ < ω1. Claramente
entonces, Eα(βα) = Eα′(βα) y aśı

d(Eα, Eα′) > βα > d(Cα, Eα) ∪ d(Eα, Dα),

luego d(Cα, Eα′) = d(Cα, Eα) y d(Eα, Dα) = d(Eα′ , Dα). Pero entonces las
desigualdades Cα < Eα < Dα implican Cα < Eα′ < Dα, con lo que

Eα′ ∈ ]Cα, Dα[ ∩ ]Cα′ , Dα′ [ = ∅,

contradicción.

Veamos, por último, que L no es separable. Supongamos que D es un sub-
conjunto denso numerable en L. Las alturas de las ramas de D son ordinales
numerables. Sea δ < ω1 mayor que cualquiera de ellas y sea x ∈ NivδA. Como A
está ramificado, existe un ordinal δ < α < ω tal que existen r, s, t ∈ NivαA por
encima de x. Tomemos E, F , G ∈ L tales que r ∈ E, s ∈ F , t ∈ G. Podemos
suponer E < F < G. Aśı, ]E, G[ es un intervalo no vaćıo, luego debeŕıa existir
C ∈ ]E, G[∩D. Ahora bien, como x ∈ E∩G, tenemos que δ = altAx < d(E, G),
y como d(C, E) < altC < δ (porque C ∈ D y por la definición de δ), resulta
que d(C, E) = d(C, G), de donde se sigue que C es menor que E y G o mayor
que ambos, contradicción.

Por consiguiente, L cumple 8.4 a), lo que implica que existe una recta de
Suslin.

Supongamos ahora que existe una recta de Suslin L. Por 8.4 podemos supo-
ner que no tiene intervalos separables. Llamemos B al conjunto de los intervalos
abiertos no vaćıos de L. Vamos a construir una sucesión {Bα}α<ω1 que cumpla
lo siguiente:

a) Bα ⊂ B y está formado por intervalos disjuntos dos a dos,

b)
⋃

x∈Bα

x es denso en L,

c) Si α < β < ω1, I ∈ Bα, J ∈ Bβ , entonces o bien I ∩ J = ∅ o bien J � I.

Para empezar tomamos como B0 una familia maximal de intervalos disjuntos
dos a dos. Por ser maximal

⋃
x∈B0

x es denso en L.

Supongamos definido Bα. Para cada I ∈ Bα, sea HI una familia maximal
de elementos disjuntos del conjunto {K ∈ B | K � I}. Sea Bα+1 =

⋃
I∈Bα

HI .

Es claro que Bα+1 cumple a) y c). Veamos b). Para ello tomamos un
intervalo abierto no vaćıo J ∈ B y hemos de probar que corta a algún intervalo
de Bα+1. Sabemos que corta a un I ∈ Bα. Como L es denso en śı mismo, dentro
de J ∩ I podemos tomar un intervalo no vaćıo estrictamente contenido en I. De
hecho, podemos suponer que J � I. Entonces J ha de cortar a algún intervalo
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de HI ⊂ Bα+1, o si no podŕıamos añadirlo a HI contradiciendo la maximalidad
de éste.

Supongamos definidos {Bα}α<λ, para un ĺımite λ < ω1. Sea

H = {K ∈ B |
∧

δ < λ
∧

I ∈ Bδ(I ∩ K = ∅ ∨ H � I)}.
Tomamos como Bλ una familia maximal de intervalos disjuntos en H. En

realidad hemos de probar que H �= ∅, pero esto está impĺıcito en la prueba de
que Bλ cumple b). Sea J ∈ B y veamos que corta a un intervalo de Bλ.

Como L cumple la condición de cadena numerable, cada Bα es numerable,
luego

⋃
δ<λ

Bδ también lo es. Sea E el conjunto de los extremos de los intervalos

de esta unión, numerable también. Como J no es separable E ∩ J no es denso
en J , luego existe un intervalo K1 ∈ B, K1 ⊂ J , K1 ∩ E = ∅.

Como L es denso en śı mismo, podemos tomar K2 ∈ B, K2 � K1. Entonces
K2 ∈ H, pues si δ < λ e I ∈ Bδ, los extremos de I están en E, luego no están
en K1, luego K1 ∩ I = ∅ o bien K1 ⊂ I. Consecuentemente, K2 ∩ I = ∅ o bien
K2 � I. Por la maximalidad de Bλ, el intervalo K2 ha de cortar a alguno de
sus intervalos, luego J también.

Obviamente Bλ cumple a) y c).

Llamemos A =
⋃

α<ω1

Bα con el orden dado por la inversa de la inclusión.

Vamos a probar que es un árbol. Tomamos x ∈ A y hemos de ver que A<
x

está bien ordenado. En primer lugar probaremos que está totalmente ordenado.
Tomemos u, v ∈ A<

x . Esto significa que x ⊂ u ∩ v �= ∅. Es claro entonces que
u ⊂ v o v ⊂ u.

Tomemos ahora C ⊂ A<
x no vaćıo y veamos que tiene mı́nimo. Sea α el

mı́nimo ordinal tal que C ∩ Bα �= ∅. Sea u ∈ C ∩ Bα. Veamos que u es
el mı́nimo de C. En caso contrario (puesto que C está totalmente ordenado)
existiŕıa v ∈ C tal que v < u, o sea, u � v. Digamos que v ∈ Bβ , donde β ≥ α
por la minimalidad de α. Ahora bien, si β = α entonces u y v tendŕıan que ser
disjuntos, luego β > α, pero entonces tendŕıa que ser v � u, contradicción.

Tenemos, pues, que A es un árbol. Una anticadena en A está formada por
intervalos de L disjuntos dos a dos, luego ha de ser numerable.

Si {Iα}α<ω1 fuera una cadena en A, para α < ω1 se cumpliŕıa que Iα+1 � Iα,
y como L es denso en śı mismo Iα\Iα+1 contendŕıa un intervalo abierto no vaćıo
Jα. Entonces {Jα}α<ω1 seŕıa una familia de intervalos en L disjuntos dos a dos,
contradicción.

Es claro que |A| = ℵ1, luego A es un árbol de Suslin.

Aśı pues, ahora tenemos una expresión alternativa para la hipótesis de Suslin:

(HS): No existen árboles de Suslin.

8.3 El diamante de Jensen

Jensen demostró que el axioma de constructibilidad implica la existencia
de un árbol de Suslin. Pero en realidad se dio cuenta de que la construcción
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depend́ıa de una consecuencia concreta del axioma de constructibilidad, lo su-
ficientemente sencilla como para tener interés por śı misma, ya que puede ser
usada en otras pruebas de consistencia y es más fácil de manejar que el axioma
de constructibilidad. Se trata del primero de una larga lista de los llamados
“principios combinatorios”.

Definición 8.15 Se llama diamante de Jensen a la sentencia

♦ Existe una sucesión {Aα}α<ω1 tal que
∧

α < ω1 Aα ⊂ α que verifica∧
A ⊂ ω1 {α < ω1 | A ∩ α = Aα} es estacionario en ω1.

A las sucesiones {Aα}α<ω1 que cumplen ♦ se las llama sucesiones ♦.

El teorema siguiente muestra que ♦ no es un teorema de ZFC:

Teorema 8.16 ♦ → 2ℵ0 = ℵ1.

Demostración: Sea {Aα}α<ω1 una sucesión ♦. Si A ⊂ ω, puesto que
{α < ω1 | A ∩ α = Aα} es estacionario, en particular no está acotado, luego
podemos tomar ω < α < ω1 tal que A = A ∩ α = Aα. Aśı pues, todos los
subconjuntos de ω aparecen en una sucesión ♦, luego sólo hay ℵ1.

Puede probarse que ♦ no es equivalente a la hipótesis del continuo. Seguida-
mente probaremos las implicaciones V = L → ♦ → ¬HS. Con ello tendremos
garantizada la consistencia de ¬HS. La consistencia de HS requiere ideas muy
diferentes y la abordaremos en el próximo caṕıtulo.

La prueba de ♦ a partir del axioma de constructibilidad es un refinamiento
de la prueba de la hipótesis del continuo.

Teorema 8.17 V = L → ♦.

Demostración: Supongamos que V = L y sea � el buen orden construc-
tible. De este modo, x � y es una fórmula con sólo dos variables libres absoluta
para modelos transitivos de ZF. Definimos como sigue dos sucesiones {Aα}α<ω1

y {Cα}α<ω1 . Tomamos A0 = C0 = ∅, Aα+1 = Cα+1 = α + 1 y para cada or-
dinal ĺımite λ < ω1 definimos (Aλ, Cλ) igual al mı́nimo par (respecto �) (A, C)
tal que A, C ⊂ λ, C es c.n.a. en λ y

∧
α ∈ C A ∩ α �= Aα si existe tal par, o

A = C = λ en caso contrario.

Vamos a probar que {Aα}α<ω1 es una sucesión ♦. Es importante destacar
que gracias al uso de � en la definición, tenemos que “Aα” y “Cα” son términos
del lenguaje de la teoŕıa de conjuntos con α como única variable libre. En
particular “{Aα}α<ω1” no tiene variables libres.

Si la sucesión que hemos construido no cumple ♦, entonces existe un X ⊂ ω1

tal que el conjunto {α < ω1 | X ∩α = Aα} no es estacionario en ω1, luego existe
un conjunto c.n.a. C ⊂ ω1 tal que

∧
α ∈ C X ∩ α �= Aα. Sea (X, C) el mı́nimo

par respecto a � que cumple estos hechos.
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Aplicamos el teorema 1.24 a la jerarqúıa constructible, con lo que obtene-
mos un ordinal ĺımite η tal que Lη es un modelo transitivo de (el suficiente)
ZFC +V = L y además X, C, ωω1, {Aα}α<ω1 ∈ Lη. También podemos exigir
que el término Aα sea absoluto para Lη.

Sea N el núcleo de Skolem en Lη del conjunto (ω+1)∪{ω1, X, C}. Aśı, N es
un submodelo elemental numerable de Lη tal que ω + 1 ⊂ N , ω1 ∈ N , X ∈ N ,
C ∈ N . (Notemos que N no puede ser transitivo). Según el teorema 1.17, esto
significa que para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) se cumple∧

x1 · · ·xn ∈ N(φN (x1, . . . , xn) ↔ φLη (x1, . . . , xn)).

Vamos a probar que λ = ω1 ∩ N es un ordinal ĺımite. Sea α ∈ ω1 ∩ N .
Entonces

∨
f ∈ Lη f : ω −→ α biyectiva (porque ωω1 ∈ Lη). Esto equivale a

(
∨

f f : ω −→ α biyectiva)Lη , con lo que (
∨

f f : ω −→ α biyectiva)N , de donde∨
f ∈ N(f : ω −→ α biyectiva)N y aśı

∨
f ∈ N(f : ω −→ α biyectiva)Lη , pero

esto significa simplemente que existe f ∈ N tal que f : ω −→ α biyectiva.

Fijado n ∈ ω ⊂ N , el mismo razonamiento aplicado a
∨

β β = f(n) nos lleva
a que

∨
β ∈ N β = f(n), con lo que α ⊂ N .

En definitiva hemos visto que si α ∈ λ entonces α ⊂ λ, luego λ es un
conjunto transitivo de ordinales, luego es un ordinal. Para probar que es un
ordinal ĺımite tomamos α ∈ λ y aplicamos el razonamiento precedente a la
fórmula

∨
β β = α + 1, con lo que concluimos que

∨
β ∈ N β = α + 1, es decir,

α + 1 ∈ λ.

Tenemos, pues, que λ < ω1 es un ordinal ĺımite. La relación de pertenencia
es extensional en N (porque N cumple el axioma de extensionalidad) y ob-
viamente está bien fundada, luego podemos considerar la función colapsante
G : N −→ Lδ. Notemos que el colapso transitivo es un Lδ, donde δ es un
ordinal ĺımite (numerable), porque es elementalmente equivalente a N , que a su
vez es elementalmente equivalente a Lη, luego es un modelo de (el suficiente)
ZFC+V = L (teorema 3.15).

Recordemos que G(y) = {G(x) | x ∈ N ∧ x ∈ y}. Teniendo esto en cuenta,
una simple inducción prueba que

∧
α < λ G(α) = α, de donde G(ω1) = λ,

G(X) = X ∩ λ, G(C) = C ∩ λ.

Por otra parte, si α < λ tenemos que (
∨

x x = Aα)Lη (porque Aα es absoluto
para Lη), y de aqúı se llega a que

∨
x ∈ N x = Aα, o sea, Aα ∈ N , y como

Aα ⊂ α, resulta que G(Aα) = Aα ∈ Lδ.
Más aún, si llamamos φ(x, α) ≡ x = Aα, tenemos φLη (Aα, α), luego también

φN (Aα, α) y, aplicando G, φLδ(Aα, α), pero esto significa que Aα = ALδ
α .

Consideremos finalmente la fórmula φ(X, C, A) ≡ (X, C) es el mı́nimo par
respecto a � tal que X, C ⊂ A, C es c.n.a. en A y

∧
α ∈ C X ∩ α �= Aα.

Podemos exigir que φ sea absoluta para Lη, de modo que φLη (X, C, ω1),
luego φN (X, C, ω1) y, aplicando G, φLδ(X ∩ λ, C ∩ λ, λ), es decir, tenemos que
(C ∩λ, X ∩λ) es el mı́nimo par respecto a � tal que X ∩λ, C ∩λ ⊂ λ, C ∩λ es
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c.n.a. en λ y
∧

α ∈ C ∩ λ X ∩ α �= Aα, donde hemos usado que Aα es absoluto
para Lδ y que Lδ es una sección inicial de �, lo que justifica que “mı́nimo
respecto a �” sea absoluto.

Por definición, esto significa que (X ∩ λ, C ∩ λ) = (Aλ, Cλ), y en particular
X ∩ λ = Aλ. Por otra parte, como C ∩ λ no está acotado en λ y C es c.n.a.
en ω1, resulta que λ ∈ C, y por la definición de (X, C) ha de ser X ∩ λ �= Aλ,
contradicción.

Con la ayuda del ♦ construiremos un árbol de Suslin definiendo un orden
adecuado sobre el propio ω1. Primeramente demostramos un hecho técnico.

Teorema 8.18 Sea B = (ω1,≤∗) un ℵ1-árbol, sea Bα = {x ∈ ω1 | altBx < α}
y sea A una anticadena maximal de B. Entonces el conjunto

{λ < ω1 | Bλ = λ ∧ Bλ ∩ A es una anticadena maximal en Bλ}
es c.n.a. en ω1.

Demostración: Sea C el conjunto del enunciado. Supongamos que λ < ω1

es un ordinal ĺımite tal que C ∩ λ no está acotado en λ. Entonces para todo
x ∈ B se cumple que

x ∈ Bλ ↔ altBx < λ ↔
∨

δ ∈ C ∩ λ altBx < δ

↔
∨

δ ∈ C ∩ λ x ∈ Bδ = δ ↔ x ∈ λ,

luego Bλ = λ.
Claramente Bλ ∩ A es una anticadena en Bλ. Si no es maximal existe un

x ∈ Bλ\A incompatible con todos los elementos de Bλ∩A. Entonces altBx < λ,
luego existe δ ∈ C ∩ λ tal que altBx < δ. Aśı x ∈ Bδ \ A y es incompatible
con todos los elementos de Bδ, y esto contradice que Bδ ∩ A es una anticadena
maximal de Bδ. Aśı pues, λ ∈ C y C es cerrado.

Llamemos f(α) = altBα, g(α) =
⋃

β∈NivαB

β y sea h(α) un elemento de A

compatible con α. De este modo f , g, h : ω1 −→ ω1, el conjunto

D = {λ < ω1 | f [λ] ⊂ λ ∧ g[λ] ⊂ λ ∧ h[λ] ⊂ λ}
es c.n.a. y es fácil ver que D ⊂ C, luego C no está acotado.

Teorema 8.19 ♦ → ¬HS.

Demostración: Sea {Aα}α<ω1 una sucesión ♦. Vamos a definir una re-
lación de orden ≤∗ en ω1 de modo que B = (ω1,≤∗) sea un árbol de Suslin.
Llamaremos

Nα = {ω · α + n | n ∈ ω}.
Por las propiedades de la aritmética ordinal, los conjuntos {Nα}α<ω1 forman

una partición de ω1 en ℵ1 subconjuntos numerables disjuntos dos a dos. Defini-
remos ≤∗ de modo que Nα sea el nivel α-ésimo de B. De este modo tendremos
garantizado que B será un ℵ1-árbol. Más concretamente, vamos construir un
árbol B que cumpla las propiedades siguientes:
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a)
∧

α < ω1 NivαB = Nα,

b) Para cada α < ω1 y cada n < ω se cumple

ω · α + n ≤∗ ω(α + 1) + 2n y ω · α + n ≤∗ ω(α + 1) + 2n + 1

y los miembros derechos son los únicos elementos de Nα+1 que extienden
al miembro izquierdo.

c) Si β < α < ω1 y x ∈ Nβ , entonces
∨

y ∈ Nα x ≤∗ y.

d) Si λ < ω1, Bλ = λ (donde Bλ = {α < ω1 | altBα < λ}) y Aλ es una
anticadena maximal en Bλ, entonces∧

x ∈ Nλ

∨
y ∈ Aλ y ≤∗ x.

La propiedad b) afirma que el elemento n-simo del nivel α-ésimo tiene exac-
tamente dos extensiones en el nivel α + 1-ésimo, a saber, los elementos 2n-simo
y 2n + 1-ésimo. La propiedad c) afirma que desde cualquier punto se puede as-
cender hasta cualquier altura. La propiedad d) es la que nos dará la propiedad
de Suslin.

Razonamos por recurrencia. Definiremos una sucesión de árboles

Bα =
⋃

β<α

Nβ

de modo que cada cual sea un subárbol de los siguientes y cumpla las propiedades
anteriores.

En B1 = N0 la relación ≤∗ se restringe a ser reflexiva, pues los niveles son
anticadenas. Si λ < ω1 es un ordinal ĺımite y ≤∗ está definida en Bδ, para cada
δ < λ, entonces, como

Bλ =
⋃

δ<λ

Bδ,

la relación en Bλ está completamente determinada (y cumple trivialmente todas
las propiedades requeridas).

Más aún, si suponemos que ≤∗ está definida sobre Bα+1 (es decir, hasta el
nivel α), la propiedad b) determina completamente su extensión a Bα+2. Aśı
pues, el único paso no trivial consiste en suponer definida ≤∗ sobre Bλ = ω · λ
y extenderla a Bλ+1, es decir, determinar qué elementos de Bλ son anteriores a
cada ω · λ + n ∈ Nλ.

Numeremos los elementos de ω ·λ = {xn | n ∈ ω}. Vamos a probar que para
cada n ∈ ω existe una cadena B(n) en Bλ tal que xn ∈ Bn y B(n) corta a todos
los niveles Nδ para todo δ < λ.

Sea {βm(n)}m∈ω una sucesión cofinal creciente en λ tal que altxn < β0(n).
Sean {ym(n)}m∈ω tales que ym(n) ∈ Nβm(n) y xn <∗ y0(n) <∗ y1(n) <∗ · · ·
(existen por c). Basta tomar B(n) = {z ∈ Bλ |

∨
m ∈ ω z <∗ ym(n)}.
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Supongamos momentáneamente que Bλ = λ y que Aλ (de la sucesión ♦)
sea una anticadena maximal en Bλ. Entonces cada xn es compatible en Bλ con
algún elemento de Aλ, es decir, existe un a(n) ∈ Aλ anterior o posterior a xn.
En cualquier caso existe un y ∈ Bλ tal que xn <∗ y ∧ a(n) <∗ y. Podemos
escoger la sucesión {ym(n)}m∈ω de modo que y0(n) = y, con lo que a(n) ∈ B(n).

Volviendo al caso general, extendemos ≤∗ a Bλ+1 estableciendo que los ele-
mentos anteriores a ω ·λ+n son exactamente los de B(n), con lo que ciertamente
ω · λ + n tiene exactamente λ anteriores en Bλ+1, luego Nλ es el nivel λ-ésimo
de Bλ+1. Obviamente Bλ+1 cumple las propiedades a), b) y c). La propiedad
d) también se cumple, pues si Bλ = λ y Aλ es una anticadena maximal en Bλ y
x ∈ Nλ, entonces x = ω · λ + n para cierto n ∈ ω y por construcción a(n) ∈ Aλ

cumple a(n) ∈ Bn, es decir, a(n) <∗ x.

Aśı pues, tenemos definido un árbol B = (ω1,≤∗) que cumple las propiedades
a), b), c) y d). Por a) es un ℵ1-árbol. Por b) es ramificado, luego para probar
que es un árbol de Suslin basta ver que todas sus anticadenas maximales son
numerables (teorema 8.13). Sea, pues, A una anticadena maximal en B.

Por el teorema anterior, el conjunto

C = {λ < ω1 | Bλ = λ ∧ Bλ ∩ A es una anticadena maximal en Bλ}

es c.n.a. en ω1. Por ♦, el conjunto {α < ω1 | A∩α = Aα} es estacionario en ω1,
luego existe un λ ∈ C tal que A∩λ = Aλ. Tenemos entonces que Aλ ⊂ A es una
anticadena maximal en Bλ. Ahora bien, por construcción, todos los elementos
de Nλ tienen por debajo un elemento de Aλ, pero de hecho todo elemento de
B de altura ≥ λ tiene bajo śı un elemento de Nλ, luego un elemento de A.
Esto significa que A ⊂ Bλ (más concretamente, A = Aλ), y en particular es
numerable.

Si meditamos sobre la construcción anterior veremos que esencialmente con-
siste en garantizar que una cierta anticadena Aλ no puede extenderse más allá
del nivel λ, haciendo que todos los elementos del nivel λ sean compatibles con
ella. El diamante hace falta para garantizar que una anticadena maximal arbi-
traria del árbol que resulte de la construcción coincidirá hasta un cierto nivel λ
con Aλ.

Terminamos con una prueba alternativa de la consistencia del diamante,
esta vez mediante una extensión genérica. El teorema 5.26 prueba que el c.p.o.
Fn(ω1, 2,ℵ1) fuerza la hipótesis del continuo. A continuación veremos que de
hecho fuerza el diamante. Con ello obtenemos que el diamante es consistente
con cualquier determinación de la función del continuo con tal de que 2ℵ0 = ℵ1.

Teorema 8.20 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, consideremos
P = Fn(ω1, 2,ℵ1)M y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces se cumple
♦M [G]. Si (2ℵ0 = ℵ1)M , entonces P conserva cardinales y cofinalidades y la
función del continuo es la misma en M y en M [G].

Demostración: Sea X = {(α, β) | β < α < ωM
1 } y sea Q = Fn(X, 2,ℵ1)M .

Como (|X| = ℵ1)M , resulta que P y Q son semejantesM , luego M [G] puede
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obtenerse también a partir de Q. Aśı pues, supondremos que G es un filtro
Q-genérico sobre M .

Como Q es ℵ1-cerrado en M es fácil ver (usando 5.8) que ωM
1 = ω

M [G]
1 . Por

simplificar la notación escribiremos ω1 para referirnos a este ordinal numerable
(en ningún momento necesitaremos nombrar al ω1 real). Aśı mismo es claro que
Pω ∩ M = Pω ∩ M [G].

Sea fG : ω1 × ω1 −→ 2 la aplicación genérica construida a partir de G
(es decir, la unión de las condiciones en G). Por la definición de Q es claro
que si definimos fα

G(β) = f(α, β) entonces fα
G : α −→ 2 (aqúı usamos de forma

estándar que G es genérico). Definimos los conjuntos Aα = {β < α | fα
G(β) = 1}.

Puesto que G ∈ M [G] es claro que {Aα}α<ω1 ∈ M [G]. Vamos a probar que es
una sucesión ♦ en M [G].

En caso contrario existen B, C ∈ M [G] tales que B ⊂ ω1, C es c.n.a. en ω1

y el conjunto {α < ω1 | B ∩α = Aα} no corta a C. Sea τG : ω1 −→ 2 la función
caracteŕıstica de B y sea C = σG, con σ, τ ∈ MQ. Sea Γ el nombre canónico de
G definido en 4.16. Sea p ∈ Q tal que

p � (τ : ω1 −→ 2 ∧ σ es c.n.a. en ω̌1 ∧
∧

α ∈ σ τ |α �= fα
Γ ).

Si q ∈ Q, llamaremos soporte de q (abreviado sop q) al mı́nimo ordinal β < ω1

tal que Dominio(q) ⊂ {(α, δ) | δ < α < β}. Construimos en M sucesiones {pn},
{βn}, {δn} y {bn}, con n ∈ ω, de modo que

a) p0 = p,

b) βn = sop pn,

c) βn < δn < βn+1,

d) pn+1 ≤ pn,

e) pn+1 � δn ∈ σ,

f) bn : βn −→ 2 y pn+1 � τ |β̌n
= b̌n.

Esto es posible, pues si tenemos pn, βn, δn−1 y bn−1 que cumplan estas
propiedades, como pn ≤ p, tenemos que p � σ es c.n.a. en ω̌1, y por consiguiente
pn �

∨
x ∈ ω̌1(β̌n < x ∧ x ∈ σ). Por 4.29 k) existen q ≤ pn y δn ∈ ω1 tales que

q � (β̌n < δ̌n ∧ δ̌n ∈ σ).
Sea r una extensión de q con sop r > δn. Sea F = (βn2)M . Como Q es

ℵ1-cerrado en M , se cumple que r � τ |β̌n
∈ F̌ o, expresado en otros términos,

r �
∨

x ∈ F̌ τ |β̌n
= x. Aplicando de nuevo 4.29 k) tenemos que existen bn ∈ F

y pn+1 ≤ r ≤ pn de modo que pn+1 � τ |β̌n
= b̌n. Tomando βn+1 = sop pn+1 es

claro que pn+1, βn+1, δn y bn cumplen las propiedades anteriores.

Como β0 < δ0 < β1 < δ1 < · · ·, se cumple que las sucesiones {βn} y {δn}
tienen el mismo supremo γ. Sea p′ =

⋃
n∈ω

pn ∈ Q. Claramente sop p′ = γ y,

como p′ extiende a todas las condiciones pn, resulta que p′ � τ |β̌n
= b̌n para todo



218 Caṕıtulo 8. El problema de Suslin

n ∈ ω. Considerando una extensión por un filtro que contenga a p′ concluimos
que cada bn+1 extiende a bn, que b′ =

⋃
n∈ω

bn cumple b′ : γ −→ 2 y además que
p′ � τ |γ′ = b̌′.

Como sop p′ = γ, en p′ no hay pares de la forma (γ, ε), luego podemos
extender p′ a una condición s tal que s(γ, ε) = b′(ε) para todo ε < γ. De este
modo s � τ |γ̌ = f γ̌

Γ . Además s ≤ p′, luego s � σ es c.n.a. en ω̌1 y para todo
n ∈ ω, se cumple que s � δ̌n ∈ σ. De aqúı se sigue que s � γ̌ ∈ σ.

En definitiva, s �
∨

γ ∈ σ τ |γ = fγ
Γ , cuando por otra parte s ≤ p y p fuerza

lo contrario. Con esta contradicción queda probado ♦M [G].

Si M cumple la hipótesis del continuo entonces P cumple la c.c.ℵ2 en M
y, por consiguiente, conserva cardinales y cofinalidades (por 5.16). Además,
(|P| = ℵ1)M , el númeroM de anticadenas en P es a lo sumo (2ℵ1)M y si κ es un
cardinal no numerableM , según (5.1), el númeroM de buenos nombresM para
subconjuntos de κ̌ es a lo sumo ((2ℵ1)κ)M = (2κ)M . Según 5.20, esto implica
que (2κ)M [G] ≤ (2κ)M , y la otra desigualdad es obvia. Por lo tanto la función
del continuo en M es la misma que en M [G].



Caṕıtulo IX

Extensiones iteradas

En 1971, R.M. Solovay y S. Tennenbaum probaron mediante una extensión
genérica la consistencia de la hipótesis de Suslin. El argumento se basaba en
las ideas siguientes. Partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC y
queremos conseguir una extensión genérica en la que no haya árboles de Suslin.
De hecho basta con garantizar que no haya árboles de Suslin bien podados. Si
(A,≤) ∈ M es un árbol de Suslin bien podado en M , entonces P = (A,≤∗),
donde p ≤∗ q ↔ q ≤ p, es un c.p.o. (con máximo) en el que los conjuntos
Dα = {p ∈ A | altAp ≥ α} son densos. Además P cumple la condición de
cadena numerable. Si G es un filtro P-genérico sobre M , entonces A sigue
siendo un ℵ1-árbol en M [G], pero ya no es un árbol de Suslin, pues el conjunto
C = {p ∈ A |

∨
q ∈ G p ≤ q} es un camino en A.

Vemos aśı que para destruir un árbol de Suslin basta con ponerlo “copa
abajo” y pasar a una extensión genérica. Ahora bien, con esto no garantizamos
la hipótesis de Suslin, pues en M puede haber más árboles de Suslin o, lo que es
peor, pueden aparecer nuevos árboles de Suslin en M [G] que no estuvieran en
M . Solovay y Tennenbaum resolvieron esto mediante una sucesión transfinita
de extensiones genéricas en cada una de las cuales se destrúıa un árbol de Suslin
mediante el procedimiento anterior. Esto requiere resultados sobre extensiones
iteradas más potentes que los que empleamos para demostrar el teorema de
Easton, pues ahora hemos de reducir a una única extensión genérica una sucesión
de extensiones respecto a c.p.o.s que no están necesariamente en el modelo
base, sino que aparecen gradualmente en los pasos intermedios. Dedicamos las
primeras secciones a desarrollar esta teoŕıa general de extensiones iteradas.

9.1 Productos generalizados

Sabemos que si M es un modelo transitivo numerable de ZFC y P, Q son
dos c.p.o.s en M , entonces una extensión respecto a P seguida de una extensión
respecto a Q es equivalente a una única extensión respecto al producto P×Q.
El problema que abordamos ahora consiste básicamente en partir de un c.p.o.
P ∈ M , de un filtro G P-genérico sobre M y de un c.p.o. Q ∈ M [G]. Hemos

219
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de reducir una extensión por Q de M [G] a una única extensión de M . Para
ello expresaremos Q = πG y definiremos un c.p.o. P ∗ π ∈ M que hará las veces
de P × Q. En realidad estas ideas han de ser precisadas en varios puntos. En
primer lugar probamos un par de resultados técnicos que nos evitarán trabajar
con clases propias de nombres.

Teorema 9.1 Sea P un c.p.o. y π un P-nombre. Entonces existe un ordinal α
tal que si σ es un P-nombre y 1l � σ ∈ π, entonces existe un P-nombre σ′ ∈ Vα

tal que 1l � σ = σ′.

Demostración: Sea A = {σ ∈ V P | 1l � σ ∈ π}. No es dif́ıcil probar que,
salvo en casos triviales, A es una clase propia, aunque no vamos a necesitar este
hecho (en realidad es el inconveniente que hace que el teorema no sea trivial).

Para cada par de nombres σ, τ ∈ V P, sea Dστ = {p ∈ P | p � σ = τ}.
Definimos f : A −→ P(Dominio(π) × PP) mediante

f(σ) = {(τ, Dστ ) | τ ∈ Dominio(π)}.

Vamos a ver que si σ, σ′ ∈ A, entonces 1l � σ = σ′ si y sólo si f(σ) = f(σ′).
Una implicación es obvia. Respecto a la otra, si ¬1l � σ = σ′ pero f(σ) = f(σ′),
entonces existe una condición p ∈ P tal que p � σ �= σ′. Como 1l � σ ∈ π,
existen un q ≤ p y un τ ∈ Dominio(π) tales que q � σ = τ , es decir,

q ∈ Dστ = f(σ)(τ) = f(σ′)(τ) = Dσ′τ ,

con lo que también q � σ′ = τ y aśı q � σ = σ′, mientras que p fuerza lo
contrario.

Si escogemos una antiimagen para cada elemento del rango de f , obtenemos
un subconjunto B de A tal que para todo σ ∈ A existe un σ′ ∈ B tal que
� 1l � σ = σ′. Basta tomar un α tal que B ∈ Vα.

Definición 9.2 Sea P un c.p.o. y π un P-nombre. Sea α el mı́nimo ordinal que
cumple el teorema anterior. Llamaremos π̂ = {σ ∈ Vα | σ ∈ V P ∧ 1l � σ ∈ π}.

Teorema 9.3 Sea P un c.p.o. y π un P-nombre.

a) π̂ es un conjunto de P-nombres tal que si σ ∈ π̂ entonces 1l � σ ∈ π.

b) Si π̂ �= ∅, σ es un P-nombre y p � σ ∈ π, entonces existe un σ′ ∈ π̂ de
manera que p � σ = σ′.

c) En particular si φ(x) es una fórmula quizá con más variables libres, π̂ �= ∅
y p �

∨
x ∈ π φ(x) (donde las demás variables de φ se interpretan como

P-nombres cualesquiera), existe un σ ∈ π̂ tal que p � φ(σ).

Demostración: a) es inmediato por la definición de π̂.

b) Notemos que 1l �
∨

x ∈ π(σ ∈ π → σ = x). Aqúı usamos que, como
π̂ �= ∅, se cumple que 1l �

∨
x x ∈ π.



9.1. Productos generalizados 221

Por el teorema 4.38 existe ρ ∈ V P tal que 1l � ρ ∈ π ∧ (σ ∈ π → σ = ρ).
En particular 1l � ρ ∈ π, luego por el teorema anterior existe un σ′ ∈ π̂ tal que
1l � σ = σ′, de donde también 1l � (σ ∈ π → σ = σ′). Claramente entonces
p � σ = σ′.

c) Si p �
∨

x ∈ π φ(x), por 4.38 existe un σ ∈ π̂ tal que p � σ′ ∈ π ∧ φ(σ′).
Por b) existe un σ ∈ π̂ tal que p � σ′ = σ, luego p � φ(σ).

En definitiva, π̂ es un conjunto con nombres suficientes para nombrar a
cualquier posible elemento de π en una extensión genérica. Ahora ya podemos
definir un producto generalizado entre un c.p.o. y el nombre de otro c.p.o. que
no esté necesariamente en el modelo base.

Definición 9.4 Sea P un c.p.o. Un P-nombre para un c.p.o. es una terna
(π, π′, π′′) de P-nombres tales que π′′ ∈ π̂ y 1l � (π, π′, π′′) es un c.p.o.

En la práctica escribiremos ≤π o simplemente ≤ en lugar de π′ y 1lπ o
simplemente 1l en lugar de π′′. Si no hay confusión escribiremos π en lugar de
(π,≤π, 1lπ).

Sea P un c.p.o. y π un P-nombre para un c.p.o. Definimos P ∗ π como el
producto cartesiano P× π̂ con el preorden dado por

(p, σ) ≤ (q, τ) ↔ p ≤ q ∧ p � σ ≤π τ.

Es fácil ver que el producto generalizado P ∗ π es ciertamente un c.p.o. con
máximo 1l = (1l, 1lπ). Notemos que el preorden no es antisimétrico.

Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M es un c.p.o. y π ∈ M
es un P-nombre para un c.p.o.M , por simplicidad escribiremos π̂ en lugar de π̂M

y P ∗ π en lugar de (P ∗ π)M = P× π̂M , pero hemos de tener presente que estos
conceptos no son absolutos.

Aún no es evidente que estos conceptos recojan realmente la situación que
queŕıamos estudiar. Los teoremas siguientes lo ponen de manifiesto.

Teorema 9.5 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o. y sea π un nombre para un c.p.o.M . Sea G un filtro P-genérico sobre M
y Q = πG. Entonces (Q,≤πG, 1lπG) es un c.p.o. tal que todo q ∈ Q es de la
forma q = σG, donde σ ∈ π̂.

Demostración: Notemos que π̂ �= ∅ porque por definición 1lπ ∈ π̂, luego
siempre podemos aplicar el teorema 9.3. Sea q = ρG, para cierto ρ ∈ MP.
Obviamente 1l �

∨
x ∈ π(ρ ∈ π → x = ρ). Por 9.3 c) existe σ ∈ π̂ tal que

1l � (ρ ∈ π → σ = ρ).

En particular esto es cierto en M [G], es decir, q ∈ Q → σG = q y por
consiguiente q = σG.

Todav́ıa falta probar que la definición que hemos dado de nombre para un
c.p.o. no es restrictiva, en el sentido de que todo c.p.o. en una extensión genérica
admite un nombre en esas condiciones.
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Teorema 9.6 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., sea G un filtro P-genérico sobre M y sea (Q,≤Q, 1lQ) ∈ M [G] un c.p.o.
Entonces existe un buen nombre para un c.p.o. (π,≤π, 1lπ) ∈ M tal que Q = πG,
≤Q =≤πG y 1lQ = 1lπG.

Demostración: Sean Q = ρG, ≤Q= ρ′G, 1lQ = ρ′′G. Entonces

1l �
∨

xyz((x, y, z) es un c.p.o. ∧ ((ρ, ρ′, ρ′′) es un c.p.o. → (ρ, ρ′, ρ′′) = (x, y, z))),

luego por 4.38 existen π, π′, π′′ ∈ MP tales que

1l � (π, π′, π′′) es un c.p.o. ∧ ((ρ, ρ′, ρ′′) es un c.p.o. → (ρ, ρ′, ρ′′) = (π, π′, π′′)).

En particular 1l � π′′ ∈ π, luego por 9.3 existe 1lπ ∈ π̂ tal que 1l � π′′ = 1lπ.
Esto nos permite sustituir π′′ por 1lπ en la fórmula anterior. Llamando ≤π= π′

tenemos que (π,≤π, 1lπ) es un P-nombre para un c.p.o. y

1l � ((ρ, ρ′, ρ′′) es un c.p.o. → (ρ, ρ′, ρ′′) = (π,≤π, 1lπ)).

Obviamente entonces (Q,≤Q, 1lQ) = (πG,≤πG, 1lπG).

Nuestra intención es probar que si, en las condiciones del teorema ante-
rior, tenemos también un filtro H Q-genérico sobre M [G], entonces la extensión
M [G][H] puede reducirse a una única extensión genérica de M respecto al pro-
ducto P ∗ π. Demostramos un resultado previo:

Teorema 9.7 Sea P un c.p.o. y π un P-nombre para un c.p.o. Entonces la
aplicación i : P −→ P ∗ π dada por i(p) = (p, 1lπ) es una inmersión completa y
cumple i(1l) = 1l.

Demostración: Es obvio que i es una inmersión que cumple i(1l) = 1l.
Dado (p, σ) ∈ P ∗ π, se cumple que p es una reducción de (p, σ) a P, pues si
p′ ≤ p, entonces (p′, σ) ≤ (p, σ) ∧ (p′, σ) ≤ (p′, 1l), luego i(p′) es compatible con
(p, σ).

Ahora demostramos los dos teoremas fundamentales sobre productos ge-
neralizados. Necesitamos la siguiente definición, que generaliza la noción de
producto cartesiano de filtros genéricos.

Definición 9.8 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o. y π un P-nombre para un c.p.o.M . Sea G un filtro P-genérico sobre M y
H ⊂ πG. Definimos G ∗ H = {(p, σ) ∈ P ∗ π | p ∈ G ∧ σG ∈ H}.

Teorema 9.9 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., sea π un P-nombre para un c.p.o.M e i ∈ M la inmersión completa
natural de P en P ∗ π. Sea K un filtro P ∗ π-genérico sobre M , sea G = i−1[K]
y sea H = {σG | σ ∈ π̂ ∧

∨
p ∈ P (p, σ) ∈ K}. Entonces G es un filtro

P-genérico sobre M , H es un filtro πG-genérico sobre M [G], K = G ∗ H y
M [K] = M [G][H].
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Demostración: Como i es una inmersión completa, por 6.3 sabemos que
G es un filtro P-genérico sobre M . Sea Q = πG. También sabemos que Q es un
c.p.o. en M [G]. Veamos que H es un filtro en Q. Como (1lP, 1lπ) ∈ K, se cumple
que 1lQ = 1lπG ∈ H.

Sean σG ∈ H, τG ∈ Q tales que σG ≤ τG (podemos suponer que σ, τ ∈ π̂).
Por definición de H existe q ∈ P tal que (q, σ) ∈ K. Sea p ∈ G tal que p � σ ≤ τ .
Entonces i(p) = (p, 1l) ∈ K. Sea (r, ρ) ∈ K tal que (r, ρ) ≤ (p, 1l) y (r, ρ) ≤ (q, σ).

Como r ≤ p se cumple que r � σ ≤ τ y como (r, ρ) ≤ (q, σ) también
r � ρ ≤ σ, luego r � ρ ≤ τ , de donde (r, ρ) ≤ (r, τ). Por consiguiente (r, τ) ∈ K
y τG ∈ H.

Sean ahora σG, τG ∈ H, es decir, σ, τ ∈ π̂ y existen q, q′ ∈ P tales que
(q, σ), (q′, τ) ∈ K. Sea (r, ρ) ∈ K tal que (r, ρ) ≤ (q, σ) y (r, ρ) ≤ (q′, τ).
Entonces (r, ρ) ≤ (r, 1l), luego i(r) = (r, 1l) ∈ K y por consiguiente r ∈ G. Como
(r, ρ) ≤ (q, σ), se cumple que r � ρ ≤ σ, de donde ρG ≤ σG, e igualmente
ρG ≤ τG. Como (r, ρ) ∈ K se cumple que ρG ∈ H.

Seguidamente probamos que H es Q-genérico sobre M [G]. Para ello toma-
mos D ∈ M [G] denso en Q. Sea δ ∈ MP tal que D = δG. Sea p ∈ G tal que
p � δ es denso en π. Sea

D′ = {(q, τ) ∈ P ∗ π | q � τ ∈ δ} ∈ M.

Veamos que D′ es denso bajo (p, 1l). Si (q, σ) ≤ (p, 1l), entonces q ≤ p, luego
q � δ es denso en π. También q � σ ∈ π, luego q �

∨
x ∈ π(x ∈ δ ∧ x ≤ σ).

Por 9.3 existe un ρ ∈ π̂ tal que q � ρ ∈ δ ∧ ρ ≤ σ. Es claro entonces que
(q, ρ) ∈ P ∗ π, (q, ρ) ≤ (q, σ) y (q, ρ) ∈ D′.

Como (p, 1l) = i(p) ∈ K, existe un (q, τ) ∈ K ∩ D′, y aśı τH ∈ H ∩ D �= ∅.

Veamos ahora que K = G ∗ H. Si (p, σ) ∈ K, entonces σG ∈ H y, como
(p, σ) ≤ (p, 1l) también (p, 1l) ∈ K, luego p ∈ G. En consecuencia (p, σ) ∈ G ∗H.

Rećıprocamente, si (p, σ) ∈ G ∗ H, entonces p ∈ G, σ ∈ π̂ y σG ∈ H. Esto
último implica que existen σ′ ∈ π̂ y q ∈ P de modo que σG = σ′

G y (q, σ′) ∈ K.
Sea q′ ∈ G tal que q′ � σ = σ′. Entonces i(q′) = (q′, 1l) ∈ K. Sea (r, τ) ∈ K

tal que (r, τ) ≤ (q, σ′) y (r, τ) ≤ (q′, 1l). Tenemos que r � τ ≤ σ′ y r � σ = σ′,
luego r � τ ≤ σ, (r, τ) ≤ (q, σ) y (q, σ) ∈ K. Ahora (p, 1l) ∈ K y (q, σ) ∈ K,
luego existe un (s, ρ) ∈ K tal que (s, ρ) ≤ (p, 1l), (s, ρ) ≤ (q, σ), con lo que s ≤ p
y s � ρ ≤ σ. Por consiguiente (s, ρ) ≤ (p, σ) y concluimos que (p, σ) ∈ K.

Es claro que G, H ∈ M [K], luego M [G][H] ⊂ M [K]. Aśı mismo es claro
que K = G ∗ H ∈ M [G][H], luego M [K] ⊂ M [G][H]. Esto nos da la igualdad.

Teorema 9.10 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC Y π un P-
nombre para un c.p.o.M . Sea G un filtro P-genérico sobre M , sea Q = πG

y sea H un filtro Q-genérico sobre M [G]. Entonces K = G ∗ H es un filtro
P ∗ π-genérico sobre M y los filtros G y H construidos en en teorema anterior
a partir de K son los dados. Por lo tanto M [K] = M [G][H].
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Demostración: Obviamente (1l, 1l) ∈ K.
Tomemos pares (p, σ), (p′, σ′) ∈ K. Entonces p, p′ ∈ G y σG, σ′

G ∈ H. Por
lo tanto existen q ∈ G y h ∈ H tales que q ≤ p, q ≤ p′, h ≤ σG, h ≤ σ′

G. Por
9.3 se cumple que h = τG, con τ ∈ π̂. Sea q ∈∈ P tal que q′ � τ ≤ σ ∧ τ ≤ σ′.
Podemos tomar q′ ≤ q. Entonces (q′, τ) ∈ K, (q′, τ) ≤ (p, σ) y (q′, τ) ≤ (p′, σ′).

Ahora suponemos que (p, σ) ∈ K, (p′, σ′) ∈ P∗π y (p, σ) ≤ (p′, σ′). Entonces
p ∈ G y p ≤ p′, luego p′ ∈ G. Por otra parte p � σ ≤ σ′, luego σG ≤ σ′

G y,
como σG ∈ H, también σ′

G ∈ H, de donde (p′, σ′) ∈ K.

Para probar que K es genérico tomamos un conjunto D ∈ M denso en P∗π.
Sea

D∗ = {σG | σ ∈ π̂ ∧
∨

p ∈ G (p, σ) ∈ D} ∈ M [G].

Vamos a probar que D∗ es denso en Q. Para ello tomamos q = τG ∈ Q.
Podemos suponer que τ ∈ π̂. Definimos

D′ = {p ∈ P |
∨

σ ∈ π̂(p � σ ≤ τ ∧ (p, σ) ∈ D)} ∈ M.

Se cumple que D′ es denso en P, pues si t ∈ P, entonces (t, τ) ∈ P ∗ π, luego
existe un (p, σ) ∈ D tal que (p, σ) ≤ (t, τ), luego p ≤ t y p ∈ D′.

Tomemos, pues, p ∈ D′ ∩ G. Sea σ ∈ π̂ tal que p � σ ≤ τ ∧ (p, σ) ∈ D.
Entonces σG ≤ τG = q y σG ∈ D∗. Esto prueba la densidad de D∗.

Por consiguiente podemos tomar un σG ∈ D∗ ∩ H. Aśı, existe un p ∈ G tal
que (p, σ) ∈ D y, en consecuencia, (p, σ) ∈ D ∩ K.

Aśı queda probado que K es P ∗ π-genérico sobre M . Se comprueba inme-
diatamente que G y H son los filtros construidos en el teorema anterior a partir
de K.

Estos teoremas generalizan claramente al teorema del producto que vimos
en el caṕıtulo VI.

Ejercicio: Sean P y Q dos c.p.o.s. Probar que existe una inmersión densa de P × Q
en P ∗ Q̌.

Para probar la consistencia de la hipótesis de Suslin hemos de aplicar estos
resultados a c.p.o.s que no son sino posibles árboles de Suslin puestos del revés.
En realidad los aplicaremos en un contexto ligeramente distinto, pero siempre
a c.p.o.s que cumplen la condición de cadena numerable. Terminaremos esta
sección demostrando que las condiciones de cadena se conservan bajo hipótesis
naturales al formar productos generalizados. Para ello necesitamos un hecho
técnico.

Teorema 9.11 Sea κ un cardinal regular y P un c.p.o. que cumpla la c.c.κ.
Sea σ ∈ V P tal que 1l � (σ ⊂ κ̌ ∧ |σ| < κ̌). Entonces existe un β < κ tal que
1l � σ ⊂ β̌.

Demostración: Por el teorema de reflexión 1.27, basta probar la relativi-
zación del teorema a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Sea

E = {α < κ |
∨

p ∈ P p � α̌ es el supremo de σ} ∈ M.



9.2. Iteraciones de preórdenes 225

Por el axioma de elecciónM existe {pα}α∈E ∈ M tal que, para cada α ∈ E
se cumple que pα � α̌ es el supremo de σ. Es claro que si α �= β entonces
pα ⊥ pβ , pues ambas condiciones fuerzan fórmulas contradictorias. Aśı, la
aplicación α �→ pα es inyectiva y su imagen es una anticadena en P. Por hipótesis
|E|M < κ. Como κ es regularM , existe un β < κ tal que E ⊂ β.

Si G es un filtro P-genérico sobre M , como P cumple la c.c.κ en M , tenemos
que P conserva cardinales y cofinalidades ≥ κ, luego κ es un cardinal regularM [G].
Por hipótesis σG ⊂ κ y |σG|M [G] < κ. Por consiguiente, el supremo α de σG

cumple α < κ. Existe un p ∈ G tal que p � α̌ es el supremo de σ, luego α ∈ E
y por tanto α < β, es decir, σG ⊂ β.

Teorema 9.12 Sea κ un cardinal regular, sea P un c.p.o. que cumpla la c.c.κ
y sea π un P-nombre para un c.p.o. tal que 1l � π cumple la c.c.κ̌. Entonces
P ∗ π cumple la c.c.κ.

Demostración: Como en el teorema anterior, basta probar la relativi-
zación de este teorema a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Suponga-
mos que existe una anticadena en P ∗ π con κ elementos: {(pα, τα)}α<κ ∈ M .
Sea σ = {(α̌, pα) | α < κ} ∈ MP. Claramente 1l � σ ⊂ κ̌.

Sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces

σG = {α < κ | pα ∈ G} ∈ M [G].

Sea W = {ταG | α ∈ σG} ∈ M [G]. Veamos que si α, β ∈ σG, α �= β, entonces
ταG ⊥ τβG. En efecto, supongamos que existe ρG ∈ πG (con ρ ∈ π̂) tal que
ρG ≤ ταG y ρG ≤ τβG. Tomemos entonces q ∈ G tal que q � ρ ≤ τα ∧ ρ ≤ τβ .
Como α, β ∈ σG, ha de ser pα, pβ ∈ G, luego podemos tomar q ≤ pα ∧ q ≤ pβ .
Aśı (q, ρ) ≤ (pα, τα) ∧ (q, ρ) ≤ (pβ , τβ), en contradicción con que estos pares
forman parte de una anticadena.

Por hipótesis |σG|M [G] = |W |M [G] < κ, pues W es una anticadena en πG y
éste cumple la c.c.κ en M [G].

Con esto hemos probado que 1l � (σ ⊂ κ̌ ∧ |σ| < κ̌) y por el teorema
anterior existe un β < κ tal que 1l � σ ⊂ β̌, pero por definición de σ tenemos
que pβ � β̌ ∈ σ, contradicción.

Ejercicio: Probar que si P y Q son dos c.p.o.s y κ es un cardinal regular, entonces
P×Q cumple la c.c.κ si y sólo si P cumple la c.c.κ y 1lP � Q̌ cumple la c.c.κ̌.

Podŕıamos probar un resultado similar para la propiedad de ser κ-cerrado,
pero como vamos a trabajar con c.p.o.s con la condición de cadena numerable
no nos va a ser necesario.

9.2 Iteraciones de preórdenes

Los resultados de la sección anterior nos permiten reducir un número finito
de extensiones genéricas sucesivas a una única extensión (aunque los c.p.o.s
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utilizados no estén todos en el modelo de partida). Por conveniencia podemos
suponer en primer lugar la extensión trivial producida con el c.p.o. P0 = {∅}
(es trivial porque todos los P-nombres son canónicos). Un P0-nombre para un
c.p.o. es de la forma π0 = Q̌, donde Q es un cierto c.p.o. en el modelo base. El
producto P1 = P0∗π0 es equivalente a Q, en el sentido de que hay una inmersión
densa natural de Q en P1. Ahora tomamos un P1-nombre π1 para un c.p.o. y
formamos el producto P2 = P1 ∗ π1 = (P0 ∗ π0) ∗ π1. Tomamos un P2-nombre
π2 para un c.p.o. y formamos el producto P3 = P2 ∗ π2 = ((P0 ∗ π0) ∗ π1) ∗ π2,
y aśı sucesivamente.

Notemos que un elemento de P3 es de la forma (∅, σ0, σ1, σ2). A la hora
de generalizar esta construcción a un producto infinito conviene sustituir las
n-tuplas que se obtienen de este modo por sucesiones, de modo que podemos
identificar a la cuádrupla (∅, σ0, σ1, σ2) con la sucesión {(0, σ0), (1, σ1), (2, σ2)}.
Esto no supone más que pasar de un c.p.o. a otro semejante. De este modo,
la generalización al caso infinito consiste esencialmente en considerar sucesiones
transfinitas en lugar de sucesiones finitas. En realidad en los términos corres-
pondientes a ordinales ĺımite tenemos cierta libertad de decisión, tal y como se
refleja en la definición siguiente:

Definición 9.13 Sea α un ordinal. Una iteración de preórdenes de longitud α
es un par ({(Pδ,≤Pδ

, 1lPδ
)}δ≤α, {(πδ,≤πδ

, 1lπδ
)}δ<α) que cumpla las condiciones

siguientes:

a) Cada (Pδ,≤Pδ
, 1lPδ

) es un c.p.o. cuyos elementos son funciones de dominio
δ, de modo que si δ < ε ≤ α y p ∈ Pε, entonces p|δ ∈ Pδ. En particular
P0 = {∅}.

b) Cada (πδ,≤πδ
, 1lπδ

) es un Pδ-nombre para un c.p.o. Si p ∈ Pδ, se cumple∧
ε < δ p(ε) ∈ π̂ε y

∧
ε < δ 1lPδ

(ε) = 1lπε
.

c) Si p es una función de dominio δ + 1,

p ∈ Pδ+1 ↔ p|δ ∈ Pδ ∧ p(δ) ∈ π̂δ.

Si p, p′ ∈ Pδ+1, entonces

p ≤ p′ ↔ p|δ ≤ p′δ ∧ p|δ � p(δ) ≤πδ
p′(δ).

d) Si λ ≤ α es un ordinal ĺımite se da una de las posibilidades siguientes,
donde, en general, si p es una función de dominio δ llamaremos soporte de
p al conjunto sop p = {ε < δ | p(ε) �= 1lπε}.

1. Para toda función p de dominio λ

p ∈ Pλ ↔
∧

δ < λ p|δ ∈ Pδ ∧
∨

δ < λ sop p ⊂ δ.

En tal caso diremos que Pλ es el ĺımite directo del sistema {Pδ}δ<λ.
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2. Para toda función p de dominio λ

p ∈ Pλ ↔
∧

δ < λ p|δ ∈ Pδ.

En tal caso diremos que Pλ es el ĺımite inverso del sistema {Pδ}δ<λ.

En cualquiera de los dos casos, si p, p′ ∈ Pλ, entonces

p ≤ p′ ↔
∧

δ < λ p|δ ≤ p′|δ.

Notemos que la condición c) afirma que la aplicación p �→ (p|δ, p(δ)) es una
semejanza entre Pδ+1 y Pδ ∗ πδ. En la práctica, para definir una iteración de
preórdenes sólo hemos de determinar πδ supuestos definidos {Pε}ε≤δ y {πε}ε<δ

y especificar qué tipo de ĺımite se toma en cada ordinal ĺımite.

Las iteraciones con ĺımites directos (es decir, las iteraciones en las que todos
los Pλ son el ĺımite directo de los c.p.o.s anteriores) se llaman también iteraciones
con soportes finitos, pues es fácil ver que el apartado d) equivale en tal caso a

p ∈ Pλ ↔
∧

δ < λ p|δ ∈ Pδ ∧ sop p es finito.

En las condiciones de la definición anterior, si ε ≤ δ ≤ α, definimos la
aplicación iεδ : Pε −→ Pδ de modo que si p ∈ Pε entonces

iεδ(p)|ε = p ∧
∧

γ(ε ≤ γ < δ → iεδ(p)(γ) = 1l|πγ
).

Una simple inducción sobre δ prueba que, en efecto, iεδ(p) ∈ Pδ. Notemos
que iδδ es la identidad y que iδ δ+1 se corresponde a través de la semejanza
Pδ+1

∼= Pδ ∗ πδ con la inmersión completa natural p �→ (p, 1l).

Veamos ahora algunas propiedades elementales de las iteraciones de preór-
denes.

Teorema 9.14 Sea ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) una iteración de preórdenes y conside-
remos ordinales ε ≤ δ ≤ γ ≤ α.

a) iεγ = iεδ ◦ iδγ .

b) iεδ(1l|Pε) = 1lPδ
.

c)
∧

pp′ ∈ Pδ(p ≤ p′ → p|ε ≤ p′|ε).

d)
∧

pp′ ∈ Pε(p ≤ p′ ↔ iεδ(p) ≤ iεδ(p′)).

e)
∧

pp′ ∈ Pδ(p|ε ⊥ p′|ε → p ⊥ p′).

f)
∧

pp′ ∈ Pδ(sop p ∩ sop p′ ⊂ ε → (p|ε ⊥ p′|ε ↔ p ⊥ p′)).

g)
∧

pp′ ∈ Pε(p ⊥ p′ ↔ iεδ(p) ⊥ iεδ(p′)).

h) iεδ : Pε −→ Pδ es una inmersión completa.
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Demostración: a) y b) son inmediatas, c) y d) se prueban fácilmente por
inducción sobre δ, e) es consecuencia de c).

Una implicación de f) se da por e), luego sólo hemos de probar que si p ⊥ p′

entonces p|ε ⊥ p′|ε. Supongamos que existe p′′ ∈ Pε tal que p′′ ≤ p|ε y p′′ ≤ p′|ε.
Sea p∗ la función de dominio δ dada por p∗|ε = p′′ y, para todo ordinal γ tal
que ε ≤ γ < δ

p∗(γ) =


p(γ) si γ ∈ sop p,
p′(γ) si γ ∈ sop p′,
1lπγ

en otro caso.

La hipótesis sobre los soportes hace que p∗ esté bien definida y una simple
inducción sobre γ demuestra que si ε ≤ γ ≤ δ entonces

p∗|γ ∈ Pγ ∧ p∗|γ ≤ p|γ ∧ p∗|γ ≤ p′|γ .

En particular p∗ ∈ Pδ ∧ p∗ ≤ p ∧ p∗ ≤ p′, luego p y p′ son compatibles.

g) es un caso particular de f), pues sop iεδ(p) = sop p ⊂ ε.

h) Por d) y g) tenemos que iεδ es una inmersión. Si p ∈ Pδ entonces p|ε es una
reducción de p a Pε, pues si q ≤ p|ε entonces iεδ(q)|ε = q, luego ¬iεδ(q)|ε ⊥ p|ε
y, por f), ¬iεδ(q) ⊥ p.

Es inmediato comprobar que las iteraciones de preórdenes dan lugar a suce-
siones transfinitas de extensiones genéricas:

Teorema 9.15 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, y consideremos
una iteración de preórdenesM ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α). Sea G un filtro Pα-genérico
sobre M . Para cada δ ≤ α sea Gδ = i−1

δα [G]. Entonces Gδ es un filtro Pδ-
genérico sobre M y si δ ≤ ε ≤ α entonces M [Gδ] ⊂ M [Gε]. Además si llamamos
Qδ = πδGδ

∈ M [Gδ] y Hδ = {ρGδ
| ρ ∈ π̂δ ∧

∨
p ∈ Pδ p ∪ {(δ, ρ)} ∈ Gδ+1},

entonces tenemos que Qδ es un c.p.o., Hδ es un filtro Qδ-genérico sobre M [Gδ]
y M [Gδ+1] = M [Gδ][Hδ].

Demostración: Como iδα ∈ M es una inmersión completa, el teorema 6.3
nos da que Gδ es Pδ-genérico sobre M . Evidentemente, Gδ = i−1

δε [Gε], luego
este mismo teorema nos da la inclusión M [Gδ] ⊂ M [Gε].

Se cumple que Qδ es un c.p.o. por la definición de buen nombre para un
c.p.o. Claramente Hδ se corresponde a través de la semejanza Pδ+1

∼= Pδ ∗ πδ

con el filtro considerado en el teorema 9.9, luego Hδ es un filtro Qδ-genérico
sobre M [Gδ] y M [Gδ+1] = M [Gδ][Hδ].

Aśı pues, en las condiciones del teorema anterior tenemos una sucesión de
extensiones genéricas

M = M [G0] ⊂ M [G1] ⊂ M [G2] ⊂ · · · ⊂ M [Gω] ⊂ M [Gω+1] ⊂ · · ·

de modo que cada M [Gδ+1] es una extensión genérica de M [Gδ].

Notemos que si Pλ es ĺımite directo de los c.p.o.s anteriores, entonces

Pλ =
⋃

δ<λ

iδλ[Pδ] y Gλ =
⋃

δ<λ

iδλ[Gδ].
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Podŕıa conjeturarse que M [Gλ] =
⋃

δ<λ

M [Gδ], pero esto es falso incluso en

los casos más simples. Lo máximo que tenemos a este respecto es el teorema
siguiente:

Teorema 9.16 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea λ ∈ M un
ordinal ĺımite y ({Pδ}δ≤λ, {πδ}δ<λ) una iteración de preórdenes en M tal que
Pλ sea ĺımite directo. Sea G un filtro Pλ-genérico sobre M . Supongamos que
S ∈ M , X ∈ M [G], X ⊂ S y (|S| < cf λ)M [G]. Entonces existe un δ < λ tal que
X ∈ M [Gδ].

Demostración: Sea σ ∈ MPλ tal que X = σG. Claramente, si s ∈ S, se
cumple

s ∈ X ↔
∨

p ∈ G p � š ∈ σ.

Como Pλ es ĺımite directo, podemos formar {δs}s∈X ∈ M [G] de modo que
si s ∈ X, entonces δs < λ y

∨
p ∈ Gδs iδsλ(p) � š ∈ σ. (Aqúı usamos que

p � σ ∈ τ es absoluta para modelos transitivos de ZF.)
Sea δ =

⋃
s∈X

δs ∈ M [G]. Por la hipótesis sobre S tenemos que δ < λ.
Entonces

X = {s ∈ S |
∨

p ∈ Gδ iδλ(p) � š ∈ σ} ∈ M [Gδ].

Terminamos la sección generalizando el teorema 9.12 sobre condiciones de
cadena a iteraciones de preórdenes.

Teorema 9.17 Sea κ un cardinal regular no numerable y ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α)
una iteración de preórdenes con soportes finitos tal que para todo δ < α se
cumpla que 1lPδ

� πδ cumple la c.c.κ̌. Entonces para todo δ ≤ α tenemos que
Pδ cumple la c.c.κ.

Demostración: Lo probamos por inducción sobre δ. Es obvio que P0 = {1l}
cumple la c.c.κ. Si la cumple Pδ también la cumple Pδ+1 por 9.12. Supongamos
que λ ≤ α es un ordinal ĺımite tal que todos los Pδ con δ < λ cumplen la c.c.κ.

Si {pα}α<κ es una anticadena en Pλ, o bien la familia de los soportes tiene
cardinal menor que κ, en cuyo caso existe A ⊂ κ tal que |A| = κ y todas
las condiciones {pα}α∈A tienen el mismo soporte r ⊂ λ; o bien la familia de los
soportes tiene cardinal κ, en cuyo caso podemos aplicarle el lema de los sistemas
∆ (es una familia no numerable de conjuntos finitos) de modo que existe A ⊂ κ,
con |A| = κ, y la familia {sop pα}α∈A es cuasidisjunta de ráız r ⊂ λ.

En cualquiera de los dos casos tenemos una familia {pα}α∈A de condiciones
de Pλ tal que si α, β ∈ A, α �= β, entonces sop pα ∩ sop pβ = r.

Sea δ < λ tal que r ⊂ δ. Entonces por 9.14 f) tenemos que {pα|δ}α∈A es una
anticadena en Pδ de cardinal κ, en contra de la hipótesis de inducción.
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9.3 El axioma de Martin

Según comentábamos al principio del caṕıtulo —concretando ahora un poco
más— Solovay y Tennenbaum demostraron la consistencia de la hipótesis de
Suslin construyendo una iteración de preórdenes ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) en un mo-
delo M , de modo que cualquier árbol bien podado con la condición de cadena
numerable A en el modelo final M [G], puesto “copa abajo”, coincidiera con uno
de los c.p.o.s Qδ = πδGδ

∈ M [Gδ]. De este modo M [Gδ+1] = M [Gδ][Hδ] para
un cierto filtro Qδ-genérico Hδ y, por consiguiente, Hδ ∈ M [G] resulta ser un
camino en A, lo que garantiza que A no es un árbol de Suslin en M [G]. Sin
embargo, D.A. Martin se dio cuenta de que en realidad no era necesario tratar
únicamente con posibles árboles de Suslin, sino que bastaba exigir la condición
de cadena numerable. Modificando aśı la prueba, se obtiene la consistencia de
una sentencia que permite eliminar la teoŕıa de extensiones de muchas prue-
bas de consistencia. Esta sentencia se conoce actualmente como el axioma de
Martin.

Definición 9.18 Para cada cardinal κ, llamaremos axioma de Martin para κ
a la fórmula:

AM(κ) Si P es un c.p.o. que cumple la condición de cadena numerable y D

es una familia de conjuntos densos en P tal que |D| ≤ κ, entonces existe un
filtro G en P que corta a todos los elementos de D.

El axioma de Martin (AM) es la sentencia
∧

κ < 2ℵ0 AM(κ), es decir:

Si P es un c.p.o. que cumple la condición de cadena numerable y D es una
familia de conjuntos densos en P tal que |D| < 2ℵ0 , entonces existe un filtro G
en P que corta a todos los elementos de D.

Ejercicio: Probar que AM es equivalente a la sentencia análoga en la que no se exige
que los c.p.o.s tengan máximo. (En la definición de filtro para un c.p.o. sin máximo
hemos de cambiar 1l ∈ G por G �= ∅.)

Aśı, el axioma de Martin postula la existencia de filtros “suficientemente
genéricos”, en el sentido de que corten a familias relativamente grandes de
conjuntos densos. Aquellas pruebas de consistencia basadas en extensiones
genéricas donde en realidad sólo se necesite la existencia de un filtro que corte
a suficientes conjuntos densos (en un c.p.o. con la condición de cadena numera-
ble) pueden obtenerse a partir del axioma de Martin, evitando aśı la teoŕıa de
extensiones. Éste es el caso de la hipótesis de Suslin:

Teorema 9.19 AM(ℵ1) → HS.

Demostración: Supongamos AM(ℵ1) y que existe un árbol de Suslin.
Entonces existe uno bien podado A. Sea P = A con el orden inverso. Entonces
P es un c.p.o. con la condición de cadena numerable y para cada α < ω1 el
conjunto Dα = {a ∈ A | altAa ≥ α} es denso en P. Por AM(ℵ1) tenemos un
filtro G que corta a todos los conjuntos Aα, lo que se traduce en que G es un
camino (no numerable) en A, contradicción.
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Aśı pues, para probar la consistencia de la hipótesis de Suslin basta probar
la consistencia de AM + 2ℵ0 > ℵ1.

La presencia de 2ℵ0 en el enunciado del axioma de Martin no es arbitraria,
como prueba el teorema siguiente:

Teorema 9.20 Se cumple AM(ℵ0) ∧ ¬AM(2ℵ0). Aśı pues, 2ℵ0 = ℵ1 →AM.

Demostración: AM(ℵ0) es el teorema 4.3, mientras que ¬AM(2ℵ0) es
esencialmente la observación tras el teorema 4.5. En efecto, P = Fn(ω, 2,ℵ0)
cumple la condición de cadena numerable. Para cada n ∈ ω, sea Dn el conjunto
de las condiciones que tienen a n en su dominio y, para cada g ∈ ω2, sea Dg

el conjunto de las condiciones que difieren de f en algún número natural de su
dominio.

Si suponemos AM(2ℵ0) tenemos que existe un filtro G que corta a todos
estos conjuntos densos, lo que se traduce en que fG =

⋃
p∈G

p : ω −→ 2 es una
función distinta de toda g ∈ ω2, contradicción.

Aśı pues, AM(κ) no puede ser consistente más que para cardinales menores
que 2ℵ0 .

Ejercicio: Probar que MA(ℵ1) seŕıa falso sin la hipótesis sobre la condición de cadena
numerable. (Ayuda: considerar Fn(ω, ω1,ℵ0).)

Vamos a probar que AM es consistente con cualquier determinación de 2ℵ0

que sea un cardinal regular. Primeramente demostraremos que esta restricción
es necesaria, es decir, que AM implica la regularidad de 2ℵ0 . En general, AM
implica que 2ℵ0 verifica muchas propiedades en principio sólo pueden probarse
para ℵ1. La regularidad es una de ellas. Necesitamos dos hechos técnicos. El
primero es muy sencillo y no depende de AM.

Teorema 9.21 Existe un conjunto A ⊂ Pω tal que |A| = 2ℵ0 ,
∧

x ∈ A |x| = ℵ0

y ∧
xy ∈ A(x �= y → |x ∩ y| < ℵ0).

Demostración: Sea S = <ω2. Puesto que S es numerable, basta encontrar
A ⊂ PS que cumpla el enunciado. Para cada f ∈ ω2, sea Af = {s ∈ A | s ⊂ f}.
Tomamos A = {Af | f ∈ ω2}.

Teorema 9.22 Sea κ < 2ℵ0 un cardinal infinito y supongamos AM(κ). Consi-
deremos una familia {Aα}α<κ en las condiciones del teorema anterior. Enton-
ces, para todo X ⊂ κ existe un A ⊂ ω tal que∧

α < κ(α ∈ X ↔ Aα ∩ A es infinito).

Demostración: Sea P el conjunto de las funciones p ⊂ ω × 2 tales que

a)
∧

α ∈ X Dominio(p) ∩ Aα es finito,

b) El conjunto {n ∈ ω | p(n) = 1} es finito.
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Consideramos a P como c.p.o. con la relación inversa de la inclusión. Hemos
de pensar en las condiciones de P como aproximaciones a la función carac-
teŕıstica del conjunto A que estamos buscando. Una condición p sólo puede
forzar que una cantidad finita de números naturales estén en A, pero puede
forzar que infinitos naturales no estén, a condición de que estén casi todos fuera
de cualquier Aα con α ∈ X.

Claramente P cumple la condición de cadena numerable, pues si dos condi-
ciones p y q son incompatibles, entonces

{n ∈ Dominio(p) | p(n) = 1} �= {n ∈ Dominio(q) | q(n) = 1},

y sólo hay una cantidad numerable de subconjuntos finitos de ω.

Si β ∈ κ \ X, sea Dβ = {p ∈ P | Aβ ⊂ Dominio(p)}. Si una condición
p ∈ Dβ , como sólo puede tomar un número finito de veces el valor 1, ha de
tomar el valor 0 sobre casi todos los elementos de Aβ . Por lo tanto Dβ es el
conjunto de condiciones que fuerzan que Aβ∩A es finito (notemos que A todav́ıa
no está definido).

Se cumple que Dβ es denso en P, pues dada q ∈ P, podemos extenderla
a una condición que tome el valor 0 sobre todos los elementos de Aβ sobre
los que q no esté ya definida. Ciertamente p es una condición pues, cumple
obviamente la propiedad a) y para todo α ∈ X se cumple que Aα ∩ Aβ es
finito, luego Dominio(p) ∩ Aα sólo contiene los números que ya estuvieran en
Dominio(q)∩Aα (una cantidad finita) más los elementos de Aα ∩Aβ , de donde
se sigue la propiedad b). Obviamente entonces p ∈ Dβ y p ≤ q.

Si α ∈ X y m ∈ ω, sea

Eαm =
{
p ∈ P

∣∣ {n ∈ Aα ∩ Dominio(p) | p(n) = 1}| ≥ m
}
.

Es claro que Eαm es el conjunto de condiciones que fuerzan que Aα ∩ A tenga
al menos m elementos. No hay dificultad en probar que Eαm es denso en P.

Por AM(κ) existe un filtro G que corta a todos los conjuntos densos que
hemos definido. Sea A = {n ∈ ω |

∨
p ∈ G (n, 1) ∈ p}. Si α ∈ X entonces

A ∩ Aα es infinito porque G corta a todos los conjuntos Eαm, con m ∈ ω. Si
β ∈ κ \ X entonces A ∩ Aβ es finito porque G corta a Dβ .

Teorema 9.23 Si κ < 2ℵ0 es un cardinal infinito, AM(κ) implica que 2κ = 2ℵ0 .
Aśı mismo, AM implica que 2ℵ0 es un cardinal regular.

Demostración: La aplicación f : Pκ −→ Pω que a cada X ⊂ κ le asigna
el conjunto A construido en el teorema anterior es claramente inyectiva, luego
2κ = 2ℵ0 .

Por el teorema de König, κ < cf 2κ = cf 2ℵ0 , luego AM implica que 2ℵ0 es
regular.

Hay un último problema que hemos de resolver antes de probar la consisten-
cia de AM. Se trata de que hay una clase propia de c.p.o.s con la condición de
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cadena numerable no semejantes entre śı. No podemos realizar una iteración de
extensiones que pase por todos ellos, pues necesitaŕıamos que el último c.p.o.
fuera una clase propia. Afortunadamente AM equivale a su restricción a un
cierto conjunto de c.p.o.s. La idea central de la prueba es el argumento del
teorema de Löwenheim-Skolem.

Teorema 9.24 Sea κ un cardinal infinito. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) AM(κ),

b) AM(κ) para c.p.o.s P con la hipótesis adicional de que |P| ≤ κ,

c) AM(κ) para c.p.o.s P de la forma (κ,≤,∅) (donde ≤ es un preorden ar-
bitrario en κ).

Demostración: Obviamente a) → b) → c). Es obvio que b) equivale a
AM(κ) para c.p.o.s de la forma (P,≤,∅) con P ⊂ κ (pues todo c.p.o. P tal que
|P| ≤ κ es semejante a un c.p.o. en estas condiciones). Aśı, para demostrar que
c) → b) podemos partir de un c.p.o. P ⊂ κ con máximo ∅ (y, por supuesto, con
la condición de cadena numerable).

Extendamos el preorden de P a κ estableciendo que todos los elementos de
κ \ P son máximos. Aśı κ se convierte en un c.p.o. con la condición de cadena
numerable en el cual P es denso. Es claro que si D es una familia de a lo sumo
κ subconjuntos densos de P, éstos siguen siendo densos en κ, luego por c) existe
un filtro G en κ que corta a todos los elementos de D. Es inmediato comprobar
que G ∩ P es un filtro en P que cumple lo mismo.

Veamos por último que b) → a). Sea P un c.p.o. arbitrario con la condición
de cadena numerable y sea D una familia de a lo sumo κ subconjuntos densos
de P.

Veamos que existe Q ⊂ P tal que

1. |Q| ≤ κ,

2. Para todo D ∈ D, se cumple que D ∩Q es denso en Q,

3. Dos condiciones de Q son compatibles en Q si y sólo si lo son en P.

Si D ∈ D, sea fD : P −→ D tal que∧
p ∈ P (fD(p) ∈ D ∧ fD(p) ≤ p)).

Sea g : P× P −→ P tal que∧
pq ∈ P(¬p ⊥ q → g(p, q) ≤ p ∧ g(p, q) ≤ q).

Definimos Q0 = {1l} ∧
∧

n ∈ ω Qn+1 = Qn ∪ g[Qn ×Qn] ∪ ⋃
D∈D

fD[Qn].

Es claro que Q =
⋃

n∈ω
Qn cumple lo pedido.
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Por 3) tenemos que Q cumple la condición de cadena numerable, por 1),
2) y la hipótesis b) tenemos que existe un filtro H sobre Q que corta a todos
conjuntos D ∩Q, con D ∈ D. Definimos

G = {p ∈ P |
∨

q ∈ H q ≤ p}.

Es fácil comprobar que G es un filtro en P y obviamente contiene a H, luego
corta a todos los elementos de D.

Finalmente estamos en condiciones de demostrar la consistencia del axioma
de Martin. La idea básica de la prueba es una de las paradojas del infinito:
imaginemos que metemos en un saco bolas numeradas del 0 al 9, luego sacamos
la bola 0, luego metemos bolas numeradas del 10 al 19 y sacamos la bola 2,
etc. De este modo, aunque cada vez tenemos más bolas en el saco, al cabo de
infinitos pasos no nos quedarán bolas, porque la número 0 la hemos sacado en
el primer paso, la número 1 en el segundo, etc.

En nuestro caso, partimos de un modelo M con infinitos c.p.o.s que pueden
incumplir el axioma de Martin, extendiendo con uno de ellos conseguimos un
filtro que corta a todos los sus conjuntos densos en M , pero en la extensión
puede haber nuevos conjuntos densos que necesiten otro filtro y pueden aparecer
infinitos c.p.o.s nuevos que no cumplan el axioma de Martin. Aśı, en cada paso
resolvemos parcialmente un caso y nos aparecen infinitos contraejemplos más,
pero, si lo organizamos bien, al cabo de κ pasos podemos haber eliminado todos
los contraejemplos.

Teorema 9.25 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sea κ un
cardinal regular no numerable tal que 2<κ = κ. Existe una extensión genérica N
de M que cumple AM, tiene los mismos cardinales y cofinalidades, (2ℵ0 = κ)N

y la función del continuo sobre κ es la misma en M y en N .

Demostración: Sea g ∈ M tal que g : κ −→ κ × κ × κ biyectiva. Sea
f : κ −→ κ × κ definida como sigue: si g(α) = (β, γ, δ), entonces

f(α) =
{

(β, γ) si β ≤ α,
(0, 0) si α < β.

De este modo, f ∈ M , f : κ −→ κ × κ suprayectiva y∧
αβγ(f(α) = (β, γ) → β ≤ α).

En efecto, si (β, γ) ∈ κ × κ, entonces el conjunto

{α < κ |
∨

δ < κ g(α) = (β, γ, δ)}

tiene cardinalM κ, luego no está acotado en κ, luego existe un α ≥ β tal que
g(α) = (β, γ, δ), y entonces f(α) = (β, γ).

Vamos a usar la función f para determinar en qué orden usamos cada c.p.o.
que pueda incumplir AM para formar una extensión que le añada un filtro
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genérico. Más concretamente, f(α) = (β, γ) significará que para formar la
extensión α-ésima usaremos el γ-ésimo c.p.o. de entre los disponibles en la ite-
ración β-ésima. Naturalmente, para que esto tuviera sentido hemos tenido que
garantizar que β ≤ α.

Definiremos una iteración de preórdenesM con soportes finitos de la forma

({Pδ}δ≤κ, {(ν̌δ,≤δ, ∅̌)}δ<κ),

donde
∧

δ < κ νδ < κ. Además se cumplirá que∧
δ < κ 1lPδ

� (ν̌δ,≤δ, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n.

Por 9.17, tendremos que cada Pδ cumplirá la condición de cadena nume-
rable en M . Veamos que estas condiciones implican que cada Pδ tendrá un
subconjunto denso Pδ tal que

∧
δ < κ |Pδ|M < κ y |Pκ|M ≤ κ.

Lo probamos por inducción sobre δ. Para P0 = {∅} es trivial. Supongamos
que Pδ es denso en Pδ y |Pδ|M < κ. Definimos

Pδ+1 =
{
p ∪ {(δ, α̌)} | p ∈ Pδ ∧ α < νδ

}
.

Podemos suponer que los nombres α̌ están en π̂δ, o también podemos sus-
tituirlos por nombres equivalentes que śı lo estén. Claramente Pδ+1 ⊂ Pδ+1 y
|Pδ+1|M < κ. Veamos que es denso.

Dado p ∈ Pδ+1, sea G un filtro Pδ-genérico sobre M tal que p|δ ∈ G. Como
1lPδ

� p(δ) ∈ ν̌δ, se cumple que p(δ)G = α, para un cierto α < νδ, luego existe
un q ∈ Pδ, q ≤ p|δ tal que q � p(δ) = α̌. Entonces q ∪ {(δ, α̌)} ∈ Pδ+1 es una
extensión de p.

Dados {Pδ}δ<λ, para λ ≤ κ definimos Pλ =
⋃

δ<λ

iδλ[Pδ]. Como κ es regularM

es claro que |Pλ|M < κ si λ < κ y |Pκ|M ≤ κ. Del hecho de que los ĺımites son
directos se sigue inmediatamente que Pλ es denso en Pλ.

La razón por la que acotamos el cardinal de conjuntos densos es porque el
preorden no es antisimétrico, por lo que hay muchas condiciones que contienen
la misma información, lo que hace que el cardinal de los c.p.o.s completos no
sea significativo.

Si δ, ε < κ, según (5.1), el número de buenos Pδ-nombres para subconjuntos
de ε×̌ε en M es a lo sumo (κℵ0)|ε×ε| ≤ κ<κ = (2<κ)<κ = 2<κ = κ (aqúı usamos
que Pδ cumple la condición de cadena numerable por ser denso en Pδ).

Vamos a construir la iteración por recurrencia en M . Tomamos P0 = {∅}.
Supongamos construidos ({Pβ}β≤α, {(ν̌β ,≤β , ∅̌)}β<α), para α < κ, de modo
que cumplan las propiedades indicadas y, por consiguiente, las consecuencias que
acabamos de probar. En particular tenemos definidos los conjuntos {Pβ}β≤α.

Sea {(να
γ ,≤α

γ )}γ<κ ∈ M una enumeración de todos los pares (ν,≤) tales que
ν < κ es un cardinalM y ≤ es un buen Pα-nombreM para un subconjunto de
ν×̌ν. Informalmente, entre ellos están todos los c.p.o.s que nos han aparecido
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en el último paso construido hasta ahora, a los cuales tendremos que añadir
filtros genéricos tarde o temprano. Nuestro razonamiento recurrente nos permite
suponer definidos los pares correspondientes a pasos anteriores, es decir, tenemos
definidos (νβ

γ ,≤β
γ ) para β ≤ α y γ < κ.

Sea f(α) = (β, γ). Por construcción de f tenemos que β ≤ α, luego el
par (νβ

γ ,≤β
γ ) está definido y ≤β

γ es un buen Pβ-nombre para un subconjunto de
νβ

γ ×̌νβ
γ . Definimos να = νβ

γ y sea σ = iβα(≤β
γ ) ∈ MPα . Claramente

1lPα �
∨

R((ν̌α, R, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. ∧

((ν̌α, σ, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. → R = σ)).

Por 4.38 existe un ≤α ∈ MPα tal que

1lPα � ((ν̌α,≤α, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. ∧

((ν̌α, iβα(≤β
γ ), ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. → ≤α= iβα(≤β

γ ))).

Definimos Pα+1 tal y como exige la definición de iteración de preórdenes.
Esta definición también determina el caso ĺımite (teniendo en cuenta que exigi-
mos siempre ĺımites directos).

Con esto tenemos definido el c.p.o. P = Pκ ∈ M . Además hemos probado que
Pκ cumple la condición de cadena numerableM y contiene un subconjunto denso
Pκ tal que |Pκ|M ≤ κ. Sea G un filtro P-genérico sobre M . Por la condición
de cadena numerable, los cardinales y las cofinalidades en M son los mismos
que en M [G]. Vamos a calcular la función del continuo en M [G]. Puesto que
M [G] puede obtenerse también como extensión genérica sobre P = Pκ, podemos
trabajar con éste último.

Si µ ≥ κ es un cardinalM , aplicando la fórmula (5.1), el número de buenos
P-nombresM para subconjuntos de µ̌ es a lo sumo κµ = 2µ, de donde se sigue
que (2µ)M = (2µ)M [G] para cardinales mayores o iguales que κ.

El número de buenos P-nombresM para subconjuntos de ω̌ es a lo sumo
κℵ0 = κ, luego, en M [G], 2ℵ0 ≤ κ.

El resto de la función del continuo en M [G] quedará completamente de-
terminado en cuanto probemos que M [G] cumple AM(ν) para todo cardinal
infinito ν < κ, pues entonces ν < (2ℵ0)M [G], de donde (2ℵ0)M [G] = κ. A su
vez esto implica que M [G] cumple AM. Finalmente, el teorema 9.23 nos da que
(2ν)M [G] = κ para todo cardinal infinito ν ≤ κ.

Según el teorema anterior, para probar AM(ν)M [G], donde ν < κ es un
cardinalM [G], basta considerar un c.p.o. de la forma (ν, R,∅) ∈ M [G] con la
condición de cadena numerableM [G] y una familia D ∈ M [G] de conjuntos densos
en (ν, R,∅) tal que |D|M [G] ≤ ν.

Por 9.16, como R ⊂ ν × ν ∈ M y (|ν × ν| < κ = cf κ)M [G], existe un β < κ
tal que R ∈ M [Gβ ].
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Fijemos una enumeración {Dα}α<ν ∈ M [G] de la familia D. Consideremos
el conjunto A = {(α, δ) ∈ ν × ν | δ ∈ Dα} ⊂ ν × ν. De nuevo por 9.16 podemos
afirmar que existe un β < κ tal que A ∈ M [Gβ ], con lo que D ∈ M [Gβ ].
Tomándolo suficientemente grande podemos suponer que R, D ∈ M [Gβ ].

De este modo, R = (≤β
γ )Gβ

para cierto γ < κ y ν = νβ
γ . Sea α ≥ β tal que

f(α) = (β, γ). Sea σ = iβα(≤β
γ ). Como iβα es una inmersión completa, sabemos

por 6.7 que R = (≤β
γ )Gβ

= (≤β
γ )i−1

βα
[Gα] = iβα(≤β

γ )Gα
= σGα

.

Aśı pues, (ν, R,∅) ∈ M [Gα] y es un c.p.o. con la condición de cadena
numerableM [Gα], pues si tuviera una anticadena no numerableM [Gα] ésta seŕıa
también no numerableM [G], porque los cardinales son los mismos. Por cons-
trucción tenemos que να = νβ

γ = ν y

1lPα
� ((ν̌α,≤α, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. ∧

((ν̌α, iβα(≤β
γ ), ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. → ≤α= iβα(≤β

γ ))),

luego
1lPα � ((ν̌, σ, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. → ≤α = σ).

Por consiguiente ≤αGα= σGα = R. Según el teorema 9.15, tenemos que
M [Gα+1] = M [Gα][H], donde H es un filtro (ν, R,∅)-genérico sobre M [Gα],
con lo que en particular corta a todos los conjuntos densos de la familia D.
Esto demuestra AM(ν)M [G].

Con esto queda probado que el axioma de Martin es consistente con cual-
quier determinación consistente de la función del continuo que satisfaga el teo-
rema 9.23. En particular es consistente AM+2ℵ0 > ℵ1 y con ello la hipótesis de
Suslin. Puede probarse que la hipótesis de Suslin es consistente con la hipótesis
del continuo, aunque esto es mucho más complicado y requiere muchas ideas
nuevas. Incidentalmente, esto prueba que 2ℵ0 = ℵ1 �→ ♦.

9.4 La condición de cadena numerable

Terminaremos el caṕıtulo estudiando un problema de cuya solución tenemos
ya todas las claves, por lo que constituye una buena ilustración de las posibili-
dades de la teoŕıa. Recordemos que un espacio topológico cumple la condición
de cadena numerable si toda familia de abiertos disjuntos dos a dos es a lo sumo
numerable. El problema es si el producto de espacios con la condición de ca-
dena numerable cumple la condición de cadena numerable. El teorema siguiente
muestra que, curiosamente, el número de factores es irrelevante:

Teorema 9.26 Sea {Xi}i∈I una familia de espacios topológicos tal que, para
todo J ⊂ I finito, el producto

∏
i∈J

Xi cumple la condición de cadena numerable.

Entonces el producto
∏
i∈I

Xi cumple la condición de cadena numerable.
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Demostración: Supongamos que {Gα}α<ω1 es una familia de abiertos en
el producto disjuntos dos a dos. Podemos suponerlos abiertos básicos, es decir,

Gα =
∏
i∈I

Giα,

donde cada Giα es abierto en Xi y el conjunto Iα = {i ∈ I | Giα �= Xi} es finito.
Por el lema de los sistemas ∆ existe r ⊂ I finito y K ⊂ ω1 no numerable

tal que {Iα}α∈K es una familia cuasidisjunta de ráız r. Aqúı suponemos que el
conjunto {Iα | α < ω1} es no numerable. En caso contrario tomaŕıamos K de
modo que todos los Iα con α ∈ K fueran iguales a un mismo conjunto r.

Sea Gα =
∏
i∈r

Giα, abierto en
∏
i∈r

Xi. Si α1, α2 ∈ K, α1 �= α2, entonces

Gα1 ∩ Gα2 = ∅, pues si x ∈ Gα1 ∩ Gα2 , como Iα1 ∩ Iα2 = r, podemos definir
y ∈ ∏

i∈I

Xi tal que yi ∈ Giα1 si i ∈ Iα1 e yi ∈ Giα2 si i ∈ Iα2 , (pues si i ∈ Iα1 ∩Iα2

podemos tomar yi = xi). Aśı y ∈ Gα1 ∩ Gα2 = ∅, contradicción.

Aśı pues, {Gα}α∈K es una anticadena no numerable en
∏
i∈r

Xi, contradicción.

Aśı pues, si se cumple que el producto de dos espacios topológicos con la
condición de cadena numerable tiene también la condición de cadena numerable,
entonces se cumple, de hecho, que el producto de cualquier familia de espacios
topológicos con la condición de cadena numerable tiene también la condición
de cadena numerable. Por consiguiente basta estudiar el problema para dos
espacios.

Vamos a reformular el problema en términos de c.p.o.s. De hecho, cuesta
lo mismo hacerlo para la condición de cadena κ, con κ arbitrario. (Un espacio
topológico cumple la condición de cadena κ si toda familia de abiertos disjuntos
dos a dos tiene cardinal menor que κ, aśı, la condición de cadena numerable es
la condición de cadena ℵ1.)

Teorema 9.27 Si κ es un cardinal infinito, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) Existen espacios topológicos con la condición de cadena κ cuyo producto
no cumple la condición de cadena κ.

b) Existen dos c.p.o.s con la condición de cadena κ cuyo producto no cumple
la condición de cadena κ.

c) Existen dos espacios compactos (de Hausdorff) con la condición de cadena
κ cuyo producto no cumple la condición de cadena κ.

Demostración: Si X e Y son espacios topológicos que cumplen a), toma-
mos como P y Q los conjuntos de abiertos no vaćıos de X e Y respectivamente,
ordenados con la inclusión. Aśı dos condiciones son incompatibles si y sólo si
son disjuntas, por lo que P y Q son c.p.o.s con la condición de cadena κ. Como
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X × Y no cumple la condición de cadena κ, existe una anticadena de cardi-
nal κ, que podemos tomar formada por abiertos básicos, es decir, de la forma
{pα × qα}α<κ. Entonces {(pα, qα)}α<κ es una anticadena en P×Q.

Supongamos ahora existen c.p.o.s P y Q que cumplen b). Sean B1 y B2

sus respectivas compleciones, que son dos álgebras de Boole completas con la
condición de cadena κ. El producto B1 × B2 es un c.p.o. que no cumple la
condición de cadena κ, pues si {(pα, qα)}α<κ es una anticadena en P×Q, es claro
que {(i(pα), i(qα))}α<κ es una anticadena en B1×B2 (donde i representa en cada
componente a la inmersión densa del correspondiente c.p.o. en su compleción).

Aśı pues, podemos partir de dos álgebras de Boole completas. Más aún,
considerando los correspondientes espacios de Stone, tenemos dos espacios com-
pactos cero-dimensionales X1 y X2 cuyas álgebras de abiertos cerrados B1 y B2

cumplen la condición de cadena κ, mientras que B1 × B2 no la cumple.
Es obvio que X1 y X2 cumplen la condición de cadena κ como espacios

topológicos, mientras que X1 × X2 no la cumple, pues si {(Uα, Vα)}α<κ es una
anticadena en B1×B2 entonces {Uα×Vα}α<κ es una familia de abiertos disjuntos
en X1 × X2.

Vamos a probar que el axioma de Martin implica que la condición de cadena
numerable se conserva por productos. Para ello introducimos un concepto más
fuerte:

Definición 9.28 Diremos que un c.p.o. P cumple la condición de cadena nu-
merable fuerte si todo conjunto W ⊂ P no numerable contiene un subconjunto
Z no numerable con todos sus elementos compatibles dos a dos.

Obviamente, la condición de cadena numerable fuerte implica la condición
de cadena numerable.

Teorema 9.29 Si P y Q son c.p.o.s de modo que P cumple la condición de
cadena numerable fuerte y Q cumple la condición de cadena numerable, entonces
P×Q cumple la condición de cadena numerable.

Demostración: Sea W ⊂ P×Q un conjunto no numerable. Consideremos
el conjunto W0 = {p ∈ P |

∨
q ∈ Q (p, q) ∈ W}. Si W0 es numerable existe un

p ∈ P tal que Wp = {q ∈ Q | (p, q) ∈ W} es no numerable. Como Q cumple
la condición de cadena numerable existen dos condiciones compatibles en Wp,
digamos q1 y q2. Aśı (p, q1) y (p, q2) son condiciones compatibles en W .

Si, por el contrario, W0 es no numerable, existe Z ⊂ W0 cuyos elementos
son compatibles dos a dos. Para cada p ∈ Z, sea qp ∈ Q tal que (p, qp) ∈ W .
Si qp1 = qp2 para ciertos p1, p2 ∈ Z distintos, entonces (p1, qp1) y (p2, qp2) son
condiciones compatibles en W , mientras que si la aplicación p �→ qp es inyectiva
entonces el conjunto {qp | p ∈ Z} es no numerable, luego existen p1, p2 ∈ Z
distintos tales que qp1 y qp2 son compatibles. De nuevo (p1, qp1) y (p2, qp2) son
condiciones compatibles en W .

En cualquier caso tenemos que W no puede ser una anticadena, luego P×Q
cumple la condición de cadena numerable.
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Teorema 9.30 Suponiendo AM(ℵ1) se cumple:

a) Todo c.p.o. con la condición de cadena numerable cumple la condición de
cadena numerable fuerte.

b) El producto de c.p.o.s con la condición de cadena numerable cumple la
condición de cadena numerable.

c) El producto de espacios topológicos con la condición de cadena numerable
cumple la condición de cadena numerable.

Demostración: b) y c) son consecuencias directas de a) y los teoremas an-
teriores. Sea P un c.p.o. con la condición de cadena numerable y W = {qα}α<ω1

un subconjunto de P.
Veamos que existe p0 ∈ W tal que todo p ≤ p0 es compatible con una

cantidad no numerable de elementos de W . En caso contrario, para cada α < ω1

existe α < β < ω1 y rα ≤ qα de modo que rα ⊥ qγ si β < γ < ω1, y esto nos
permite construir por recurrencia una anticadena {rα}α<ω1 , contradicción.

Fijado, pues, p0, para cada α < ω1 definimos

Dα = {p ∈ P | p ≤ p0 ∧
∨

γ < ω1(α ≤ γ ∧ p ≤ qγ)}.

Se cumple que Dα es denso bajo p0, pues si t ≤ p0 entonces t es compatible
con algún qγ , para γ ≥ α, luego existe un p ∈ P tal que p ≤ t y p ≤ qγ , es decir,
p ∈ Dα y p ≤ t.

El conjunto P0 = {p ∈ P | p ≤ p0} es un c.p.o. en el que los conjuntos
Dα son densos, y obviamente cumple la condición de cadena numerable. Por
AM(ℵ1) existe un filtro G0 en P0 que corta a todos los conjuntos Dα. Sea

G = {p ∈ G |
∨

p′ ∈ G0 p′ ≤ p}.

Claramente G es un filtro en P que contiene a p0 y corta a todos los conjuntos
Dα. Además Z = G ∩ W es un subconjunto de W formado por condiciones
compatibles dos a dos, luego basta probar que es no numerable. En efecto, si
α < ω1 existe p ∈ G∩Dα, luego existe α ≤ γ < ω1 tal que p ≤ qγ , luego qγ ∈ G.
Aśı pues, el conjunto {γ < ω1 | qγ ∈ G} no está acotado, luego no es numerable.

Aśı pues, tenemos probada la consistencia de que el producto de c.p.o.s o de
espacios topológicos con la condición de cadena numerable cumpla también la
condición de cadena numerable. Sin embargo, también es consistente lo contra-
rio. Existen diversos medios para probarlo. El más sencillo es el siguiente:

Teorema 9.31 Si A es un árbol de Suslin, entonces A × A no cumple la con-
dición de cadena numerable.

Demostración: Diremos que a ∈ A es un punto de ramificación si se
cumple que altAa = α y existen b, c ∈ Nivα+1A tales que a ≤ b ∧ a ≤ c.
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El conjunto B de los puntos de ramificación de A ha de tener cardinal ℵ1,
pues si fuera numerable existiŕıa un α < ω1 tal que B ⊂ NivαA. Entonces, si
a ∈ NivαA, el conjunto {b ∈ A | a ≤ b} está totalmente ordenado y es, por
consiguiente, numerable. A su vez, esto nos lleva a que

A = NivαA ∪ ⋃
a∈NivαA

{b ∈ A | a ≤ b}

es numerable, contradicción.
Si b ∈ B, sean pb, qb tales que altApb = altAqb = altAb + 1, b ≤ pb, b ≤ qb.

Entonces {(pb, qb)}b∈B es una anticadena en A × A. En efecto, si se cumpliera1

(pb, qb) ≤ (s, t) ∧ (pc, qc) ≤ (s, t), para ciertos b, c ∈ B y (s, t) ∈ A×A, entonces
seŕıa pb, pc ≤ s y qb, qc ≤ t. Esto obliga a que pb y pc sean compatibles, digamos
pb ≤ pc. Entonces también qb ≤ qc, porque están a la misma altura. Por tanto
b ≤ pc ∧ b ≤ qc, lo que nos da necesariamente que b ≤ c, luego pb ≤ c (pues
ambos están bajo pc y la altura del primero es menor o igual), luego pb ≤ pc, y
aśı pc contradice que pb y qb sean incompatibles.

Aśı pues, un árbol de Suslin (copa abajo) es un ejemplo de c.p.o. con la con-
dición de cadena numerable cuyo producto por śı mismo no cumple la condición
de cadena numerable. La existencia de árboles de Suslin y, por lo tanto, también
♦ o V = L, implican la existencia de espacios topológicos con la condición de
cadena numerable cuyo producto no cumple la condición de cadena numerable.
Ahora veremos otra prueba de la consistencia de este hecho mediante una ex-
tensión genérica, que nos aporta la información adicional de que el producto
de dos c.p.o.s (y es fácil ver que también de dos espacios topológicos) con la
condición de cadena numerable puede tener una anticadena de cardinal 2ℵ0 , a
la vez que éste puede tomar cualquier valor razonable.

Teorema 9.32 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG. Sea κ
un cardinalM tal que cfM κ > ℵ0. Existe una extensión genérica de M con
los mismos cardinales, donde 2ℵ0 = κ y donde hay dos c.p.o.s que cumplen
la condición de cadena numerable cuyo producto tiene una anticadena con κ
elementos.

Demostración: En general, si A es un conjunto, se representa por [A]2 al
conjunto de todos los subconjuntos de A con dos elementos. PfA es el conjunto
de todos los subconjuntos finitos de A.

Sea R = Fn([κ]2, 2,ℵ0)M y sea G un filtro R-genérico sobre M . Es claro que
R es semejanteM a Fn(ν, 2,ℵ0)M , por lo que 5.21 nos da que los cardinales y
las cofinalidades en M son iguales que en M [G] y (2ℵ0)M [G] = κ. Sea

C0 = {{α, β} ∈ [κ]2 |
∨

p ∈ G p({α, β}) = 0} ∈ M [G]

y tomemos P = {s ∈ PfA | [s]2 ⊂ C0} ∈ M [G]. Notemos que P está definido
a partir de κ y G, es decir, desde un punto de vista metamatemático P es en
realidad un término P(κ, G) con dos variables libres.

1Recordemos que al considerar a A como c.p.o. la relación de orden es la inversa de la
relación de A como árbol.
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Consideramos a P como c.p.o. con el orden s ≤ t ↔ t ⊂ s. Podemos pensar
que C es el conjunto de las aristas de un grafo con vértices en κ (un grafo
“genérico”) y que P está formado por los subgrafos de C totalmente conectados.

Vamos a probar que P cumple la condición de cadena numerable en M [G].
Para ello, supongamos que f : ω

M [G]
1 −→ P enumera una anticadena (natural-

mente, con f ∈ M [G]). Sea f = τG, con τ ∈ MP. Llamemos λ = ω
M [G]
1 = ωM

1

y sea p ∈ G tal que

p � τ : λ̌ −→ P(κ̌, Γ) ∧
∧

αβ ∈ λ̌ τ(α) ⊥ τ(β),

donde Γ es el nombre canónico de G.

Para cada α < ωM
1 , sea f(α) = sα. Entonces sα ⊂ κ ⊂ M finito, luego

sα ∈ M . Sea pα ∈ G tal que pα ≤ p ∧ pα � τ(α̌) = šα. Extendiendo pα si es
necesario, podemos suponer que su dominio es de la forma [tα]2, donde sα ⊂ tα.
Aśı mismo podemos suponer que {tα}α<λ ∈ M [G].

Por el lema de los sistemas ∆ en M [G], existe I ⊂ λ, (|I| = ℵ1)M [G] y un
r ⊂ λ finito de modo que

∧
αβ ∈ I(α �= β → tα ∩ tβ = r). Como es habitual, si

la familia {tα}α<λ fuera numerableM [G], bastaŕıa tomar I de modo que todos
los tα con α ∈ I fueran iguales a un mismo r.

Como {sα ∩ r}α<λ sólo puede tomar un número finito de valores, restrin-
giendo I podemos suponer que existe s ⊂ κ finito tal que

∧
α ∈ I sα ∩ r = s.

Fijemos α, β ∈ I, α �= β.
Las condiciones pα y pβ son compatibles porque ambas están en G. Una

está definida sobre [tα]2 y la otra sobre [tβ ]2, luego podemos extenderlas a una
condición q ∈ R definida sobre [tα∪tβ ]2 que tome el valor 0 en los pares donde pα

y pβ no están definidas. En particular q({u, v}) = 0 para todo {u, v} ∈ [sα∪sβ ]2,
pues en caso contrario una de las dos condiciones, digamos pα, estaŕıa definida
en {u, v} con el valor 1. En particular u, v ∈ tα. Si u ∈ sβ ⊂ tβ entonces
u ∈ tα ∩ tβ = r, luego u ∈ sβ ∩ r = s = sα ∩ r. En definitiva tenemos que u ∈ sα

e igualmente v ∈ sα. Aśı, {u, v} ∈ [sα]2 ⊂ C0 y, como pα ∈ G, la definición de
C0 nos da que pα({u, v}) = 0, contradicción.

Sea H un filtro R-genérico sobre M tal que q ∈ H. Como q extiende a pα y
a pβ (en particular a p) tenemos que

q � τ : λ̌ −→ P(κ̌, Γ) ∧ (
∧

αβ ∈ λ̌ τ(α) ⊥ τ(β)) ∧ τ(α̌) = šα ∧ τ(β̌) = šβ .

Por consiguiente, sα, sβ ∈ P(κ, H), sα ⊥ sβ , mientras que por construcción
[sα ∪ sβ ]2 ⊂ C0(κ, H) (pues q ∈ H toma el valor 0 sobre [sα ∪ sβ ]2), luego
sα ∪ sβ ∈ P(κ, H) es una extensión común de sα y sβ , contradicción.

Con esto tenemos que P cumple la condición de cadena numerableM [G]. Si-
milarmente, definimos

C1 = {{α, β} ∈ [κ]2 |
∨

p ∈ G p({α, β}) = 1} ∈ M [G]
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y Q = {s ∈ PfA | [s]2 ⊂ C1} ∈ M [G], considerado como c.p.o. con la relación
definida igual que en P. Obviamente también cumple la condición de cadena
numerableM [G], pero el producto P × Q no la cumple, ya que {({α}, {α})}α<κ

es una anticadena de cardinal κ en M [G].

El teorema 12.7 muestra que el teorema anterior no puede mejorarse, en el
sentido de que el producto de c.p.o.s con la condición de cadena numerable no
puede tener anticadenas de cardinal mayor que 2ℵ0 .

Terminamos con la construcción más complicada, pero es la que tiene la
hipótesis más débil. En realidad basta la hipótesis del continuo para construir
un par de c.p.o.s con la condición de cadena numerable cuyo producto no la
tenga. El argumento es el mismo que el del teorema anterior, salvo que ahora
hemos de obtener conjuntos C0 y C1 adecuados a partir de la hipótesis del
continuo, lo cual resulta mucho más complejo. Nos ocupamos de ello en un
teorema previo.

Teorema 9.33 Si 2ℵ0 = ℵ1, existen conjuntos disjuntos C0, C1 ⊂ [ω1]2 de
manera que si S es una familia no numerable de subconjuntos disjuntos en ω1

e i < 2, existen s, t ∈ S tales que {{x, y} | x ∈ s ∧ y ∈ t} ⊂ Ci.

Demostración: Usaremos la notación A ⊗ B = {{a, b} | a ∈ A ∧ b ∈ B}.
Recordemos que PfA representa al conjunto de los subconjuntos finitos de A.

Sea {sα}α<ω1 el conjunto de las sucesiones de subconjuntos finitos de ω1

disjuntos dos a dos (hay ℵℵ0
1 = 2ℵ0·ℵ0 = ℵ1). Sea sα = {sn

α}n∈ω.

Definimos por recurrencia dos sucesiones {Ci(α)}α<ω1 , i < 2 de modo que
Ci(α) ⊂ α y C0(α) ∩ C1(α) = ∅.

Supuestos definidos {Ci(β)}β<α, sea {(im, βm, xm)}m∈ω una enumeración
de todas las ternas (i, β, x) tales que:

a) i < 2,

b) β < α ∧
∧

n ∈ ω sn
β ⊂ α,

c) x ∈ Pfα,

d) El conjunto {n ∈ ω | sn
β ⊗ x ⊂ ⋃

β<α

Ci(β) ⊗ {β}} es infinito.

Hay una cantidad numerable de tales ternas, pues 2, α y Pfα son numera-
bles. Si hay una cantidad finita las repetimos en la enumeración, si no existiera
ninguna, definimos C1(α) = C2(α) = ∅.

Para cada m ∈ ω sea Im = {n ∈ ω | sn
βm

⊗xm ⊂ ⋃
β<α

Cim
(β)⊗{β}} (infinito).

Sea Γ : ω × ω −→ ω la semejanza canónica (la determinada por el orden de
Gödel en ω × ω) y sean u, v : ω −→ ω sus inversas, es decir, Γ(u(n), v(n)) = n.

Definimos por recurrencia dos sucesiones crecientes Rn, Vn de subconjuntos
finitos de α de modo que Rn ∩ Vn = ∅. Partimos de R0 = sm

β0
, V0 = st

β0
, para

ciertos m, t ∈ I0, m �= t.
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Sea Rn = Rn−1 ∪ s
m(n)
βu(n)

, donde m(n) es el menor natural m ∈ Iu(n) tal que
Vn−1 ∩ sm

βu(n)
= ∅ ∧ sm

βu(n)
�⊂ Rn−1.

Aśı mismo, sea Vn = Vn−1 ∪ s
t(n)
βu(n)

, donde t(n) es el menor natural t ∈ Iu(n)

tal que Rn ∩ st
βu(n)

= ∅ ∧ st
βu(n)

�⊂ Vn−1.

Sean
C0(α) =

⋃
n∈ω

Rn ⊂ α, C1(α) =
⋃
n∈ω

Vn ⊂ α.

Por construcción C0(α) ∩ C1(α) = ∅ y si u(n) = n0 entonces

s
m(n)
βn0

⊂ C0(α), s
t(n)
βn0

⊂ C1(α).

De este modo el conjunto

{n ∈ Im | sn
βm

⊂ Ci(α)}

es infinito, para todo i < 2 y m ∈ ω. Finalmente definimos

Ci =
⋃

α<ω1

Ci(α) ⊗ {α}.

Con esta construcción, los Ci cumplen la propiedad siguiente:

Si la cuádrupla (i, β, x, α) cumple:

• i ∈ 2,

• β < α ∧
∧

n ∈ ω sn
β ⊂ α,

• x ∈ Pfα,

• el conjunto {n ∈ ω | sn
β ⊗ x ⊂ Ci} es infinito,

entonces {n ∈ ω | sn
β ⊗ (x ∪ {α}) ⊂ Ci} es infinito.

En efecto, en estas condiciones (i, β, x) = (im, βm, xm) para algún m ∈ ω en
la construcción de Ci(α), ya que, en realidad, tenemos que el conjunto

{n ∈ ω | sn
β ⊗ x ⊂ ⋃

β<α

Ci(β) ⊗ {β}} ( = Im)

es infinito. Por consiguiente, el conjunto {n ∈ Im | sn
βm

⊂ Cim(α)} es infinito,
luego el conjunto

{n ∈ Im | sn
βm

⊗ (x ∪ {α}) ⊂ ⋃
β≤α

Cim(β) ⊗ {β}}

es infinito, con lo que

{n ∈ ω | sn
βm

⊗ (x ∪ {α}) ⊂ Ci}

es infinito, como queŕıamos.
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Veamos que estos conjuntos Ci cumplen el teorema. Para ello tomamos una
familia no numerable S de subconjuntos finitos de ω1 disjuntos dos a dos y
fijamos i < 2.

Sea β < ω1 tal que
∧

n ∈ ω sn
β ∈ S. Sea β < δ < ω1 tal que

⋃
n∈ω

sn
β < δ y sea

t ∈ S tal que t ∩ δ = ∅. Digamos que t = {α1, . . . , αn}, con δ ≤ α1 < · · · < αn.
Tomando x = ∅ y α = α1, la cuádrupla (i, β, x, α) cumple las propiedades

anteriores, pues {n ∈ ω | sn
β ⊗ x ⊂ Ci} = ω. Por consiguiente el conjunto

{n ∈ ω | sn
β ⊗ {α1} ⊂ Ci} es infinito. Ahora tomamos x = {α1} y α = α2, con

lo que llegamos a que el conjunto {n ∈ ω | sn
β ⊗{α1, α2} ⊂ Ci} es infinito. Tras

n pasos concluimos que el conjunto {n ∈ ω | sn
β ⊗ t ⊂ Ci} es infinito, y basta

tomar n0 en este conjunto y s = sn0
β ∈ S para que se cumpla s ⊗ t ⊂ Ci.

Ahora ya es fácil probar:

Teorema 9.34 Si 2ℵ0 = ℵ1 entonces existen dos c.p.o.s (o dos espacios to-
pológicos compactos) que cumplen la condición de cadena numerable y cuyo
producto no la cumple.

Demostración: Sean C0 y C1 según el teorema anterior. Definimos

Pi = {s ∈ Pfω1 | [s]2 ⊂ Ci},

con el orden dado por p ≤ q ↔ q ⊂ p. Como [{α}]2 = ∅, es claro que {α} ∈ Pi

para i = 1, 2. Aśı mismo es claro que {({α}, {α})}α<ω1 es una anticadena en
P1×P2. Sólo hemos de probar que Pi cumple la condición de cadena numerable.

Sea {tα}α<ω1 un subconjunto no numerable de Pi. Por el lema de los sis-
temas ∆ podemos suponer que es cuasidisjunta de ráız r. Sea sα = tα \ r.
Entonces [sα]2 ⊂ [tα]2 ⊂ Ci, luego sα ∈ Pi y {sα}α<ω1 es una familia no nume-
rable de subconjuntos finitos de ω1 disjuntos dos a dos. Por el teorema anterior
existen α < β < ω1 tales que sα ⊗ sβ ⊂ Ci, pero entonces

[tα ∪ tβ ]2 = [tα]2 ∪ [tβ ]2 ∪ (sα ⊗ sβ) ⊂ Ci,

con lo que tα ∪ tβ ∈ Pi es una extensión común de tα y tβ . Por consiguiente la
familia de partida no era una anticadena.





Caṕıtulo X

La medida de Lebesgue

En este caṕıtulo mostraremos algunas aplicaciones al análisis matemático de
la teoŕıa que hemos desarrollado. Concretamente, probaremos la indecidibilidad
de algunas cuestiones relacionadas con la medida de Lebesgue en R. Resumimos
en la primera sección los resultados de teoŕıa de la medida que vamos a necesitar.

10.1 Medidas en álgebras de Boole

Definición 10.1 Sea B un álgebra de Boole. Una medida finitamente aditiva
en B es una aplicación µ : B −→ [0,+∞] tal que

a) µ(O) = 0, µ(1l) > 0,

b)
∧

pq ∈ B(p ∧ q = O → µ(p ∨ q) = µ(p) + µ(q)).

Se dice que µ es unitaria si µ(1l) = 1, se dice que µ es finita si µ(1l) < +∞, se
dice que µ es σ-finita si existen condiciones {pn}n∈ω en B tales que 1l =

∨
n∈ω

pn

y
∧

n ∈ ω µ(pn) < +∞.

Si B es ℵ1-completa (es decir, si los conjuntos numerables tienen supremo e
ı́nfimo) diremos que µ es una medida en B si para toda anticadena {pn}n∈ω en
B se cumple que

µ
( ∨
n∈ω

pn

)
=

∑
n∈ω

µ(pn).

Esta condición1 contiene ya la propiedad b) de la definición de medida fini-
tamente aditiva.

Un álgebra medida es un par ordenado (B, µ), donde B es un álgebra de Boole
ℵ1-completa y µ es una medida en B.

Si B es un álgebra medida, el ideal de los elementos nulos de B se define
como

Iµ = {p ∈ B | µ(p) = 0}.
1Convenimos en que una suma con un sumando igual a +∞ toma el valor +∞.
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El teorema siguiente recoge las propiedades elementales de los conceptos que
acabamos de introducir.

Teorema 10.2 Sea B un álgebra medida.

a) Si p, q ∈ B, p ≤ q, entonces µ(p) ≤ µ(q).

b) Si {pn}n∈ω es una familia de elementos de B, no necesariamente incom-
patibles entre śı, entonces

µ
( ∨
n∈ω

pn

)
≤ ∑

n∈ω
µ(pn).

c) Si p, q ∈ B, entonces µ(p ∨ q) ≤ µ(p) + µ(q).

d) Si {pn}n∈ω es una sucesión creciente en B, entonces

µ
( ∨
n∈ω

pn

)
= sup

n∈ω
µ(pn).

e) Si {pn}n∈ω es una sucesión decreciente en B y µ(p0) < +∞, entonces

µ
( ∧
n∈ω

pn

)
= ı́nf

n∈ω
µ(pn).

f) Iµ es un ideal ℵ1-completo de B y si µ es σ-finita entonces Iµ cumple la
condición de cadena numerable.

Demostración: a) Es fácil ver que q = p ∨ (q ∧ p′) y p ∧ (q ∧ p′) = O,
luego µ(q) = µ(p) + µ(q ∧ p′) ≥ µ(p).

c) µ(p ∨ q) = µ(p ∨ (q ∧ p′)) = µ(p) ∧ µ(q ∧ p′) ≤ µ(p) + µ(q).

b) Sea qn = pn ∧
( ∨
m<n

pm

)′. Claramente qn ≤ pn, pero
∨

n∈ω
qn =

∨
n∈ω

pn,
pues

pn ≤
∨

m≤n
qm ≤

∨
n∈ω

qn.

La primera desigualdad se prueba por inducción:

pn =
(
pn ∧

( ∨
m<n

pm

)′) ∨
(
pn ∧

( ∨
m<n

pm

))
≤ qn ∨

( ∨
m<n

qm

)
=

∨
m≤n

qm.

Además {qn}n∈ω es una anticadena, luego

µ
( ∨
n∈ω

pn

)
= µ

( ∨
n∈ω

qn

)
=

∑
n∈ω

µ(qn) ≤ ∑
n∈ω

µ(pn).

d) De forma similar a como hemos hecho en el apartado anterior, podemos
expresar

∨
n∈ω

pn = p0 ∨
∨

n∈ω
(pn+1 ∧ p′n), de modo que

µ
( ∨
n∈ω

pn

)
= µ(p0) +

∑
n∈ω

µ(pn+1 ∧ p′n).
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Si µ(p0) = +∞ o algún µ(pn+1 ∧ p′n) = +∞, es claro que los dos miembros
de la igualdad que hemos de probar son infinitos. En caso contrario tenemos
que µ(pn+1) = µ(pn) + µ(pn+1 ∧ p′n), luego por inducción todos los pn tienen
medida finita y

µ
( ∨
n∈ω

pn

)
= µ(p0) +

∑
n∈ω

(µ(pn+1) − µ(pn)) = sup
n<ω

µ(pn).

e) La sucesión {p0 ∧ p′n}n<ω está en las condiciones del apartado anterior,
luego

µ
(
p0 ∧

∨
n∈ω

p′n
)

= sup
n<ω

µ(p0 ∧ p′n),

lo cual equivale a

µ
(
p0 ∧

( ∧
n∈ω

pn

)′) = sup
n<ω

(µ(p0) − µ(pn)),

o también a
µ(p0) − µ

( ∧
n∈ω

pn

)
= µ(p0) − ı́nf

n∈ω
µ(pn).

f) Que Iµ es un ideal ℵ1-completo se sigue inmediatamente de las propiedades
anteriores. Para probar que cumple la condición de cadena numerable hemos
de ver que no existe ninguna anticadena {pα}α<ω1 en B \ Iµ.

Estamos suponiendo que µ es σ-finita, con lo que podemos descomponer
1l =

∨
n∈ω

rn, donde µ(rn) < +∞. Razonando como en b) podemos suponer que

las condiciones rn son incompatibles dos a dos.

Entonces pα =
∨

n∈ω
pα ∧ rn, luego 0 < µ(pα) =

∑
n∈ω

µ(pα ∧ rn). Por

consiguiente existe un n ∈ ω tal que µ(pα ∧ rn) > 0. Más aún, ha de haber una
cantidad no numerable de α’s para las que sirva el mismo n. Restringiendo la
anticadena de partida podemos suponer que el mismo n vale para todo α. Aśı,
si llamamos r = rn, tenemos que µ(rn) < +∞ y

∧
α < ω1 µ(pα ∧ r) > 0.

Entonces ω1 =
⋃

m∈ω
{α < ω1 | µ(pα ∧ r) > 1/m}. Alguno de estos conjuntos

ha de ser no numerable, luego restringiendo de nuevo la anticadena inicial po-
demos suponer que

∧
α < ω1 µ(pα ∧ r) > 1/m, pero esto es absurdo, pues para

todo k ∈ ω tenemos que

k

m
<

∑
n<k

µ(pn ∧ r) = µ
( ∨
n<k

pn ∧ r
)
≤ µ(r),

y esto obliga a que µ(r) = +∞.

Aśı, el cociente de un álgebra de Boole respecto al ideal de elementos nulos
de una medida σ-finita nos da un álgebra de Boole completa que podemos usar
para formar extensiones genéricas:
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Teorema 10.3 Sea B un álgebra medida y consideremos el álgebra cociente
Bµ = B/Iµ.

a) Bµ es ℵ1-completa y es un álgebra medida con µ : Bµ −→ R dada por
µ([p]) = µ(p). Además Iµ es trivial. Si µ es finita, σ-finita o unitaria,
entonces µ también lo es.

b) Si {pn}n∈ω es una familia de elementos de B, entonces∨
n∈ω

[pn] =
[ ∨
n∈ω

pn

]
,

∧
n∈ω

[pn] =
[ ∧
n∈ω

pn

]
.

c) Si µ es σ-finita entonces Bµ es completa y cumple la condición de cadena
numerable.

Demostración: El hecho de que Bµ sea ℵ1-completa es el apartado b):
claramente [pn] ≤

[ ∨
n∈ω

pn

]
, y si [r] es una cota superior de todos los [pn] entonces

[pn ∧ r′] = O, luego pn ∧ r′ ∈ Iµ y como éste es ℵ1-completo,
∨

n∈ω
pn ∧ r′ ∈ Iµ,

luego
[ ∨
n∈ω

pn

]
∧ [r]′ = O y, por consiguiente

[ ∨
n∈ω

pn

]
≤ [r]. Esto prueba la

primera parte de b), y la segunda se sigue inmediatamente.

Tenemos, pues, que Bµ es ℵ1-completa. La medida µ está bien definida, pues
si [p] = [q] entonces (p ∧ q′) ∨ (p′ ∧ q) ∈ Iµ, luego µ(p ∧ q′) = µ(p′ ∧ q) = 0.
Consecuentemente

µ(p) = µ(p ∧ q) + µ(p ∧ q′) = µ(p ∧ q),

e igualmente µ(q) = µ(p ∧ q), luego µ(p) = µ(q). Ahora es obvio que µ es una
medida en Bµ, aśı como que es unitaria, finita o σ-finita si µ lo es. Su ideal es
trivial, pues si µ([p]) = 0 es que µ(p) = 0, luego p ∈ Iµ y [p] = O.

c) es consecuencia inmediata del apartado f) del teorema anterior combinado
con los teoremas de la sección 7.4.

Definición 10.4 Sea B un álgebra medida. Se dice que p ∈ B es un átomo si
µ(p) > 0 y

∧
q ∈ B(q ≤ p → µ(q) = 0 ∨ µ(q) = µ(p)). La medida µ es atómica

o no atómica según si tiene o no tiene átomos.

Es fácil comprobar que p ∈ B es un átomo si y sólo si [p] es un átomo en Bµ,
por lo que µ es atómica si y sólo si lo es µ. Necesitaremos el teorema siguiente:

Teorema 10.5 Sea µ una medida no atómica en un álgebra B, sea p ∈ B y sea
k un número real tal que 0 < k < µ(p) < +∞. Entonces existe q ∈ B tal que
q ≤ p y µ(q) = k.

Demostración: Supongamos que ningún q ≤ p tiene medida k. Veamos
en primer lugar que para todo q ∈ B con µ(q) > 0 y para todo natural n > 1
existe una anticadena {si}i<n en B tal que q =

∨
i<n

si y
∧

i < n µ(si) > 0.
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Razonamos por inducción sobre n. Para n = 2, como q no es un átomo,
existe s0 ≤ q tal que 0 < µ(s0) < µ(q). Basta tomar s1 = q ∧ s′0. Claramente
q = s0 ∨ s1, s0 ∧ s1 = O y µ(q) = µ(s0) + µ(s1), luego ambos sumandos son
positivos.

Si vale para n, por el caso 2 podemos descomponer q = q′ ∨ sn, de modo que
q′ ∧ sn = O y µ(q′) > 0, µ(sn) > 0. Basta aplicar a q′ la hipótesis de inducción.

Veamos ahora que si q ∈ B cumple k < µ(q) < +∞, entonces existe r ≤ q
tal que k < µ(r) < µ(q).

Sea n un natural tal que 1
nµ(q) < µ(q) − k. Sea {si}i<n una anticadena tal

que q =
∨

i<n
si y

∧
i < n µ(si) > 0. Como

µ(q) =
∑
i<n

µ(si),

algún i < n ha de cumplir que µ(si) ≤ 1
nµ(q) < µ(q) − k. Sea r = q ∧ s′i ≤ q.

Aśı µ(q) = µ(si) + µ(r), luego µ(r) = µ(q) − µ(si) > k.

Vamos a construir una sucesión {sα}α<ω1 tal que∧
αβ(α < β < ω1 → sβ ≤ sα ∧ k < µ(sβ) < µ(sα)).

Partimos de s0 = p. Definido sα tal que k < µ(sα), acabamos de probar que
existe sα+1 tal que sα+1 ≤ sα y k < µ(sα+1) < µ(sα). Definidos {sδ}δ<λ, para
un ordinal ĺımite λ < ω1, sea sλ =

∧
δ<λ

sδ. Sea {δn}n<ω una sucesión cofinal

creciente en λ. Es claro que sλ =
∧

n<ω
sδn

= ı́nf
n<ω

µ(sδn
) ≥ k, pero por hipótesis

ha de ser µ(sλ) > k.

La sucesión de números reales {µ(sα)}α<ω1 es estrictamente decreciente, y
está acotada inferiormente por k, luego existe a = ı́nf

α<ω1
µ(sα) y k ≤ a.

Si 0 < n < ω, tomemos αn < ω1 tal que
∧

α ≥ αn a + 1
n > µ(sα). Sea

α = sup
n<ω

αn < ω1. Entonces µ(sα) − a < 1/n para todo natural n > 0, luego ha

de ser µ(sα) = a, pero entonces también µ(sα+1) = a, contradicción, pues por
construcción µ(sα+1) < µ(sα).

Para terminar describiremos las medidas concretas con las que vamos a tra-
bajar. Omitimos las construcciones porque requieren comprobaciones laboriosas
t́ıpicas de la teoŕıa de la medida y ninguna de las ideas y conceptos que éstas
requieren nos van a aparecer después.

Definición 10.6 Una σ-álgebra en un conjunto X es un álgebra ℵ1-completa de
subconjuntos de X en la que el supremo de una familia numerable de conjuntos
es su unión (o, equivalentemente, su ı́nfimo es su intersección).

Es inmediato que la intersección de una familia de σ-álgebras en un conjunto
X vuelve a ser una σ-álgebra, por lo que podemos definir la σ-álgebra generada
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por un subconjunto Y como la intersección de todas las σ-álgebras de X que
contienen a Y .

Si X es un espacio topológico, la σ-álgebra de Borel de X es la σ-álgebra
generada por los abiertos de X. Una medida de Borel en X es una medida
definida sobre la σ-álgebra de Borel de X.

Una medida µ en una σ-álgebra M de un espacio topológico X es regular si
para todo A ∈ M se cumple que

µ(A) = ı́nf{µ(U) | U ∈ M ∧ A ⊂ U ∧ U es abierto en X}
= sup{µ(K) | K ∈ M ∧ K ⊂ A ∧ K es compacto}

Diremos que (X,B, µ) es un espacio medida si X es un conjunto no vaćıo, B
es una σ-álgebra de subconjuntos de X y µ es una medida en B. Diremos que
(X,B, µ) es un espacio medida regular si además X es un espacio topológico (de
Hausdorff) que puede expresarse como unión numerable de subespacios com-
pactos y µ es una medida regular.

La medida de Lebesgue La medida de Lebesgue en R queda caracterizada
esencialmente por el teorema siguiente, que presentamos sin prueba:

Teorema 10.7 Existe una única medida de Borel µ en R tal que si a < b son
números reales entonces µ(]a, b[) = b − a. Además µ es regular.

La medida de Lebesgue en R no es exactamente la determinada por el teo-
rema anterior, pues es posible extenderla ligeramente. Un subconjunto A de R es
medible Lebesgue si es de la forma A = B ∪N , donde B es un conjunto de Borel
y N es un subconjunto de un conjunto de Borel nulo (respecto a la medida del
teorema anterior). La medida de Lebesgue de A se define como µ(A) = µ(B). Se
demuestra que el conjunto M de todos los conjuntos medibles Lebesgue es una
σ-álgebra y que la medida de Lebesgue aśı definida es ciertamente una medida
regular que extiende a la dada por el teorema anterior. Esta extensión tiene la
propiedad adicional de que todo subconjunto de un conjunto nulo es (medible
y) nulo, es decir, que el ideal Iµ es de hecho un ideal del álgebra PR.

No obstante, los resultados que nos van a interesar valen indistintamente
para la medida de Lebesgue completa o para su restricción a la σ-álgebra de
Borel. Por ello, salvo que precisemos expĺıcitamente, cuando hablemos de la
medida de Lebesgue entenderemos que nos referimos indistintamente a una u
otra.

Por ejemplo, del teorema anterior se sigue inmediatamente que la medida
de Lebesgue (completa o no) es σ-finita, los puntos tienen medida nula y es
invariante por traslaciones.

Ejercicio: Probar que el álgebra de todos los subconjuntos de R medibles Lebesgue
módulo los conjuntos nulos es isomorfa al álgebra de Borel de R módulo los conjuntos
de Borel nulos.
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Producto de medidas Supondremos conocidos los resultados elementales
sobre producto de medidas que resumimos a continuación:

Definición 10.8 Si B es una σ-álgebra en un conjunto X y C es una σ-álgebra
en un conjunto Y , llamaremos B×C a la σ-álgebra en X × Y generada por los
conjuntos B × C tales que B ∈ B y C ∈ C.

Teorema 10.9 Si (Xi,Bi, µi) para i = 1, 2 son dos espacios medida regulares,
entonces existe una única medida regular µ1 × µ2 definida en B1 ×B2 tal que si
Bi ∈ Bi entonces2

(µ1 × µ2)(B1 × B2) = µ1(B1)µ2(B2).

La medida µ1 × µ2 descrita en el teorema anterior se conoce como medida
producto de las medidas dadas. En dichas condiciones, si x ∈ X1, y ∈ X2 y
E ⊂ X1 × X2, definimos

Ex = {z ∈ X2 | (x, z) ∈ E}, Ey = {z ∈ X1 | (z, y) ∈ E}.

Se cumple que si E ∈ B1 × B2 entonces Ex ∈ B2 y Ey ∈ B1. En efecto, es
fácil ver que

B = {E ∈ B1 × B2 | Ex ∈ B2 ∧ Ey ∈ B1}
es una σ-subálgebra de B1 ×B2 que contiene a los generadores B1 ×B2. El teo-
rema siguiente es un caso particular del teorema de Fubini y su prueba requiere
el uso del cálculo integral:

Teorema 10.10 (Teorema de Fubini) Sean (Xi,Bi, µi) dos espacios medida
regulares. Entonces un conjunto E ∈ B1 × B2 es nulo para la medida producto
si y sólo si Ex es nulo para casi todo3 x ∈ X1, si y sólo si Ey es nulo para casi
todo y ∈ X2.

La medida de los cubos de Cantor Vamos a necesitar un último ejemplo
de medida. Como no es tan habitual como los anteriores detallaremos más su
construcción. Consideremos un conjunto arbitrario I �= ∅. Se define el cubo
de Cantor generalizado asociado a I como X = 2I . Consideraremos a X como
espacio topológico compacto con el producto de la topoloǵıa discreta en 2.

Para cada J ⊂ I finito y cada Y ⊂ 2J , definimos el cilindro de base Y como
el conjunto

CJ(Y ) = {f ∈ X | f |J ∈ Y }.
Es claro que los cilindros forman una base de la topoloǵıa de X. Llamaremos

C al conjunto de todos los cilindros. Es fácil ver que se trata de un álgebra de
subconjuntos de X. En efecto, observemos que si J ⊂ J ′ son dos subconjuntos
finitos de I, Y ⊂ 2J e Y J′

= {f ∈ 2J′ | f |J ∈ Y }, entonces CJ(Y ) = CJ′(Y J′
).

2Convenimos que 0 · (+∞) = (+∞) · 0 = 0.
3Naturalmente “para casi todo x” significa para todo x salvo para los puntos de un conjunto

de medida nula.
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Esto implica que para operar dos cilindros podemos suponer que tienen el
mismo soporte J . Ahora basta tener en cuenta las relaciones siguientes:

∅ = CJ(∅) ∈ C, X = CJ(2J) ∈ C, X \ CJ(Y ) = CJ(2J \ Y ) ∈ C,

CJ(Y ) ∩ CJ(Y ′) = CJ(Y ∩ Y ′) ∈ C, CJ(Y ) ∪ CJ(Y ′) = CJ(Y ∪ Y ′) ∈ C.

Teorema 10.11 Existe una única medida finitamente aditiva λ : C −→ [0, 1]
tal que para todo J ⊂ I finito y todo Y ⊂ 2J se cumple

λ(CJ(Y )) =
|Y |
2|I|

.

Demostración: La igualdad del enunciado sirve como definición de λ.
Para ello hemos de comprobar que no depende de la expresión del cilindro,
es decir, si CJ(Y ) = CJ′(Y ′), entonces CJ∪J ′(Y J∪J′

) = CJ∪J′(Y ′J∪J′
), luego

Y J∪J′
= Y ′J∪J′

. Por consiguiente

|Y |
2|J| =

|Y |2|J′\J|

2|J∪J′| =
|Y J∪J′ |
2|J∪J′| =

|Y ′|2|J\J′|

2|J∪J′| =
|Y ′|
2|J′| .

Veamos ahora que λ es una medida finitamente aditiva. Evidentemente se
cumple λ(∅) = 0 y λ(X) = 1. Si CJ(Y ) ∩ CJ(Y ′) = ∅, entonces Y ∩ Y ′ = ∅,
luego

λ(CJ(Y ) ∪ CJ(Y ′)) = λ(CJ(Y ∪ Y ′)) =
|Y ∪ Y ′|

2|J|

=
|Y |
2|J| +

|Y ′|
2|J| = λ(CJ(Y )) + λ(CJ(Y ′)).

Llamaremos AI a la σ-álgebra en X generada por C.

Teorema 10.12 Si I es un conjunto no vaćıo, existe una única medida m en
AI tal que para todo J ⊂ I finito y todo Y ⊂ 2J se cumple

m(CJ(Y )) =
|Y |
2|I|

.

Demostración: En otras palabras, hemos de probar que λ admite una
extensión única a AI . Esto es consecuencia del teorema de extensión de Hann.
La única hipótesis que hemos de comprobar es que λ es una medida en C, en
el sentido de que si la unión de una familia numerable de cubos disjuntos dos a
dos pertenece a C, entonces su medida es la suma de las medidas de los cubos.
Ahora bien, veremos que esto se cumple trivialmente, puesto que una unión
numerable de cubos disjuntos dos a dos no está nunca en C salvo que todos
salvo una cantidad finita de ellos sean vaćıos.

En efecto, sean {Cn}n<ω cubos disjuntos dos a dos. Notemos que los cubos
son abiertos y cerrados en X. En particular son compactos. Si la unión es un
cubo C, entonces {Cn}n<ω es un cubrimiento abierto del compacto C, luego
admite un subcubrimiento finito, pero como son disjuntos dos a dos, esto sólo
puede ser si los cubos que no forman parte del subcubrimiento son vaćıos.
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Teorema 10.13 Si I es un conjunto no vaćıo, (2I ,AI , m) es un espacio medida
regular. Si I es infinito la medida m es no atómica.

Demostración: La regularidad superior se sigue inmediatamente de la
demostración del teorema de Hann. Para construir la medida m del teorema
anterior a partir de la medida λ construida en 10.11, se construye una medida
exterior λ∗ : PX −→ R dada por

λ∗(V ) = ı́nf{ ∑
n<ω

λ(Ci) | {Ci}i<ω ⊂ C ∧ V ⊂ ⋃
n<ω

Ci},

y se demuestra que la restricción de λ∗ a AI es una medida que extiende a λ.
Aśı pues, m = λ∗|AI

. En nuestro caso, sucede que los cubos Ci son abiertos,
por lo que si V ∈ AI , {Ci}i<ω ⊂ C y V ⊂ ⋃

n<ω
Ci, entonces

m(V ) ≤ m
( ⋃
n<ω

Ci

)
≤ ∑

n<ω
λ(Ci),

luego
m(V ) ≤ ı́nf{m(U) | V ⊂ U ∧ U es abierto en X}

≤ ı́nf{ ∑
n<ω

λ(Ci) | {Ci}i<ω ⊂ C ∧ V ⊂ ⋃
n<ω

Ci} = λ∗(V ) = m(V ).

Dado ε > 0, aplicando la parte ya probada a X \V , existe un abierto U en X
tal que X \V ⊂ U y m(U)−m(X \V ) < ε, pero esto equivale a que X \U ⊂ V
y m(V ) − m(X \ U) < ε. Como K = X \ U es compacto, tenemos que

m(V ) − ε ≤ sup{m(K) | K ⊂ V es compacto} ≤ m(V ),

para todo ε > 0, luego m(V ) coincide con el supremo y m es regular.

Supongamos que I es infinito y veamos que m es no atómica. Sea U ∈ AI

tal que m(U) > 0 y sea n ∈ ω tal que 1
2n < m(U). Sea J ⊂ I tal que |J | = n.

Es claro que podemos partir X en 2n cubos disjuntos de medida 1/2n. Por
consiguiente podemos partir U en 2n conjuntos disjuntos de medida menor o
igual que 1/2n. Si U fuera un átomo todos ellos debeŕıan ser nulos, pero entonces
U seŕıa nulo, contradicción.

Definición 10.14 Sea I un conjunto no vaćıo. Llamaremos álgebra de Cantor
asociada a I al álgebra cociente BI = AI/Im, que es un álgebra de Boole com-
pleta con la condición de cadena numerable, sobre la que tenemos definida la
medida m (medida de Cantor).

Si I es infinito entonces m es no atómica, luego BI también es no atómica
como álgebra (un átomo tendŕıa que tener medida nula, pero en BI sólo O tiene
medida nula). Es claro que si |I| = |J | entonces BI y BJ son isomorfas.

Teorema 10.15 Si I es un conjunto tal que |I|ℵ0 = |I|, entonces |BI | = |I|.
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Demostración: Es claro que |C| = |I|. Definamos

A0 = C,
∧

α < ω1 Aα+1 = Aα ∪ {2I \ U | U ∈ Aα} ∪ { ⋃
n<ω

f(n) | f ∈ Aω
α},

∧
λ ≤ ω1 Aλ =

⋃
n<ω

Aδ.

Se comprueba inmediatamente que Aω1 es cerrado para complementos y
uniones numerables, por lo que es una σ-álgebra en 2I que contiene a C. Aśı
pues, AI ⊂ Aω1 (de hecho se da la igualdad). Por otra parte, una simple
inducción prueba que si α < ω1 entonces |Aα| ≤ |Aω1 | ≤ ℵ1|I| = |I|, luego
|AI | ≤ |I| (notemos que, por la hipótesis, |I| ≥ ℵ1).

Obviamente entonces |BI | ≤ |I|. Para cada i ∈ I, sea

Ci = C{i}({(i, 0)}) = {f ∈ 2I | f(i) = 0} ∈ C.

Es claro que si i �= j entonces m((Ci\Cj)∪(Cj \Ci)) = 1/2, luego [Ci] �= [Cj ]
y por consiguiente |BI | = |I|.

10.2 La aditividad de la medida de Lebesgue

Estudiamos aqúı varios problemas sobre la medida de Lebesgue relacionados
entre śı. Para enunciarlos conviene introducir un concepto:

Definición 10.16 Sea (X,B, µ) un espacio medida y κ un cardinal infinito.
Se dice que µ es κ-aditiva si cuando {Uα}α<β , con β < κ, es una familia de
conjuntos de B, entonces

⋃
α<β

Uα ∈ B, y si son disjuntos dos a dos entonces

µ
( ⋃
α<β

Uα

)
=

∑
α<β

µ(Uα),

donde una suma no numerable de números no negativos se define como el su-
premo del conjunto de todas las sumas parciales finitas.

Toda medida es, por definición, ℵ1-aditiva. La cuestión es si la medida de
Lebesgue es κ-aditiva para algún cardinal mayor. Obviamente no puede ser
(2ℵ0)+-aditiva, pues descomponiendo R en unión de puntos concluiŕıamos que
µ(R) = 0. Aśı, pues, a lo sumo, la medida de Lebesgue puede ser 2ℵ0-aditiva.

Si 2ℵ0 = ℵ1 entonces la solución es trivialmente afirmativa, luego el problema
de la aditividad sólo tiene sentido si suponemos que 2ℵ0 > ℵ1. En tal caso
podemos plantearnos si la unión de ℵ1 conjuntos medibles es medible. A su vez
esto está relacionado con el cardinal de los conjuntos no medibles Lebesgue: si
existe un conjunto no medible de cardinal ℵ1 entonces la medida de Lebesgue
no puede ser ℵ2-aditiva, pues entonces todos los conjuntos de cardinal ℵ1 seŕıan
nulos.

Veamos en primer lugar que la definición de aditividad se puede simplificar
notablemente:
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Teorema 10.17 Sea (X,B, µ) un espacio medida tal que µ sea σ-finita y sea κ
un cardinal infinito. Entonces µ es κ-aditiva si y sólo si la unión de menos de
κ subconjuntos nulos de X es nula.

Demostración: Supongamos que µ es κ-aditiva y sea {Aα}α<β , con β < κ
una familia de conjuntos nulos en X. Sea

Bα = Aα \ ⋃
δ<α

Aδ.

Por la κ-aditividad, la unión es medible, luego Bα también lo es, luego es
nulo. Además los conjuntos Bα son disjuntos dos a dos y su unión coincide con
la de los Aα. Por la κ-aditividad es nula.

Supongamos ahora que la unión de menos de κ conjuntos nulos es nula y sea
{Aα}α<β , con β < κ, una familia de conjuntos medibles tal que su unión no sea
medible. Podemos suponer que β es el menor cardinal para el que esto sucede.
Aśı, si definimos los conjuntos Bα igual que antes, tenemos que todos ellos son
medibles, por la minimalidad de β, y disjuntos dos a dos, pero su unión no es
medible.

Estamos suponiendo que µ es σ-finita, por lo que X =
⋃

n<ω
Yn, donde los

conjuntos Yn son medibles de medida finita. Sea Bn
α = Bα ∩ Yn. Aśı,∑

α<β

µ(Bn
α) ≤ µ(Yn) < +∞.

Ahora bien, si una suma de una cantidad no numerable de números reales no
negativos es finita, todos sus sumandos salvo a lo sumo una cantidad numerable
han de ser nulos, pues en caso contrario habŕıa una cantidad no numerable de
sumandos mayores o iguales que 1/n para cierto natural n, y entonces las sumas
parciales finitas no estaŕıan acotadas.

Aśı pues, en {Bα}α<β hay una cantidad numerable de términos con medida
positiva, cuya unión es medible porque B es una σ-álgebra, y el resto son conjun-
tos nulos, cuya unión es medible por hipótesis, luego la unión total es medible,
contradicción.

Con esto tenemos probado que la unión de menos de κ conjuntos medibles
es medible. Supongamos ahora que {Bα}α<β son medibles y disjuntos dos a
dos. Definimos Bn

α como antes, de modo que entre ellos (para un n fijo) hay una
cantidad numerable de conjuntos no nulos y el resto son nulos. Descomponemos
la unión de todos en la unión de los nulos, que por hipótesis es nula, y la unión de
los restantes, cuya medida es la suma de las medidas. Concluimos obviamente
que la medida de toda la unión es la suma de las medidas.

Teorema 10.18 AM implica que la medida de Lebesgue es 2ℵ0-aditiva.

Demostración: Sea {Aα}α<κ, con κ < 2ℵ0 una familia de subconjuntos
nulos de R. Basta probar que su unión es nula. Fijemos ε > 0 y sea P el
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conjunto de los abiertos de R de medida menor que ε, dotado del orden inverso
de la inclusión. Veamos que P cumple la condición de cadena numerable.

Sea W ⊂ P un conjunto no numerable. Sea S el conjunto de uniones finitas
de intervalos abiertos con extremos racionales. Claramente

W =
⋃

0<n<ω
{p ∈ W | µ(p) < ε − 1/n}.

Por consiguiente existe un n tal que el conjunto Z = {p ∈ W | µ(p) < ε−1/n}
es no numerable. Para cada p ∈ Z, es claro que podemos tomar p∗ ∈ S tal que
p∗ ⊂ p y µ(p \ p∗) < 1/n. Como S es numerable, existen p, q ∈ Z tales que
p∗ = q∗. Aśı q∗ ⊂ p ∩ q y

µ(p ∪ q) = µ(p) + µ(q \ (p ∩ q)) ≤ µ(p) + µ(q \ q∗) < ε − 1
n

+
1
n

= ε,

Por consiguiente p ∪ q ∈ P es una extensión común de p y q, luego W no es
una anticadena.

Para cada α < κ sea Dα = {p ∈ P | Aα ⊂ p}. Este conjunto es denso en P,
pues si p ∈ P, como Aα es nulo, existe q ∈ P tal que Aα ⊂ q y µ(q) < ε − µ(p).
Entonces µ(p ∪ q) < ε, luego p ∪ q ∈ Dα es una extensión de p.

Por AM(κ), existe un filtro G que corta a todos los conjuntos Dα. Conside-
remos U =

⋃
p∈G

p. Obviamente U es un abierto y

⋃
α<κ

Aα ⊂ U.

Basta ver que µ(U) ≤ ε. Ahora bien, si la unión tuviera medida mayor
que ε, por regularidad contendŕıa un compacto K de medida mayor que ε. Por
compacidad K estaŕıa cubierto por un número finito de abiertos de G, pero
éstos tendŕıan una extensión común en G, es decir, tendŕıamos que K ⊂ p con
p ∈ G, pero esto es absurdo porque entonces µ(K) > ε > µ(p).

En particular, el axioma de Martin implica que cualquier subconjunto de
R de cardinal menor que 2ℵ0 es medible Lebesgue y, de hecho, nulo. Ahora
vamos a probar, por otra parte, que es consistente que exista un subconjunto
no medible Lebesgue de cardinal ℵ1. La pista nos la da el teorema siguiente:

Teorema 10.19 El conjunto RL = R ∩ L está necesariamente en uno de estos
tres casos:

a) RL = R,

b) RL es nulo,

c) RL no es medible Lebesgue y |RL| = ℵ1.
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Demostración: Supongamos que no se cumple a) ni c) y veamos que se
da b). Notemos que |RL| = |ℵL

1 | sólo puede ser ℵ0 o ℵ1, luego si RL no es
medible Lebesgue necesariamente tiene cardinal ℵ1, luego la negación de c) es
simplemente que RL es medible Lebesgue.

Tomemos a ∈ R\L. Podemos suponer a > 0, pues en caso contrario podemos
tomar −a. Sea S = [0, 1] ∩ L y, para cada natural n > 0, sea Sn = (a/n) + S.

Los conjuntos Sn son disjuntos dos a dos, pues si (a/n) + s1 = (a/m) + s2,
despejando obtenemos que a ∈ L (notemos que RL es un subcuerpo de R).

Si RL es medible, S también lo es y, como la medida de Lebesgue es invariante
por traslaciones, Sn es medible y µ(Sn) = µ(S). Puesto que⋃

0<n<ω
Sn ⊂ [0, 1 + a],

tenemos que µ
( ⋃
0<n<ω

Sn

)
=

∑
0<n<ω

µ(Sn) =
∑

0<n<ω
µ(S) < +∞, lo cual sólo es

posible si µ(S) = 0. Claramente, RL ⊂ ⋃
m∈Z

m + S, y todos los trasladados de

S son nulos, luego µ(RL) = 0.

Si V = L se da el caso a) del teorema anterior. El teorema 4.35 muestra que
RL puede ser numerable y, por consiguiente, nulo. Seguidamente probaremos
que el caso c) también puede darse, lo que implica en particular que la medida
de Lebesgue no es ℵ2-aditiva.

Ejercicio: Probar la consistencia de RL = R+ V �= L.

Teorema 10.20 Sea M un modelo transitivo de ZFC+V=L. Sea κ un cardinal
de cofinalidad no numerableM . Sea B = (Bκ×ω)M el álgebra de Cantor definida
en 10.14 y sea G un ultrafiltro B-genérico sobre M . Entonces en M [G] los
cardinales son los mismos que en M , 2ℵ0 = κ y R ∩ L no es medible Lebesgue.

Demostración: Como B cumple la condición de cadena numerableM , con-
serva cardinales y cofinalidades. Por la HCG tenemos que (κℵ0 = κ)M , luego
el teorema 10.15 nos da que |B|M = κ. Como B cumple la condición de cadena
numerableM , la fórmula (5.1) nos da que el número de buenos nombresM para
subconjuntos de ω̌ es a lo sumo |B|ℵ0 = κℵ0 = κ (aqúı hemos usado la HCGM ).
El teorema 5.20 nos da entonces que (2ℵ0)M [G] ≤ κ.

Para cada (α, n) ∈ κ × ω, sea Uαn = {t ∈ 2κ×ω | t(α, n) = 1}M ∈ Aκ×ω.
Sea uαn = [Uαn] ∈ B. Para cada α < κ sea τα = {(ň, uαn) | n ∈ ω} ∈ MB.
Claramente, ‖ň ∈ τα‖ = uαn. Sea xα = ταG ∈ M [G]. Claramente xα ⊂ ω.

Veamos que si α �= β, entonces ‖τα = τβ‖ = O. Aśı los xα serán distintos
dos a dos. Si k < ω, se cumple que

‖τα ∩ ǩ = τβ ∩ ǩ‖ = ‖
∧

n ∈ ǩ(n ∈ τα ↔ n ∈ τβ)‖ =
∧

n<k
(‖ň ∈ τα‖ ↔ ‖ň ∈ τβ‖)

=
∧

n<k
(unα ↔ unβ) =

[ ⋂
n<k

(Unα ∩ Unβ) ∪ (U ′
nα ∩ U ′

nβ)
]

= [Nαβk],
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donde
Nαβk = {t ∈ 2κ×ω |

∧
n ∈ k t(α, n) = t(β, n)}.

Por lo tanto,

‖τα = τβ‖ ≤
∧

k∈ω
‖τα ∩ ǩ = τβ ∩ ǩ‖ =

∧
k∈ω

[Nαβk].

Ahora bien, Nαβk = CJ(Y ), donde J = {(α, n) | n ∈ k} ∪ {(β, n) | n ∈ k} e
Y = {t ∈ 2J |

∧
n ∈ k t(α, n) = t(β, n)}. Por consiguiente

m(Nαβk) =
|Y |
2|J| =

2k

22k
=

1
2k

.

Aśı, para todo k < ω, tenemos que m(‖τα = τβ‖) ≤ m(Nαβk) = 1/2k, luego
m(‖τα = τβ‖) = 0, de donde ‖τα = τβ‖ = O.

Ahora sólo tenemos que definir τ = {p.o.(α̌, τα) | α < κ} ∈ MB, de manera
que τG : κ −→ (Pω)M [G] inyectiva, luego (2ℵ0 = κ)M [G].

Veamos ahora que los conjuntos xα no pertenecen a M , con lo que serán no
constructiblesM [G]. Para ello tomamos a ∈ (Pω)M . Un cálculo análogo al que
hemos hecho antes nos da que

‖τα = ǎ‖ ≤
∧

k∈ω
[Dαk],

donde Dαk = {t ∈ 2κ×ω |
∧

n ∈ k(t(α, n) = 1 ↔ n ∈ a)}, y un simple cálculo
nos da que m(Dαk) = 1/2k, luego podemos concluir que ‖τα = ǎ‖ = O.

La función caracteŕıstica de xα nos da una sucesión de ceros y unos que a su
vez determina la expresión decimal de un número real r ∈ M [G] que no puede
estar en M , pues en tal caso nos permitiŕıa reconstruir xα en M . Aśı pues, r
es un número real no constructibleM [G], de modo que (RL �= R)M [G]. Por el
teorema anterior, para probar que RL no es medible Lebesgue en M [G] basta
ver que no es nulo. Supongamos que lo es.

Sean t1k y t2k dos términos absolutos para modelos transitivos de ZFC tales
que {(t1k, t2k)}k<ω sea una enumeración de todos los pares de números racio-
nales (r, s) con r < s (existe porque podemos definirlo expĺıcitamente, es decir,
podemos dar un criterio sencillo que a cada número natural k le asigne un par
de números racionales en las condiciones indicadas). Sea Ik ≡ ]t1k, t2k[.

Para todo número racional ε > 0, existe x ∈ (Pω)M [G] tal que, en M [G],

RL ⊂ ⋃
k∈x

Ik y µ
( ⋃
k∈x

Ik

)
≤ ε.

Sea x = τG con τ ∈ MB. Sea

[T ] =
∥∥RL ⊂ ⋃

k∈τ

Ik ∧ µ
( ⋃
k∈τ

Ik

)
≤ ε̌

∥∥ ∈ G.

Todo cuanto sigue se ha de entender relativizado a M :
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Si k ∈ ω, sea Ak ∈ Aκ×ω tal que [Ak] = [T ] ∧ ‖ǩ ∈ τ‖. Cambiando el
representante de la clase podemos suponer que Ak ⊂ T . Sea λ = µ × m, es
decir, el producto de la medida de Lebesgue por la medida de Cantor. Sea

E =
⋃

k∈ω

Ik × Ak.

Vamos a probar que λ(E) ≤ ε. Para ello basta probar que, para todo k0 ∈ ω,

λ
( ⋃
k<k0

Ik × Ak

)
≤ ε.

Si a = [A] ≤ [T ], entonces existen c = [C] ≤ a e Y ⊂ k0 tales que

c � τ ∩ ǩ0 = Y̌ y µ
( ⋃
k∈Y

Ik

)
≤ ε.

En efecto, basta tomar un ultrafiltro genérico H tal que a ∈ H, Y = τH ∩k0

y c ∈ H que fuerce esto. Como [T ] ∈ H se cumple(
µ
( ⋃
k∈Y

Ik

)
≤ ε

)M [H]

y, por consiguiente, (
µ
( ⋃
k∈Y

Ik

)
≤ ε

)M

,

ya que la medida de una unión finita de intervalos con extremos racionales
depende sólo de dichos extremos y es la misma en M o en M [H].

Con esto hemos probado que el conjunto

D = {c ∈ B |
∨

Y ⊂ k0(c � τ ∩ ǩ0 = Y̌ ∧ µ
( ⋃
k∈Y

Ik

)
≤ ε.)}

es denso bajo [T ].

Más aún, si c ∈ D (c ≤ [T ]) e Y cumple la definición de D, o bien k ∈ Y ,
en cuyo caso [C] ≤ [T ] ∧ ‖κ̌ ∈ τ‖ = [Ak], o bien k ∈ k0 \ Y , en cuyo caso
[Ak] ∧ [C] = O. Por lo tanto

λ
( ⋃
k<k0

Ik ×
(
Ak ∩ C

))
= λ

( ⋃
k∈Y

Ik ×
(
Ak ∩ C

))
= λ

( ⋃
k∈Y

Ik × C
)

= µ
( ⋃
k∈Y

Ik

)
m(C) ≤ ε m(C).

Sea {[Cr]}r<ω una anticadena maximal en D. Entonces Ak \ ⋃
r<ω

Cr es nulo,

o de lo contrario su clase en B seŕıa no nula y ≤ [T ], luego tendŕıa una extensión
en D que permitiŕıa extender la anticadena. Aśı pues,

λ
( ⋃
k<k0

Ik × Ak

)
= λ

( ⋃
k<k0

Ik ×
(
Ak ∩ ⋃

r<ω
Cr

))
= λ

( ⋃
r<ω

⋃
k<k0

Ik ×
(
Ak ∩ Cr

))
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≤ ∑
r<ω

λ
( ⋃
k<k0

Ik ×
(
Ak ∩ Cr

))
≤ ∑

r<ω
ε m(Cr) =

∑
r<ω

ε m([Cr]) = ε m(
⋃

r<ω
[Cr]) ≤ ε.

Tenemos, pues, que λ(E) ≤ ε. Como λ(R×T ) = +∞ (ya que T tiene medida
positiva, porque [T ] ∈ G) ha de ser λ(R× T \ E) > 0. Por el teorema de Fubini
existe un r ∈ R tal que la sección A = {t ∈ T | (r, t) /∈ E} cumple m(A) > 0.

Notemos que r ∈ RM = (RL)M [H], para cualquier ultrafiltro genérico H,
luego ‖ř ∈ RL‖ = 1l. Como [A] ≤ [T ], tenemos que [A] � RL ⊂ ⋃

k∈τ

Ik, luego

[A] � ř ∈ ⋃
k∈τ

Ik.

Sea H un ultrafiltro genérico tal que [A] ∈ H, sea k ∈ τH tal que r ∈ Ik, sea
[C] ∈ H tal que [C] � ǩ ∈ τ . Podemos exigir que C ⊂ A ∩ T , pero entonces
[C] ≤ [T ] ∧ ‖ǩ ∈ τ‖ = [Ak], luego existe t ∈ C ∩ Ak y entonces (r, t) ∈ E, en
contradicción con que t ∈ A.

Aśı pues, es consistente que el cardinal de R sea arbitrariamente grande pero
que exista un subconjunto de R no medible Lebesgue de cardinal ℵ1.

10.3 Extensiones de la medida de Lebesgue

Vitali demostró que no todo subconjunto de R es medible Lebesgue, aunque
su argumento prueba de hecho algo más general: no existe ninguna extensión de
la medida de Lebesgue a una medida en PR que sea invariante por traslaciones.
No obstante, queda abierta la cuestión de si es posible extender la medida de
Lebesgue a PR aunque sea perdiendo esta propiedad. La definición siguiente
nos ayuda a precisar cómo seŕıa tal extensión:

Definición 10.21 Diremos que µ es una medida en un conjunto S si es una
medida en el álgebra PS. Diremos que µ es no trivial si

∧
a ∈ S µ({a}) = 0.

Una extensión µ de la medida de Lebesgue seŕıa una medida σ-finita, no
trivial y no atómica en R. En efecto, seŕıa no atómica porque, si A ⊂ R fuera
un átomo, podŕıamos dividir R en una unión numerable de intervalos disjuntos
de medida menor que µ(A), con lo que la intersección de A con estos intervalos
tendŕıa que ser una partición de A en conjuntos nulos, lo cual es absurdo.

Más aún, la restricción de esta medida a [0, 1] seŕıa una medida unitaria, no
trivial y no atómica en [0, 1].

La prueba del teorema siguiente es trivial:

Teorema 10.22 Sea µ una medida finita en un conjunto S y sea f : S −→ T .
Entonces la aplicación σ : PT −→ [0, 1] dada por

σ(Z) =
µ(f−1[Z])

µ(S)

es una medida unitaria en T . Además, si κ es un cardinal infinito, σ es κ-aditiva
si y sólo si lo es µ.
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El teorema siguiente nos permite reformular el problema de la existencia de
una extensión de la medida de Lebesgue en términos puramente conjuntistas.

Teorema 10.23 Si existe una medida unitaria, no atómica y no trivial en un
conjunto S, entonces existe una medida en R que extiende a la medida de Le-
besgue. Si κ es un cardinal infinito, esta medida será κ-aditiva si lo es la dada.

Demostración: Sea µ : PS −→ [0, 1] una medida en las condiciones del
enunciado. Definimos x : 2<ω −→ PS de modo que x∅ = S y si u ∈ 2<ω,
entonces {xu,0, xu,1} es una partición de xu en dos conjuntos de igual medida (lo
cual es posible por el teorema 10.5). Aśı, si u ∈ n2, tenemos que µ(xu) = 1/2n.

Para cada u ∈ 2ω sea xu =
⋂

n<ω
xu|n . Es claro que {xu}u∈2ω es una partición

de S en conjuntos nulos.

Sea λ : P2ω −→ [0, 1] la función dada por λ(Z) = µ
( ⋃
u∈Z

xu

)
. Es inmediato

comprobar que λ es una medida unitaria no trivial κ-aditiva en 2ω.

Sea F : 2ω −→ [0, 1] la aplicación dada por

F (u) =
∑
n<ω

u(n)
2n+1

,

es decir, la aplicación que a cada sucesión de ceros y unos le hace corresponder
el número real con dicho desarrollo binario.

Según el teorema anterior, la aplicación σ0 : P[0, 1] −→ [0, 1] dada por
σ0(X) = λ(F−1[X]) es una medida unitaria y κ-aditiva.

Además σ0 es no trivial, pues, como es bien sabido, un número real en [0, 1]
tiene a lo sumo dos antiimágenes por F , lo cual sucede cuando su desarrollo
binario es finalmente igual a 0 o finalmente igual a 1, pues entonces admite un
desarrollo de cada tipo.

Veamos que si 0 ≤ k < 2n entonces σ0

(]
k
2n , k+1

2n

[)
= σ0

([
k
2n , k+1

2n

])
= 1

2n .

Sea k =
∑
i<n

ai 2i el desarrollo binario de k. Entonces

k

2n
=

∑
r<ω

u(r)
2r+1

, donde
∧

r ≥ n u(r) = 0,

k + 1
2n

=
∑
r<ω

v(r)
2r+1

, donde v|n = u|n ∧
∧

r ≥ n v(r) = 1.

Sea T = {w ∈ 2ω | w|n = u|n = v|n}. Es claro que

F−1

(]
k

2n
,
k + 1
2n

[)
⊂ T ⊂ F−1

([
k

2n
,
k + 1
2n

])
,

por lo que los tres conjuntos tienen la misma medida λ, luego

σ0

(]
k

2n
,
k + 1
2n

[)
= σ0

([
k

2n
,
k + 1
2n

])
= λ(T ) = µ

( ⋃
w∈T

xw

)
= µ(xu|n) =

1
2n

.
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Para cada m ∈ Z, sea σm : P[m, m + 1] −→ [0, 1] la aplicación dada por
σm(X) = σ0(X − m). Por el teorema anterior σm es una medida unitaria no
trivial κ-aditiva en [m, m + 1]. Sea σ : PR −→ [0,+∞] la aplicación dada por

σ(X) =
∑

m∈Z

σm(X ∩ [m, m + 1]).

Una simple comprobación rutinaria muestra que σ es una medida σ-finita
no trivial κ-aditiva en R. Además, si m ∈ Z y 0 ≤ k < 2n, se cumple que

σ

(]
m +

k

2n
, m +

k + 1
2n

[)
= σm

(]
m +

k

2n
, m +

k + 1
2n

[)

= σ0

(]
k

2n
,
k + 1
2n

[)
=

1
2n

,

de donde se sigue a su vez que si k, l ∈ Z, k < l entonces

σ

(]
k

2n
,

l

2n

[)
=

l − k

2n
.

Vemos aśı que σ coincide con la medida de Lebesgue en los intervalos de
extremos k/2n. Todo intervalo abierto en R se puede expresar como unión
creciente de intervalos de este tipo, luego σ coincide con la medida de Lebesgue
sobre todos los intervalos abiertos. Según 10.7, σ coincide con la medida de
Lebesgue sobre la σ-álgebra de Borel, y es fácil ver entonces que σ extiende a
la medida de Lebesgue.

De este modo, la existencia de una extensión (κ-aditiva) a PR de la medida
de Lebesgue equivale a que exista una medida unitaria no trivial y no atómica
(κ-aditiva) en un conjunto S cualquiera. Es obvio que la existencia de tal medida
en un conjunto S sólo depende de su cardinal, por lo que podemos limitarnos a
estudiar medidas sobre cardinales. Ahora conviene observar lo siguiente:

Teorema 10.24 Si ν es el menor cardinal sobre el que existe una medida uni-
taria no trivial κ-aditiva, entonces dicha medida es ν-aditiva.

Demostración: Sea µ la medida del enunciado. Si no fuera ν-aditiva, por
el teorema 10.17 existen conjuntos nulos {Xδ}δ<α, con α < ν cuya unión X
tiene medida positiva. Podemos suponerlos disjuntos dos a dos.

Sea f : X −→ α dada por f(x) = δ ↔ x ∈ Xδ. Es claro que la restricción
de µ a PX es una medida finita κ-aditiva no trivial en X. Por 10.22 tenemos
que existe una medida unitaria κ-aditiva σ : Pα −→ [0, 1], que claramente es
no trivial, pues si δ ∈ α entonces σ({δ}) = µ(f−1[{δ}]) = µ(Xδ) = 0. Esto
contradice la minimalidad de ν.

Las definiciones siguientes constituyen el marco más adecuado para continuar
nuestro análisis. Fueron introducidas por Banach en 1930.

Definición 10.25 Una medida fuerte en un cardinal κ es una medida unitaria
κ-aditiva no trivial sobre κ. Un cardinal κ es R-medible si existe una medida
fuerte sobre κ.
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Notemos que en la definición de medida fuerte no hemos exigido que ésta
sea no atómica. El teorema siguiente muestra por qué.

Teorema 10.26 (Ulam) Si κ es un cardinal R-medible, entonces se da uno de
los dos casos siguientes:

a) κ > 2ℵ0 , es fuertemente inaccesible y todas las medidas fuertes en κ son
atómicas.

b) κ ≤ 2ℵ0 , es débilmente inaccesible y todas las medidas fuertes en κ son no
atómicas.

Demostración: Notemos en primer lugar que todo cardinal R-medible es
regular. En efecto, fijada una medida fuerte en κ, si éste se descompusiera en
menos de κ conjuntos de cardinal menor que κ, cada uno de ellos seŕıa nulo
(pues se expresa como unión de menos de κ conjuntos puntuales, todos ellos
nulos), luego κ tendŕıa medida cero, de nuevo por la κ-aditividad.

Si κ tiene una medida fuerte no atómica, la prueba del teorema 10.23 muestra
que κ se descompone en 2ℵ0 conjuntos nulos, luego la medida no puede ser
(2ℵ0)+-aditiva. Como śı que es κ-aditiva, ha de ser κ ≤ 2ℵ0 .

Supongamos ahora que κ tiene una medida fuerte atómica µ. Sea A ⊂ κ un
átomo. Definimos σ : Pκ −→ {0, 1} mediante

σ(X) =
{

1 si µ(A ∩ X) = µ(A),
0 si µ(A ∩ X) = 0.

Es claro que σ es también una medida fuerte en κ, una medida bivaluada.
Tenemos que κ es regular no numerable (no existen medidas en ω). Veamos
ahora que es un ĺımite fuerte, con lo que será fuertemente inaccesible. Por
reducción al absurdo, supongamos que existe un cardinal ν < κ tal que 2ν ≥ κ.
Sea S ⊂ ν2 tal que |S| = κ. Sea σ una medida fuerte bivaluada en S (si hay
una en κ, hay una en S). Para cada α < ν, sea εα ∈ 2 tal que el conjunto

Xα = {f ∈ S | f(α) = εα}

tenga medida 1. Como σ es κ-aditiva y ν < κ, la unión de los complementarios
tiene medida 0, es decir,

σ
( ⋂
δ<ν

Xδ

)
= 1.

Sin embargo, esta intersección contiene sólo una función, a saber, la dada
por f(α) = εα, contradicción.

En particular κ > 2ℵ0 . Con esto tenemos probado todo el teorema excepto
el hecho de que los cardinales R-medibles ≤ 2ℵ0 son débilmente inaccesibles. De
hecho sólo nos falta probar que son cardinales ĺımite. Supongamos, pues que
κ = ν+ y sea µ una medida fuerte en κ.

Para cada α < κ sea fα : ν −→ α suprayectiva y, para β < κ, γ < ν, sea

Aβγ = {α < κ | fα(γ) = β}.
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Si β < κ, entonces para cada α ≥ β existe un γ < ν tal que fα(γ) = β, luego
α ∈ Aβγ , con lo que

κ \ ⋃
γ<ν

Aβγ ⊂ β.

Aśı,
∣∣∣κ \ ⋃

γ<ν
Aβγ

∣∣∣ ≤ ν, luego µ
(
κ \ ⋃

γ<ν
Aβγ

)
= 0, luego µ

( ⋃
γ<ν

Aβγ

)
> 0.

Concluimos que para cada β < κ existe un γβ < ν tal que µ(Aβγβ
) > 0.

Ha de existir un conjunto W ⊂ κ de cardinal κ y un γ < ν de modo que∧
β ∈ W γβ = γ. De este modo, {Aβγ | β ∈ W} es una familia no numerable

de subconjuntos de κ disjuntos dos a dos y con medida positiva, pero esto es
imposible, pues el ideal de los conjuntos nulos cumple la condición de cadena
numerable (teorema 10.2 f).

Ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 10.27 Existe una extensión de la medida de Lebesgue a PR si y sólo
si existe un cardinal R-medible κ ≤ 2ℵ0 .

Un caso muy particular de este teorema es que si, por ejemplo, 2ℵ0 = ℵ1,
entonces no existen medidas no triviales en R. Esto lo probaron Banach y
Kuratowski en 1929.

Como en ZFC no es posible demostrar la existencia de cardinales inacce-
sibles, concluimos que es consistente que no existan cardinales R-medibles ni
extensiones de la medida de Lebesgue. Por otra parte, es imposible demos-
trar la consistencia de la existencia de cardinales R-medibles aun suponiendo la
consistencia de ZFC. A lo sumo cabŕıa esperar un teorema de la forma “si es
consistente que exista un cardinal inaccesible, entonces también lo es la existen-
cia de un cardinal R-medible”, pero ni siquiera esto es posible. La razón es que
la existencia de cardinales R-medibles implica la consistencia de que existan infi-
nitos cardinales inaccesibles, infinitos cardinales de Mahlo e infinitos cardinales
mucho mayores que éstos. Con todo, la consistencia de que existan cardinales
R-medibles es una “conjetura razonable”, pero esto sólo puede argüirse desde
la profunda teoŕıa que se ocupa de ellos: la teoŕıa de cardinales grandes.
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Caṕıtulo XI

Cardinales medibles

En el caṕıtulo anterior hemos visto que la existencia de una medida no trivial
en un conjunto implica la existencia de cardinales R-medibles, que en particu-
lar son cardinales inaccesibles. La situación es distinta según si la medida es
atómica o no atómica. El menor cardinal con una medida atómica es fuerte-
mente inaccesible, mientras que el menor cardinal con una medida no atómica
es débilmente inaccesible. La posibilidad de extender la medida de Lebesgue
está relacionada con la existencia de medidas no triviales no atómicas, pero las
medidas atómicas dan lugar a una teoŕıa mucho más espectacular y con un im-
pacto mucho mayor en la teoŕıa de conjuntos. Además, veremos que en última
instancia los dos tipos de medidas son dos caras de una misma moneda.

En este caṕıtulo estudiaremos los cardinales dotados de una medida fuerte
atómica. En realidad en este caso el lenguaje de teoŕıa de la medida resulta
superfluo, por lo que empezaremos eliminándolo.

11.1 Definiciones básicas

Comencemos observando que una medida µ en un cardinal κ para la que
exista un átomo A da lugar a una medida bivaluada λ : Pκ −→ {0, 1} dada por

λ(X) =
{

1 si µ(X ∩ A) = µ(A),
0 si µ(X ∩ A) = 0.

Esta medida conserva la misma aditividad que µ y es no trivial si µ lo es.
Por ello podemos restringirnos a considerar medidas bivaluadas. El hecho de
que todo subconjunto de κ tenga medida 0 o 1 se traduce en que el ideal I
de los conjuntos nulos sea un ideal primo o, equivalentemente, en que el filtro
dual U de los conjuntos de medida 1 sea un ultrafiltro. Es obvio que la medida
está completamente determinada por cualquiera de los dos. La aditividad de la
medida se refleja en la completitud del ideal primo o del ultrafiltro asociado. La
definición siguiente es la particularización a un álgebra PX de la definición 7.40.

269
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Definición 11.1 Sea κ un cardinal infinito. Un filtro F en un conjunto X es
κ-completo si la intersección de menos de κ elementos de F está en F . Un ideal
I en X es κ-completo si la unión de menos de κ elementos de I está en I. Los
ideales y filtros ℵ1-completos se llaman también σ-completos.

Aśı, el teorema 10.17 implica que una medida en X es κ-aditiva si y sólo si
su ideal de conjuntos nulos es κ-completo. En particular el ideal de conjuntos
nulos de una medida es siempre σ-completo,luego las medidas bivaluadas en
un cardinal κ determinan ultrafiltros (o ideales primos) σ-completos en κ, pero
ahora podemos decir que también se da el rećıproco: cada ultrafiltro (o cada
ideal primo) σ-completo en κ determina una medida bivaluada en κ de forma
natural. Las medidas ν-aditivas se corresponden con los ultrafiltros ν-completos.
A menudo es útil esta caracterización de la completitud:

Teorema 11.2 Sea κ un cardinal infinito. Un ultrafiltro U en un conjunto X
es κ-completo si y sólo si no existen particiones de X en menos de κ conjuntos
no pertenecientes a U .

Demostración: Si {Xα}α<β , con β < κ es una partición de X tal que
Xα /∈ U , para todo α < β, entonces X \ Xα ∈ U , luego, si U es κ-completo,⋂
α<β

(X \ Xα) = ∅ ∈ U , contradicción.

Rećıprocamente, si U no es κ completo existen conjuntos {Xα}α<β en U , con
β < κ, cuya intersección no está en U . Para cada α < β sea Yα = X \ Xα /∈ U ,
y sea Yβ =

⋂
α<β

Xα /∈ U . Es claro que

⋃
α≤β

Yα = X.

Definimos Zα = Yα \ ⋃
δ<α

Yδ. Aśı los conjuntos Zα son disjuntos dos a dos,

su unión sigue siendo X y siguen sin estar en U (porque Zα ⊂ Yα).

Una medida (bivaluada) es no trivial si los puntos tienen medida 0, es decir,
si no están en su ultrafiltro asociado. Aśı pues, las medidas no triviales se
corresponden con los ultrafiltros no principales en el sentido de la definición
siguiente:

Definición 11.3 Un ultrafiltro U en un conjunto X es principal si existe x0 ∈ X
tal que {x0} ∈ U , lo cual equivale a que

U = {A ⊂ X | x0 ∈ A}.

Aśı pues, U es no principal si no contiene a conjuntos de cardinal 1, si y sólo
si todos los conjuntos de cardinal 1 están en su ideal primo dual I, si y sólo
si todos los conjuntos finitos están en I, si y sólo si U no contiene conjuntos
finitos.

Los conjuntos cofinitos en un conjunto infinito X forman un filtro F , de
modo que un ultrafiltro es no principal si y sólo si extiende a F .
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Definición 11.4 Una medida de Ulam en un conjunto X es un ultrafiltro σ-
completo no principal en X. Un cardinal κ es medible Ulam si tiene una medida
de Ulam.

Una medida en un conjunto cardinal κ es un ultrafiltro κ-completo no prin-
cipal en κ. Un cardinal κ es medible si tiene una medida.

En términos de medidas (en el sentido usual de la teoŕıa de la medida) un
cardinal κ es medible Ulam si existe una medida bivaluada no trivial sobre κ, lo
cual equivale a su vez a que exista una medida atómica no trivial sobre κ. Aśı
mismo, κ es medible si existe una medida fuerte atómica sobre κ, es decir, si es
R-medible y κ > 2ℵ0 . No obstante nunca necesitaremos este punto de vista. Al
contrario, lo que haremos será adaptar el lenguaje de la teoŕıa de la medida a
los ultrafiltros:

Si hemos fijado una medida U (o una medida de Ulam) en un cardinal κ,
llamaremos subconjuntos nulos de κ a los subconjuntos que no están en U .
Diremos que un hecho se cumple para casi todo elemento de κ si el conjunto de
elementos que lo cumplen está en U . Notemos que si U es una medida en κ,
todos los subconjuntos de κ de cardinal menor que κ son nulos (pues son unión
de menos de κ conjuntos puntuales).

El teorema siguiente es una parte de 10.26. No hay ninguna dificultad en ais-
lar la prueba de los demás hechos demostrados alĺı sobre cardinales R-medibles,
ni en reformularla exclusivamente en términos de ultrafiltros.

Teorema 11.5 Todo cardinal medible es fuertemente inaccesible.

Los teoremas siguientes son versiones de 10.22 y de 10.24. La demostración
del primero es trivial.

Teorema 11.6 Sea f : X −→ X ′ y F un filtro κ-completo en X. Entonces el
conjunto f [F ] = {A ⊂ X ′ | f−1[A] ∈ F} es un filtro κ-completo en X ′. Si F
es un ultrafiltro, f [F ] también lo es. Si F es una medida de Ulam en X y f es
inyectiva, entonces f [F ] es una medida de Ulam en X ′.

De aqúı se sigue que si un cardinal κ es medible Ulam, también lo son todos
los cardinales posteriores. Aśı pues, o bien no hay cardinales medibles Ulam,
o bien la clase de los cardinales se divide en dos partes: primero están los
cardinales no medibles Ulam y por encima de ellos vienen todos los cardinales
medibles Ulam.

Teorema 11.7 Existen cardinales medibles Ulam si y sólo si existen cardinales
medibles. En tal caso el mı́nimo cardinal medible Ulam es medible.

Demostración: Obviamente todo cardinal medible es medible Ulam, luego
basta probar la última afirmación. Sea κ el mı́nimo cardinal medible Ulam y
sea U una medida de Ulam en κ. Vamos a probar que de hecho es una medida,
es decir, que es κ-completa. En caso contrario, por el teorema 11.2, existe una
partición de κ de la forma {Xα}α<µ, con µ < κ, formada por conjuntos nulos.
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Sea f : κ −→ µ la función dada por f(α) = β ↔ α ∈ Xβ . Por el teorema
anterior f [U ] es un ultrafiltro σ-completo en U . Además no es principal, pues si
existe un α < µ tal que {α} ∈ f [U ], entonces Xα = f−1[{α}] ∈ U , contradicción.
Por lo tanto µ es un cardinal medible Ulam, lo que contradice la minimalidad
de κ.

11.2 El teorema de los ultraproductos

Una de las técnicas más fruct́ıferas en el estudio de los cardinales medibles
proviene de la teoŕıa de modelos y consiste en la construcción de ultrapotencias
de la clase universal. En esta sección mostraremos los resultados de la teoŕıa
de modelos que motivan esta técnica y en la sección siguiente la adaptaremos
al estudio de los cardinales medibles.

Definición 11.8 Sea {Mi}i∈I una familia de modelos de un lenguaje formal L

y sea U un ultrafiltro en I. Definimos en
∏
i∈I

Mi la relación dada por

f =U g ↔ {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ U.

Se comprueba sin dificultad que =U es una relación de equivalencia, por lo
que podemos definir el conjunto cociente, al que llamaremos ultraproducto de la
familia dada, y lo representaremos por

∏
i∈I

UMi.

Definimos en el ultraproducto M la siguiente estructura de modelo de L:

• Si c es una constante de L, definimos M(c) = [c̄], donde c̄ ∈ ∏
i∈I

Mi es la
función dada por c̄(i) = Mi(c).

• Si R es un relator n-ádico de L, entonces

M(R)([f1], . . . , [fn]) ↔ {i ∈ I | Mi(R)(f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U.

• Si F es un funtor n-ádico de L, entonces M(F )([f1], . . . , [fn]) = [f ], donde

f(i) = Mi(F )(f1(i), . . . , fn(i)).

Se comprueba sin dificultad que estas relaciones y funciones están bien defi-
nidas, aśı como que el igualador se interpreta como la igualdad.

Teorema 11.9 (Teorema fundamental de los ultraproductos) Sea
{Mi}i∈I una familia de modelos de un lenguaje formal L y sea U un ultrafiltro
en I. Si φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L) y f1, . . . , fn ∈ ∏

i∈I

Mi, entonces

∏
i∈I

UMi � φ[[f1], . . . , [fn]] ↔ {i ∈ I | Mi � φ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U.

En particular, si φ es una sentencia,∏
i∈I

UMi � φ ↔ {i ∈ I | Mi � φ} ∈ U.
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Demostración: Sea t(x1, . . . , xn) un término de L y f1, . . . , fn ∈ ∏
i∈I

Mi.
Veamos que (∏

i∈I

UMi

)
(t)[[f1], . . . , [fn]] = [g],

donde g(i) = Mi(t)[f1(i), . . . , fn(i)].

Lo probamos por inducción sobre la longitud de t. Si t(x1, . . . , xn) = xi,
entonces el miembro izquierdo es [fi], y g = fi, luego se cumple la igualdad.

Si t(x1, . . . , xn) = c, donde c es una constante de L, entonces el miembro
izquierdo es [c̄] y g = c̄, luego se cumple la igualdad.

Si t(x1, . . . , xn) = Ft1(x1, . . . , xn) · · · tr(x1, . . . , xn), donde F es un funtor
r-ádico de L, entonces (∏

i∈I

UMi

)
(t)[[f1], . . . , [fn]]

=
(∏

i∈I

UMi

)
(F )

((∏
i∈I

UMi

)
(t1)[[f1], . . . , [fn]], . . . ,

(∏
i∈I

UMi

)
(tr)[[f1], . . . , [fn]]

)
=

(∏
i∈I

UMi

)
(F )([g1], . . . , [gr]) = [g],

donde gj(i) = Mi(tj)[f1(i), . . . , fn(i)] (por hipótesis de inducción) y

g(i) = Mi(F )(g1(i), . . . , gr(i)) = Mi(t)[f1(i), . . . , fn(i)].

Veamos ahora el teorema por inducción sobre la longitud de φ.

Si φ(x1, . . . , xn) = Rt1(x1, . . . , xn) · · · tr(x1, . . . , xn), donde R es un relator
r-ádico de L, entonces ∏

i∈I

UMi � φ[[f1], . . . , [fn]]

↔
(∏

i∈I

UMi

)
(R)

((∏
i∈I

UMi

)
(t1)[[f1], . . . , [fn]], . . . ,

(∏
i∈I

UMi

)
(tr)[[f1], . . . , [fn]]

)
↔

(∏
i∈I

UMi

)
(R)([g1], . . . , [gr]),

donde, según hemos probado, gj(i) = Mi(tj)[f1(i), . . . , fn(i)]. Esto equivale a

{i ∈ I | Mi(R)[g1(i), . . . , gr(i)]} ∈ U ↔ {i ∈ I | Mi � φ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U.

Si φ(x1, . . . , xn) = ¬ψ(x1, . . . , xn) y el teorema vale para ψ, entonces∏
i∈I

UMi � φ[[f1], . . . , [fn]] ↔ ¬∏
i∈I

UMi � ψ[[f1], . . . , [fn]]

↔ {i ∈ I | Mi � ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U

↔ {i ∈ I | Mi � φ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U.
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Si φ(x1, . . . , xn) = ψ(x1, . . . , xn) → χ(x1, . . . , xn) y el teorema vale para ψ
y χ, probaremos la coimplicación de las negaciones, es decir, que

¬∏
i∈I

UMi � (ψ → χ)[[f1], . . . , [fn]]

↔ {i ∈ I | Mi � (ψ → χ)[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U

En efecto,
¬∏

i∈I

UMi � (ψ → χ)[[f1], . . . , [fn]]

↔ ∏
i∈I

UMi � ψ[[f1], . . . , [fn]] ∧ ¬∏
i∈I

UMi � χ[[f1], . . . , [fn]]

↔ {i ∈ I | Mi � ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

∧ {i ∈ I | Mi � ¬χ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

↔ {i ∈ I | Mi � ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∩ {i ∈ I | Mi � ¬χ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

↔ {i ∈ I | ¬Mi � (ψ → χ)[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

↔ {i ∈ I | Mi � (ψ → χ)[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U.

Si φ(x1, . . . , xn) =
∧

xψ(x, x1, . . . , xn) y el teorema vale para ψ, probaremos
también la coimplicación de las negaciones:

¬∏
i∈I

UMi �
∧

x ψ[[f1], . . . , [fn]]

↔ {i ∈ I | Mi �
∧

x ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U.

En efecto:

¬∏
i∈I

UMi �
∧

x ψ[[f1], . . . , [fn]] ↔
∨

f ∈ ∏
i∈I

Mi¬
∏
i∈I

UMi � ψ[[f ], [f1], . . . , [fn]]

↔
∨

f ∈ ∏
i∈I

Mi {i ∈ I | Mi � ψ[f(i), f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U

↔
∨

f ∈ ∏
i∈I

Mi {i ∈ I | Mi � ¬ψ[f(i), f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U. (11.1)

Basta probar que esto equivale a

{i ∈ I | Mi �
∨

x¬ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U, (11.2)

pues claramente esto equivale a {i ∈ I | Mi �
∧

xψ[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U .

Si f cumple (11.1), es claro que el conjunto de (11.1) está contenido en el
conjunto de (11.2). Como el primero está en U el segundo también. Rećıproca-
mente, si se cumple (11.2), para cada i en el conjunto de (11.2) sea f(i) ∈ Mi tal
que Mi � ¬ψ[f(i), f1(i), . . . , fn(i)] y para los demás i ∈ I tomamos f(i) ∈ Mi

arbitrario. Es claro que f cumple (11.1).
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Definición 11.10 Si M es un modelo de un lenguaje formal L, I es un con-
junto y U es un ultrafiltro en I, se define la ultrapotencia UltU (M) como el
ultraproducto

∏
i∈I

UM , que es también un modelo de L.

Definimos además jU : M −→ UltU (M) mediante jU (a) = [ca], donde ca es
la función constante dada por

∧
i ∈ I ca(i) = a.

Del teorema anterior se sigue inmediatamente:

Teorema 11.11 Sea M un modelo de un lenguaje formal L y U un ultrafiltro
en un conjunto I. Entonces jU : M −→ UltU (M) es una inmersión elemental.

Demostración: Si φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L) y a1, . . . , an ∈ M , entonces

M � φ[a1, . . . , an] ↔ {i ∈ I | M � φ[ca1(i), . . . , can(i)]} ∈ U

↔ UltU (M) � φ[jU (a1), . . . , jU (an)].

Como aplicación del teorema de los ultraproductos demostramos el teorema
de compacidad:

Teorema 11.12 (Teorema de compacidad) Sea Γ un conjunto de senten-
cias de un lenguaje formal L. Si todo subconjunto finito de Γ tiene un modelo,
entonces Γ tiene un modelo.

Demostración: Sea I el conjunto de todos los subconjuntos finitos de Γ.
Para cada ∆ ∈ I sea M∆ un modelo de L tal que M∆ � ∆ y sea

I∆ = {E ∈ I | ME � ∆}.

Sea S = {I∆ | ∆ ∈ I}. Claramente S cumple la propiedad de la intersección
finita, pues si ∆1, . . . ,∆n ∈ I y ∆ = ∆1 ∪ · · · ∪ ∆n, entonces

I∆ ⊂ I∆1 ∩ · · · ∩ I∆n ,

y además ∆ ∈ I∆ �= ∅. Por consiguiente S genera un filtro en I, que a su vez
está contenido en un ultrafiltro U . Si φ ∈ Γ, entonces

{∆ ∈ I | M∆ � φ} = I{φ} ∈ S ⊂ U,

luego por el teorema fundamental
∏

∆∈I

UM∆ � φ, es decir,
∏

∆∈I

UM∆ � Γ.

Ejercicio: Probar que si un conjunto Γ de sentencias de un lenguaje formal L admite
un modelo infinito, entonces admite un modelo de cualquier cardinal prefijado ≥ |L|.
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11.3 Ultrapotencias de V

Según hemos visto en la sección anterior, una ultrapotencia UltU (M) de
un modelo M es un modelo mayor, en el sentido de que existe una inmersión
elemental jU : M −→ UltU (M). Apurando al ĺımite las posibilidades de for-
malización de ZFC, aqúı vamos a construir ultrapotencias de la propia clase
universal V . Naturalmente, ello supone sustituir las técnicas y conceptos de la
teoŕıa de modelos propiamente dicha por las técnicas de la teoŕıa de modelos
transitivos. Veamos los detalles.

Definición 11.13 Sea I un conjunto y U un ultrafiltro en I. Sea V I la clase
de todas las funciones f : I −→ V . Definimos en V I la relación de equivalencia
dada por

f =U g ↔ {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ U.

Para cada f ∈ V I llamaremos [f ]∗ al conjunto de todas las funciones g ∈ V I

tales que g =U f de rango mı́nimo. Aśı, si α es el mı́nimo ordinal para el que
existe una función de rango α relacionada con f , tenemos que [f ]∗ ⊂ Vα+1,
luego [f ]∗ es un conjunto. No se cumple necesariamente que f ∈ [f ]∗, pero lo
que śı es cierto es que, si f , g ∈ V I , entonces [f ]∗ = [g]∗ ↔ f =U g.

Definimos Ult∗U (V ) = {[f ]∗ | f ∈ V I}. Sobre esta clase definimos la relación
R dada por

[f ]∗ R [g]∗ ↔ {i ∈ I | f(i) ∈ g(i)} ∈ U.

Se comprueba inmediatamente que R está bien definida, en el sentido de
que si f =U f ′ y g =U g′, entonces {i ∈ I | f(i) ∈ g(i)} ∈ U si y sólo si
{i ∈ I | f ′(i) ∈ g′(i)} ∈ U .

Para cada conjunto a ∈ V , sea ca : I −→ V la función constante ca(i) = a.
Definimos j∗U : V −→ Ult∗U (V ) mediante j∗U (a) = [ca]∗.

Tomamos d = j∗U (∅) y consideramos a (Ult∗U (V ), R, d) como modelo del
lenguaje de la teoŕıa de conjuntos. Ahora probamos el teorema fundamental. La
prueba es esencialmente la de 11.9 particularizada a ultrapotencias y al lenguaje
de la teoŕıa de conjuntos Lm. No obstante, hay una diferencia sustancial que
hemos de tener en cuenta, y es que Lm tiene descriptor.

Teorema 11.14 Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula del lenguaje de la teoŕıa de con-
juntos, sea U un ultrafiltro en un conjunto I y sean f1, . . . , fn ∈ V I . Entonces

φUlt∗U (V ) R d([f1]∗, . . . , [fn]∗) ↔ {i ∈ I | φV (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U.

Aśı mismo, si a1, . . . , an ∈ V , se cumple

φV (a1, . . . , an) ↔ φUlt∗U (V ) R d(j∗U (a1), . . . , j∗U (an)).

En particular, si φ es una sentencia se cumple φV ↔ φUlt∗U (V ) R d, por lo que
(Ult∗U (V ), R, d) es un modelo de ZFC.
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Demostración: Sea θ1, . . . , θr una sucesión adecuada de expresiones (de-
finición 1.22) tal que θr ≡ φ. Probaremos por inducción sobre k que si θk es
una fórmula entonces cumple el enunciado y si es un término y f1, . . . , fn ∈ V I

entonces
θ
Ult∗U (V ) R,d
k ([f1], . . . , [fn]) = [g],

donde g : I −→ V viene dada por g(i) = θV
k (f1(i), . . . , fn(i)).

Por simplicidad abreviaremos θUlt∗U (V ) R,d a θM .

Si θk ≡ x1 tenemos que g = f1, luego el resultado es trivial.

Si θk ≡ t1 ∈ t2 y f1, . . . , fn ∈ V I , tenemos que

tM1 ([f1], . . . , [fn]) = [g1], tM2 ([f1], . . . , [fn]) = [g2],

donde g1 y g2 están determinados por la hipótesis de inducción. Aśı,

θM
k ([f1], . . . , [fn]) ↔ [g1]R [g2] ↔ {i ∈ I | g1(i) ∈ g2(i)} ∈ U

↔ {i ∈ I | tV1 (f1(i), . . . , fn(i)) ∈ tV2 (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U

↔ {i ∈ I | θV
k (f1(i), . . . , fn(i)))} ∈ U.

El caso θk ≡ t1 = t2 es similar, usando la definición de =U .

Si θk ≡ ¬α, por hipótesis de inducción tenemos que

αM ([f1], . . . , [fn]) ↔ {i ∈ I | αV (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U

y, como U es un ultrafiltro,

¬αM ([f1], . . . , [fn]) ↔ V I \ {i ∈ I | αV (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U,

pero esto equivale a

¬αM ([f1], . . . , [fn]) ↔ {i ∈ I | ¬αV (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U,

que es lo que hab́ıa que probar.

Si θk ≡ α → β probaremos la coimplicación de las negaciones:

¬(α → β)M ([f1], . . . , [fn]) ↔ αM ([f1], . . . , [fn]) ∧ ¬βM ([f1], . . . , [fn]).

Usando la hipótesis de inducción y el caso anterior esto equivale a

{i ∈ I | αV (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U ∧ {i ∈ I | ¬βV (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U

↔ {i ∈ I | (αV ∧ ¬βV )(f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U

↔ {i ∈ I | ¬(α → β)V (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U.

Usando que U es un ultrafiltro esto equivale a que

{i ∈ I | θV
k (f1(i), . . . , fn(i))} /∈ U,
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que es lo que teńıamos que probar.

Si θk ≡
∧

xα probaremos también la coimplicación de las negaciones:

¬θM
k ([f1], . . . , [fn]) ↔

∨
f ∈ V I¬αM ([f ], [f1], . . . , [fn]).

Usando la hipótesis de inducción y el caso ¬α ya probado, esto equivale a∨
f ∈ V I{i ∈ I | ¬αV (f(i), f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U. (11.3)

Falta probar que esto equivale a

{i ∈ I |
∨

x ∈ V ¬αV (x, f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U. (11.4)

En efecto, si existe f según (11.3) es claro que el conjunto que está en U según
(11.3) está contenido en el conjunto que ha de estar en U según (11.4), luego se
cumple (11.4). Rećıprocamente, si se cumple (11.4), para cada i en el conjunto
indicado tomamos f(i) ∈ V de modo que se cumpla αV (f(i), f1(i), . . . , fn(i)),
y si i no está en el conjunto dado por (11.4) tomamos como f(i) cualquier
elemento de V . Es claro que f cumple (11.3).

Si θk ≡ x|α, sea g(i) = θV
k (f1(i), . . . , fn(i)). Por hipótesis de inducción

1∨
x ∈ M αM (x, [f1], . . . , [fn]) ↔ {i ∈ I |

1∨
x ∈ V αV (x, f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U.

Llamemos X al conjunto de la derecha. Si se da la unicidad, entonces X ∈ U
y hemos de probar que [g] es el único elemento de M que cumple αM . Ahora
bien, por la unicidad basta ver que αM ([g], [f1], . . . , [fn]) y por hipótesis de
inducción esto sucede si y sólo si

{i ∈ I | αV (g(i), f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U,

y X está contenido en este conjunto.

Si no se da la unicidad, entonces I \ X ∈ U y para cada i ∈ I \ X tenemos
que g(i) = ∅ = c∅(i), luego [g] = j∗U (∅) = d = θM

k ([f1], . . . , [fn]).

El resto del teorema es consecuencia inmediata de la primera parte.

Tenemos que Ult∗U (V ) es un modelo de ZFC, pero no es un modelo natural.
Vamos a probar que si U es σ-completo entonces Ult∗U (V ) se colapsa a un modelo
transitivo. Ante todo, como se trata de una clase propia, hemos de comprobar
que la relación R es conjuntista, es decir, que la clase de todos los x ∈ Ult∗U (V )
tales que x R y para un y fijo es un conjunto.

Teorema 11.15 Sea U un ultrafiltro en un conjunto I. Entonces la relación R
es conjuntista en UltU (V ).

Demostración: Sea f ∈ V I . Hemos de comprobar que la clase

A = {[g]∗ ∈ Ult∗U (V ) | [g]∗ R [f ]∗}
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es un conjunto. Si [g]∗ ∈ A, entonces {i ∈ I | g(i) ∈ f(i)} ∈ U . Sea g′ ∈ V I la
función dada por

g′(i) =
{

g(i) si g(i) ∈ f(i),
0 si g(i) /∈ f(i).

Aśı [g]∗ = [g′]∗, y como
∧

i ∈ I rang g′(i) ≤ rang f(i), también se cumple
rang g′ ≤ rang f . Como [g]∗ sólo contiene las funciones relacionadas con g de
rango mı́nimo, podemos concluir que [g]∗ ⊂ Vα+1, donde α = rang f . Tenemos,
pues, que A ⊂ Vα+2, luego ciertamente es un conjunto.

Teorema 11.16 Sea U un ultrafiltro en un conjunto I. Entonces la relación R
está bien fundada en Ult∗U (V ) si y sólo si U es σ-completo.

Demostración: Supongamos que U es σ-completo. Si R no estuviera bien
fundada existiŕıa una sucesión {fn}n∈ω en V I tal que

∧
n ∈ ω [fn+1]∗ R [fn]∗.

Sea Xn = {i ∈ I | fn+1(i) ∈ fn(i)} ∈ U . Entonces X =
⋂

n∈ω
Xn ∈ U , luego

X �= ∅. Ahora bien, si i ∈ X tenemos que
∧

n ∈ ω fn+1(i) ∈ fn(i), lo cual es
absurdo.

Supongamos ahora que U no es σ-completo. Entonces el teorema 11.2 nos
da una partición {Xn}n∈ω de I en conjuntos nulos. Para cada n ∈ ω definimos
fn ∈ V I mediante

fn(i) =
{

k − n si i ∈ Xk y k ≥ n,
0 en otro caso.

Entonces {i ∈ I | fn+1(i) ∈ fn(i)} =
⋃

k>n

Xk =
⋂

n≤k

(I \ Xk) ∈ U , luego se

cumple que
∧

n ∈ ω [fn+1]∗ R [fn]∗ y R no está bien fundada en Ult∗U (V ).

De este modo, si U es un ultrafiltro σ-completo en un conjunto U , la relación
R es conjuntista, extensional y bien fundada en la clase Ult∗U (V ) (es extensional
por el teorema 11.14 aplicado al axioma de extensionalidad). Esto implica que
Ult∗U (V ) es isomorfa a su colapso transitivo.

Definición 11.17 Sea U un ultrafiltro σ-completo en un conjunto I. Llama-
remos UltU (V ) al colapso transitivo de Ult∗U (V ). Si π : Ult∗U (V ) −→ UltU (V )
es la función colapsante y f ∈ V I , llamaremos [f ] = π([f ]∗). Nos referiremos a
UltU (V ) como la ultrapotencia de la clase universal V determinada por U .

Como π es biyectiva tenemos que∧
fg ∈ V I([f ] = [g] ↔ {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ U),

y como π transforma la relación R en la relación de pertenencia,∧
fg ∈ V I([f ] ∈ [g] ↔ {i ∈ I | f(i) ∈ g(i)} ∈ U).

Definimos jU : V −→ UltU (V ) mediante jU (a) = π(j∗U (a)) = [ca]. A través
de π, el teorema 11.14 nos da el teorema siguiente:
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Teorema 11.18 Si U es un ultrafiltro σ-completo en un conjunto I, entonces la
ultrapotencia UltU (V ) es un modelo transitivo de ZFC. Además, si φ(x1, . . . , xn)
es una fórmula cuyas variables libres están entre las indicadas y f1, . . . , fn ∈ V I ,

φUltU (V )([f1], . . . , [fn]) ↔ {i ∈ I | φV (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U.

Aśı mismo, si a1, . . . , an ∈ V , se cumple

φV (a1, . . . , an) ↔ φUltU (V )(jU (a1), . . . , jU (an)).

En particular, si φ es una sentencia se cumple φV ↔ φUltU (V ).

Cuando no haya posibilidad de confusión escribiremos simplemente Ult y
j en lugar de UltU (V ) y jU . Tenemos entre manos un concepto delicado que
debemos precisar:

Definición 11.19 Sean M y N modelos transitivos de ZFC. Diremos que una
aplicación j : M −→ N es una inmersión elemental si para toda fórmula
φ(x1, . . . , xn) se cumple∧

x1 · · ·xn ∈ M(φM (x1, . . . , xn) ↔ φN (x1, . . . , xn)).

Aqúı es crucial entender que “j : M −→ N es una inmersión elemental” no
se corresponde con ninguna fórmula de ZFC, al igual que sucede con “M es un
modelo de ZFC”. Los teoremas que contienen estas palabras han de entenderse
como esquemas teoremáticos. Aśı, si “j : M −→ N es una inmersión elemental”
aparece en la hipótesis de un teorema habrá que entender que la tesis se cumple
siempre que la definición anterior se cumpla para una cantidad finita suficien-
temente grande de fórmulas; por el contrario, si “j : M −→ N es una inmersión
elemental” aparece en la tesis de un teorema, habrá que entender que es posible
demostrar la relación de la definición anterior para cualquier fórmula prefijada;
un teorema de tipo “si j : M −→ N es una inmersión elemental. . . entonces
j′ : M ′ −→ N ′ es una inmersión elemental” tendrá que entenderse como que
para toda colección finita E de fórmulas, existe una colección finita ∆ de modo
que si j cumple la definición de inmersión elemental para las fórmulas de ∆
entonces j′ la cumple para las fórmulas de E. Similarmente habrá que entender
los enunciados donde se mezclen afirmaciones de tipo “j : M −→ N es una
inmersión elemental” con afirmaciones de tipo “M ′ es un modelo de ZFC”.

Más aún, si el dominio M de una inmersión j es una clase propia, entonces
j también lo será, luego las afirmaciones sobre inmersiones elementales entre
clases propias sólo tendrán sentido en ZFC en la medida en que se refieran a
aplicaciones definidas por fórmulas concretas de Lm.

Por ejemplo, el teorema anterior afirma que Ult es un modelo de ZFC y
que j : V −→ Ult es una inmersión elemental, lo cual ha de entenderse como
que, para cualquier axioma prefijado φ de ZFC, podemos probar φUlt, y para
cualquier fórmula prefijada φ podemos probar que j cumple la definición de
inmersión elemental. Esto tiene sentido en ZFC porque tanto x ∈ UltU (V )
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como j(x) = y pueden expresarse mediante fórmulas φ(x, I, U) y ψ(x, y, I, U)
que no hacen referencia a clases propias.1 Nos referiremos a j : V −→ Ult como
la inmersión natural de V en Ult.

Obviamente, si M es un modelo transitivo de ZFC, la identidad en M es
una inmersión elemental. Diremos que una inmersión elemental es no trivial si
es distinta de la identidad.

Veamos algunas propiedades básicas. Supongamos que j : M −→ N es una
inmersión elemental entre modelos transitivos de ZFC y que Ω ⊂ M .

En primer lugar j es inyectiva, pues esto se sigue de la definición de inmersión
aplicada a la fórmula φ(x, y) ≡ x = y, es decir,

∧
xy ∈ M(x = y ↔ j(x) = j(y)).

Aśı mismo j conserva todas las operaciones conjuntistas que son absolutas
para modelos transitivos de ZFC. Por ejemplo,

z = x ∩ y ↔ (z = x ∩ y)M ↔ (j(z) = j(x) ∩ j(y))N ↔ j(z) = j(x) ∩ j(y),

luego j(x∩y) = j(x)∩j(y). Del mismo modo j({x, y}) = {j(x), j(y)}, etc. Igual-
mente j transforma conjuntos finitos en conjuntos finitos, ordinales en ordinales,
conjuntos constructibles en conjuntos constructibles (porque la constructibilidad
es absoluta para clases propias), etc.

En particular se cumple que j|Ω : Ω −→ Ω y conserva el orden. Por consi-
guiente

∧
α ∈ Ω α ≤ j(α).

Una propiedad más sutil es que si j : M −→ N y j : M −→ N ′ son inmer-
siones elementales (donde N y N ′ son modelos transitivos de ZFC) entonces
N = N ′. Es decir, una inmersión no es suprayectiva (salvo en el caso trivial en
que sea la identidad), pero determina el modelo de llegada. Esto se debe a que
N =

⋃
α∈Ω

j(Vα ∩ M).

En efecto, si α ∈ Ω, entonces Vα∩M = V M
α ∈ M , luego j(Vα∩M) ∈ N , luego

j(Vα∩M) ⊂ N . Rećıprocamente, si x ∈ N existe un α ∈ Ω tal que rangx < j(α)
(pues j|Ω no puede estar acotada), luego x ∈ Vj(α) ∩ N = j(Vα ∩ M). Aqúı
hemos usado que a = Vα ∩ M cumple (a = Vα)M , luego (j(a) = Vj(α))N , es
decir, j(a) = Vj(α) ∩ N .

En particular, si j : M −→ N es una inmersión elemental trivial, es decir, es
la identidad en M , necesariamente N = M . Seguidamente probamos que para
que esto suceda es necesario y suficiente que j fije a todos los ordinales:

Teorema 11.20 Sea j : M −→ N una inmersión elemental entre modelos
transitivos de ZFC tales que Ω ⊂ M . Entonces

a) Para todo α ∈ Ω se cumple que

(
∧

β < α j(β) = β) ↔ (
∧

x ∈ Vα ∩ M j(x) = x).

b) j es trivial si y sólo si
∧

β ∈ Ω j(β) = β.

1El teorema del colapso transitivo para clases propias (definidas mediante fórmulas
expĺıcitas) es demostrable en ZFC. En el caso de las ultrapotencias, la clase colapsada [f ]
puede definirse como el colapso transitivo de la clausura de la clase [f ]∗ respecto a la relación
R (que es un conjunto porque R es conjuntista).
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Demostración: a) Una implicación es obvia. Supongamos que j fija a
todos los ordinales menores que α. Entonces, si x ∈ Vα ∩ M , tenemos que
rangx = β < α, luego rang j(x) = j(β) = β, es decir, rang j(x) = rangx.

Veamos que j fija a todos los conjuntos de rango menor que α por inducción
sobre el rango, es decir, tomamos x ∈ Vα ∩ M y suponemos que j(y) = y para
todo y ∈ M de rango menor que x.

Si y ∈ x, entonces rang y < rangx, luego por hipótesis de inducción tenemos
que y = j(y) ∈ j(x). Esto prueba que x ⊂ j(x). Igualmente, si y ∈ j(x),
entonces rang y < rang j(x) = rangx, luego también y = j(y) ∈ j(x), y esto
implica que y ∈ x. Aśı pues, j(x) = x.

b) es consecuencia inmediata de a).

Los resultados que hemos probado sobre ultrapotencias son válidos para
cualquier ultrafiltro σ-completo. En ningún momento hemos necesitado exigir
que no sea principal. No obstante, si el ultrafiltro es principal toda la teoŕıa se
vuelve trivial:

Teorema 11.21 Sea I un conjunto y U el ultrafiltro principal generado por
i0 ∈ I. Entonces UltU (V ) = V ,

∧
f ∈ V I [f ] = f(i0) y la inmersión natural es

trivial.

Demostración: Si f , g ∈ V I , tenemos que

[f ] = [g] ↔ {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ U ↔ f(i0) = g(i0).

Por consiguiente podemos definir C : Ult −→ V mediante C([f ]) = f(i0).
Aśı C es inyectiva, y de hecho es biyectiva porque C(j(a)) = a. Se comprueba
sin dificultad que ∧

fg ∈ V I([f ] ∈ [g] ↔ C([f ]) ∈ C([g])),

luego C es un isomorfismo entre clases transitivas, pero la unicidad del colapso
transitivo implica que Ult = V y que C es la identidad. Ahora el teorema es
obvio.

Lo importante es que una inmersión elemental en una ultrapotencia sólo
es trivial si lo es el ultrafiltro con el que se construye, tal y como muestra el
teorema siguiente:

Teorema 11.22 Sea U una medida de Ulam en un conjunto I y sea κ el mayor
cardinal tal que U es κ-completo. Entonces

∧
α < κ j(α) = α, pero κ < j(κ).

Aśı pues, j no es trivial.

Demostración: Razonamos por inducción. Sea α < κ y supongamos que∧
β < α j(β) = β. Si [f ] ∈ j(α) = [cα], entonces {i ∈ I | f(i) < α} ∈ U . Si∧
β < α se cumpliera que {i ∈ I | f(i) = β} /∈ U , entonces por completitud

{i ∈ I | f(i) ≥ α} =
⋂

β<α

{i ∈ I | f(i) �= β} ∈ U,
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contradicción. Aśı pues, ha de existir un β < α tal que {i ∈ I | f(i) = β} ∈ U .
Esto implica que [f ] = [cβ ] = j(β) = β < α. Con esto hemos probado que
j(α) ≤ α. La desigualdad contraria la cumple toda inmersión elemental.

Como U no es κ+-completo, según el teorema 11.2 existe una partición
{Xδ}δ<κ de I en conjuntos nulos. Sea f ∈ V I dada por f(i) = δ ↔ i ∈ Xδ. Aśı

{i ∈ I | f(i) ∈ cκ(i)} = I ∈ U,

luego [f ] ∈ [cκ] = j(κ), es decir, [f ] < j(κ).

Por otro lado, si α < κ entonces

{i ∈ I | α ∈ f(i)} = I \ ⋃
δ≤α

Xδ =
⋂

δ≤α

(I \ Xα) ∈ U,

luego α = j(α) = [cα] ∈ [f ]. Aśı pues, κ ≤ [f ] < j(κ).

11.4 Ultrapotencias con cardinales medibles

En esta sección usaremos las ultrapotencias para obtener propiedades de
los cardinales medibles. En primer lugar probamos una serie de propiedades
adicionales que presentan las ultrapotencias construidas con estos cardinales.

Teorema 11.23 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Llamemos
M = UltU (V ) y sea j : V −→ M la inmersión natural. Entonces

a)
∧

x ∈ Vκ j(x) = x.

b) κ < j(κ).

c) Mκ ⊂ M .

d)
∧

x ⊂ M(|x| ≤ κ → x ∈ M).

e)
∧

x ∈ M(|x| ≤ κ → PMx = Px).

f)
∧

α < κ(α es un cardinalM ↔ α es un cardinal).

g)
∧

µ < κ (2µ)M = 2µ.

h) 2κ ≤ (2κ)M < j(κ) < (2κ)+.

i) U /∈ M . En particular M �= V .

j) Sea λ un ordinal ĺımite.

Si cf λ = κ entonces j(λ) >
⋃

δ<λ

j(δ).

Si cf λ �= κ entonces j(λ) =
⋃

δ<λ

j(δ).

k) Si µ > κ es un cardinal ĺımite fuerte con cf µ �= κ, entonces j(µ) = µ.
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Demostración: a) y b) se cumplen por el teorema anterior. Notemos que
U no puede ser κ+ completo porque κ es unión de κ conjuntos nulos (de la
forma {α}).

c) Sea f : κ −→ M . Para cada α < κ, sea f(α) = [gα], con gα ∈ V κ. Sea
κ = [h], con h ∈ V κ. Como κ es un ordinal, {α ∈ κ | h(α) es un ordinal} ∈ U ,
luego, modificando h fuera de este conjunto, podemos exigir que h ∈ Ωκ.

Para cada α < κ, sea G(α) : h(α) −→ V la aplicación dada por

G(α)(β) =
{

gβ(α) si β < κ,
0 si β ≥ κ.

De este modo,

{α ∈ κ | G(α) es una función y DominioG(α) = h(α)} = κ ∈ U,

luego [G] : [h] −→ V , es decir, [G] : κ −→ V . Sea β < κ. Por el apartado
a) tenemos que β = j(β) = [cβ ] ∈ [h], luego {α ∈ κ | β < h(α)} ∈ U y, por
consiguiente, {α ∈ κ | G(α)(cβ(α)) = gβ(α)} ∈ U (pues este conjunto contiene
al anterior), y de aqúı se sigue que [G](j(β)) = [gβ ], es decir, [G](β) = f(β).
Esto prueba que f = [G] ∈ M .

d) es consecuencia inmediata de c).

e) y f) son consecuencias inmediatas de d)

g) Si µ < κ, tenemos que (2µ)M es biyectableM con PMµ = Pµ. Como κ
es fuertemente inaccesible deducimos que (2µ)M < κ, luego por f) resulta que
(2µ)M es un cardinal, luego es el cardinal de Pµ. Aśı pues, (2µ)M = 2µ.

h) Como en el apartado anterior, tenemos que (2κ)M es biyectableM con Pκ,
luego 2κ ≤ (2κ)M .

Por otra parte, como κ es fuertemente inaccesible, tenemos que j(κ) es fuer-
temente inaccesibleM y κ < j(κ), luego (2κ)M < j(κ).

Notemos ahora que si f ∈ κκ, entonces {α < κ | f(α) ∈ κ} = κ ∈ U , luego
[f ] ∈ [cκ] = j(κ). Sea, pues, G : κκ −→ j(κ) dada por G(f) = [f ]. Resulta que
G es suprayectiva, pues si [f ] ∈ j(κ) entonces {α < κ | f(α) ∈ κ} ∈ U , luego,
modificando f fuera de este conjunto, podemos exigir que f ∈ κκ, y entonces
G(f) = [f ].

Concluimos que |j(κ)| ≤ 2κ, luego j(κ) < (2κ)+.

i) Supongamos que U ∈ M . Por c) tenemos que (κκ)M = κκ. Definimos en
este conjunto la relación

f =U g ↔ {α < κ | f(α) = g(α)} ∈ U,

obviamente absoluta para M , por lo que el cociente Ult∗U (κ) también es absoluto
para M . Similarmente, definimos la relación

[f ]∗ R [g]∗ ↔ {α ∈ κ | f(α) ∈ g(α)},

también absoluta.
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Sea π : Ult∗U (κ) −→ M la aplicación dada por π([f ]∗) = [f ], donde la primera
clase es en Ult∗U (κ) y la segunda en UltU (V ). Es claro que π está bien definida,
es inyectiva y transforma R en la relación de pertenencia. De aqúı se sigue que
R está bien fundada en Ult∗U (κ) y que π es su colapso transitivo. Esto implica
que R está bien fundadaM (teorema 1.37) y una simple inducción prueba que
el colapso transitivoM de R coincide con π, luego en particular π ∈ M . La
función f �→ [f ]∗ está ciertamente en M , y la composición de ésta con π es
precisamente la función G del apartado anterior. Aśı pues, G ∈ M , lo cual
prueba que (|j(κ)| ≤ 2κ)M , pero κ < j(κ) yj(κ) es fuertemente inaccesibleM ,
contradicción.

j) Sea cf λ = κ y tomemos una función f : κ −→ λ cofinal creciente. Cla-
ramente {β < κ | f(β) < λ} = κ ∈ U , luego [f ] < j(λ). Por otra parte, para
cada α < λ, se cumple que {β < κ | f(α) ∈ f(β)} = κ \ (α + 1) ∈ U , luego
j(f(α)) ∈ [f ]. Por consiguiente⋃

α<λ

j(α) ≤ [f ] < j(λ).

Supongamos que cf λ > κ. Si [f ] ∈ j(λ), podemos suponer que f : κ −→ λ,
y entonces existe un α < λ tal que f : κ −→ α, luego [f ] < j(α), luego

j(λ) ≤ ⋃
α<λ

j(α).

La otra desigualdad es obvia.
Finalmente, supongamos que cf λ = µ < κ. Sea h : µ −→ λ cofinal creciente.

Si [f ] ∈ j(λ) podemos suponer que f : κ −→ λ. Si para todo β < µ se cumpliera
que {α < κ | h(β) ≤ f(α)} ∈ U , entonces

∅ = {α < κ |
∧

β < µ h(β) ≤ f(α)} =
⋂

β<µ

{α < κ | h(β) ≤ h(α)} ∈ U,

lo cual es absurdo, luego existe un β < µ tal que {α < κ | f(α) < h(β)} ∈ U , lo
cual equivale a que [f ] ∈ j(h(β)), luego también

j(λ) ≤ ⋃
α<λ

j(α).

k) Para todo α < µ y todo β < j(α) se cumple que β = [f ], con f : κ −→ α,
luego |j(α)| ≤ |κα| < µ. Por el apartado anterior,

j(µ) =
⋃

α<µ
j(α) ≤ µ ≤ j(µ).

Del apartado i) de este teorema deducimos una primera aplicación:

Teorema 11.24 (Scott) Si V = L no existen cardinales medibles.
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Demostración: Si existe un cardinal medible, podemos construir una ul-
trapotencia no trivial de la clase universal, que es un modelo transitivo de ZFC
que contiene a todos los ordinales. Por consiguiente L ⊂ Ult � V .

Como segunda aplicación probamos que todo cardinal medible tiene una
medida con propiedades adicionales:

Definición 11.25 Recordemos (def. [15.18]) que si {Xα}α<κ es una familia de
subconjuntos de un cardinal κ, su intersección diagonal es el conjunto

'
α<κ

Xα = {γ < κ | γ ∈ ⋂
α<γ

Xα}.

Un filtro F en κ es normal si cuando {Xα}α<κ es una familia de elementos
de F , entonces '

α<κ
Xα ∈ F .

Vamos a probar que todo cardinal medible tiene una medida normal. En
primer lugar daremos varias caracterizaciones de estas medidas:

Teorema 11.26 Sea D una medida en un cardinal κ. Las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) D es normal.

b) Si f : κ −→ κ cumple que {α < κ | f(α) < α} ∈ D, entonces existe un
γ < κ tal que {α < κ | f(α) = γ} ∈ D.

c) Si d : κ −→ κ es la identidad, entonces κ = [d].

d) Para todo X ⊂ κ se cumple que X ∈ D ↔ κ ∈ jD(X).

Demostración: a) → b). Supongamos que Y = {α < κ | f(α) < α} ∈ D
pero que para todo γ < κ se cumple que Xγ = {α < κ | f(α) �= γ} ∈ D.
Entonces X = '

α<κ
Xα ∈ D.

Si α ∈ X, entonces α ∈ ⋂
γ<α

Xα, luego f(α) ≥ γ, luego α /∈ Y . Aśı pues,

X ⊂ κ \ Y , luego κ \ Y ∈ D, contradicción.

b) → c) Si γ < κ entonces {α < γ | d(α) > γ} ∈ D, luego [d] > j(γ) = γ.
Por lo tanto [d] ≥ κ.

Si κ = [f ] < [d], entonces {α < κ | f(α) < α} ∈ D, luego por b) existe
un γ < κ tal que {α < κ | f(α) = γ} ∈ D, o sea, κ = [f ] = j(γ) = γ < κ,
contradicción. Aśı pues, κ = [d].

c) → d). Claramente X ∈ D ↔ {α < κ | d(α) ∈ X} ∈ D ↔ κ = [d] ∈ j(X).

d) → a). Sea {Xα}α<κ una familia de subconjuntos de κ de medida 1.
Entonces

∧
α < κ κ ∈ j(Xα). Sea X = '

α<κ
Xα. Sea j({Xα}α<κ) = {Yα}α<j(κ).

Como (α, Xα) ∈ {Xα}α<κ, se cumple que (j(α), j(Xα)) ∈ {Yα}α<j(κ), es
decir,

∧
α < κ Yα = j(Xα).
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Por otra parte, j(X) = '
α<j(κ)

Yα, y como κ ∈ ⋂
α<κ

j(Xα) =
⋂

α<κ
Yα, tenemos

que κ ∈ j(X), luego X ∈ D.

Teorema 11.27 Todo cardinal medible tiene una medida normal.

Demostración: Fijemos una medida cualquiera U en κ, consideremos la
ultrapotencia correspondiente y sea κ = [f ]. Como [f ] < j(κ), se cumple que
{α < κ | f(α) < κ} ∈ U , luego podemos suponer que f : κ −→ κ. Sea D = f [U ].
Por el teorema 11.6 tenemos que D es un ultrafiltro κ-completo en κ. Si γ < κ,
entonces γ �= [f ], luego {α < κ | f(α) �= γ} ∈ U , luego f−1[{γ}] /∈ U , luego
{γ} /∈ D. Esto prueba que D no es principal y, por consiguiente, es una medida
en κ. Veamos que es normal probando la propiedad b) del teorema anterior.

Sea h : κ −→ κ tal que X = {α < κ | h(α) < α} ∈ D, es decir, f−1[X] ∈ U .
Sea g = f ◦ h : κ −→ κ. Claramente f−1[X] ⊂ {α < κ | g(α) < f(α)},
luego este último conjunto está en U , lo que se traduce en que [g] < [f ], es
decir, [g] = γ = j(γ) < κ. Por lo tanto Y = {α < κ | g(α) = γ} ∈ U , luego
f [Y ] ⊂ {α < κ | h(α) = γ} ∈ D, como hab́ıa que probar.

Una de las propiedades más importantes de las medidas normales es que
contienen a los cerrados no acotados. Para demostrarlo probamos primero el
teorema siguiente:

Teorema 11.28 Sea j : V −→ M una inmersión elemental no trivial, sea κ el
menor ordinal no fijado y sea C un conjunto cerrado no acotado en κ. Entonces
κ ∈ j(C).

Demostración: Si α ∈ C, entonces α = j(α) ∈ j(C)∩κ y, rećıprocamente,
si α ∈ j(C)∩κ, entonces α = j(α) ∈ j(C), luego α ∈ C. Aśı pues, j(C)∩κ = C,
luego j(C) ∩ κ no está acotado en κ.

Por definición de cerrado tenemos que∧
λ(λ es un ordinal ĺımite ∧ λ < κ ∧ C ∩ λ no está acotado en λ → λ ∈ C),

luego aplicando j tenemos que∧
λ(λ es un ordinal ĺımite ∧ λ < j(κ)

∧ j(C) ∩ λ no está acotado en λ → λ ∈ j(C)).

Ahora bien, esta última fórmula se cumple para λ = κ, luego, en efecto,
κ ∈ j(C).

Teorema 11.29 Si D es una medida normal en un cardinal κ, entonces todo
subconjunto cerrado no acotado de κ está en D. Por lo tanto, todos los elementos
de D son estacionarios en κ.
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Demostración: Si C es cerrado no acotado en κ, por el teorema anterior
κ ∈ j(C) y por 11.26 d), C ∈ D.

Recordemos la definición de los cardinales de Mahlo ([15.26]). Los cardinales
(fuertemente) 0-Mahlo son simplemente los cardinales fuertemente inaccesibles.
Aśı pues, el teorema 11.5 afirma que si κ es un cardinal medible, entonces es
un cardinal 0-Mahlo. Sea α < κ y supongamos probado que κ es α-Mahlo.
Una inducción rutinaria prueba que si κ es un cardinal α-Mahlo, entonces κ es
α-MahloM para todo modelo transitivo de ZFC (que contenga a α y a κ).2

Aśı, fijada una medida normal D en κ, tenemos que κ es α-MahloUlt, luego, si
d es la identidad en κ, se cumple que [d] es [cα]-MahloUlt, (pues α = j(α) = [cα]).
Por tanto el conjunto {µ < κ | µ es α-Mahlo} ∈ D, luego es estacionario y, por
definición, κ es α + 1-Mahlo.

Si λ ≤ κ cumple que κ es δ-Mahlo para todo δ < λ, entonces κ es λ-Mahlo
por definición. Con esto hemos probado:

Teorema 11.30 Todo cardinal medible κ es fuertemente κ-Mahlo. Además, si
D es una medida normal en κ y α < κ, entonces

{µ < κ | µ es fuertemente α-Mahlo} ∈ D.

Ejercicio: Probar que si κ es un cardinal medible y D es una medida normal en κ,
entonces {µ < κ | µ es fuertemente µ-Mahlo} ∈ D.

Aśı pues, la consistencia de que existan cardinales medibles es mucho más
fuerte que la consistencia de que existan cardinales fuertemente inaccesibles.
Veremos que, de hecho, es más fuerte que la existencia de cualquier cantidad de
cardinales de Mahlo de cualquier grado.

La existencia de cardinales medibles impone ciertas restricciones a la función
del continuo. Algunas son obvias, como que han de ser ĺımites fuertes, pero otras
no lo son en absoluto. Sucede que los cardinales medibles satisfacen restricciones
similares a las conocidas para cardinales singulares. Por ejemplo, comparemos
el teorema siguiente con el teorema de Silver [15.18]:

Teorema 11.31 Sea κ un cardinal medible y D una medida normal en κ. Si
{µ < κ | 2µ = µ+} ∈ D, entonces 2κ = κ+.

Demostración: Si d es la identidad en κ, tenemos que

{µ < κ | 2d(µ) = d(µ)+} ∈ D,

2Notemos que “ser un cardinal” es Π1, “ser cerrado no acotado en κ” es ∆0, “ser esta-
cionario en κ” es Π1, luego todas estas propiedades se conservan al pasar a un modelo M .
Además “κ es α + 1-Mahlo” equivale a∧

X ⊂ κ(
∧

β ∈ κ(β ∈ X ↔ β ∈ κ ∧ β es α-Mahlo) → X es estacionario en κ).

Dado X ∈ M que cumpla la hipótesisM , por hipótesis de inducción X contiene al con-
junto (estacionario) de los cardinales α-Mahlo menores que κ, luego es estacionario, luego es
estacionarioM .
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luego (2[d] = [d]+)Ult, es decir, (2κ = κ+)Ult, pero por el teorema 11.23 tenemos
que 2κ ≤ (2κ)Ult = (κ+)Ult ≤ κ+.

Más en general:

Teorema 11.32 Sea κ un cardinal medible y D una medida normal en κ. Sea
β < κ y supongamos que {ℵα < κ | 2ℵα ≤ ℵα+β} ∈ D. Entonces 2ℵκ ≤ ℵκ+β.
(Notemos que, por ser inaccesible, κ = ℵκ.)

Demostración: Sea f : κ −→ Ω una función que cumpla f(ℵα) = ℵα+β ,
sea d la identidad en κ. Entonces {µ < κ | 2d(µ) ≤ f(µ)} ∈ D, luego tenemos
que (2κ ≤ [f ])Ult, luego 2κ ≤ (2κ)Ult ≤ [f ].

Por otra parte, {α < κ | f(α) = ℵd(α)+cβ(α)} ∈ D, pues contiene, por ejem-
plo, a todos los cardinales inaccesibles µ = ℵµ menores que κ. Por consiguiente
[f ] = ℵUlt

κ+β ≤ ℵκ+β .

Notemos que no tenemos ningún resultado sobre las determinaciones de la
función del continuo que son consistentes con la existencia de un cardinal medi-
ble. Debido al teorema 11.24, ni siquiera sabemos si la HCG es consistente con
la existencia de un cardinal medible.

Terminamos demostrando que la existencia de cardinales medibles es, de
hecho, equivalente a la existencia de inmersiones elementales no triviales de V
en un modelo.3

Teorema 11.33 Si j : V −→ M es una inmersión elemental no trivial de V
en un modelo transitivo de ZFC y κ es el mı́nimo ordinal tal que j(κ) �= κ,
entonces κ es un cardinal medible y D = {X ⊂ κ | κ ∈ j(X)} es una medida
en κ. Además, existe una inmersión elemental k : UltD(V ) −→ M tal que
jD ◦ k = j.

Demostración: Notemos primeramente que, por el teorema 11.20, existe
un ordinal κ tal que j(κ) �= κ. Como j conserva el orden de Ω ha de ser
κ < j(κ). Si κ no es un cardinal, sea µ = |κ| y sea f : µ −→ κ biyectiva. Aśı
j(f) : µ −→ j(κ) biyectiva, pero si f(α) = β, entonces j(f)(j(α)) = j(β), es
decir, j(f)(α) = β, luego j(f) = f y, por lo tanto, κ = j(κ), contradicción.

Obviamente κ ∈ D y ∅ /∈ D. Si se cumple que X ∈ D y X ⊂ Y ⊂ κ,
entonces κ ∈ j(X) ⊂ j(Y ), luego Y ∈ D.

Sea {Xα}α<β , con β < κ una familia de elementos de D y veamos que su
intersección también está en D. Con ello tendremos probado que D es un filtro
κ-completo. Como {Xα}α<β es una sucesión de dominio β, su imagen por j será
una sucesión de dominio j(β) = β. Además, si (α, Xα) ∈ {Xα}α<β , se cumple
que (α, j(Xα)) ∈ j({Xα}α<β), luego j({Xα}α<β) = {j(Xα)}α<β .

3Notemos que en ZFC la afirmación “existe una inmersión elemental no trivial j : V −→ M”
sólo tiene sentido si se interpreta como que existe una fórmula (metamatemática) que define
una inmersión elemental no trivial (y otra que define al modelo imagen).
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Si llamamos X =
⋂

α<β

Xα, tenemos que

∧
δ(δ ∈ X ↔

∧
α < β δ ∈ Xα),

luego ∧
δ(δ ∈ j(X) ↔

∧
α < β δ ∈ j(Xα)).

Esto significa que j(X) =
⋂

α<β

j(Xα) y, como cada Xα ∈ D, se cumple que
κ ∈ j(X), luego X ∈ D.

Dado X ⊂ κ, o bien κ ∈ j(X) o bien κ ∈ j(κ) \ j(X) = j(κ \ X), luego
X ∈ D o bien κ \ X ∈ D. Con esto tenemos que D es un ultrafiltro κ completo
en κ. Falta probar que no es principal. Ahora bien, para cada α < κ, tenemos
que j({α}) = {j(α)} = {α}, luego κ /∈ j({α}), luego {α} /∈ D.

Veamos ahora que D es normal mediante el teorema 11.26. Si f : κ −→ κ
cumple {α < κ | f(α) < α} ∈ D, entonces κ está en la imagen por j de este
conjunto, que es {α < j(κ) | j(f)(α) < α}. Aśı pues, γ = j(f)(κ) < κ. Entonces
κ ∈ {α < j(κ) | j(f)(α) = γ}, y este conjunto no es sino j({α < κ | f(α) = γ}),
luego {α < κ | f(α) = γ} ∈ D.

Aśı queda probado que D es una medida normal en κ. Para cada [f ] ∈ Ult,
definimos k([f ]) = j(f)(κ). Esta aplicación está bien definida, pues si [f ] = [g]
entonces X = {α < κ | f(α) = g(α)} ∈ D, luego por definición de D se cumple
que κ ∈ j(X) = {α < j(κ) | j(f)(α) = j(g)(α)}, de modo que j(f)(κ) =
j(g)(κ).

Claramente, k(jD(a)) = k([ca]) = j(ca)(κ) = j(a). Sólo queda probar que
k : Ult −→ M es una inmersión elemental. Sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula y
tomemos [f1], . . . , [fn] ∈ Ult. Entonces

φUlt([f1], . . . , [fn]) ↔ X = {α < κ | φV (f1(α), . . . , fn(α))} ∈ D

↔ κ ∈ j(X) = {α < j(κ) | φM (j(f1)(α), . . . , j(fn)(α))}
↔ φM (j(f1)(κ), . . . , j(fn)(κ)) ↔ φM (k([f1], . . . , k([fn])).



Caṕıtulo XII

Cardinales débilmente
compactos

Se conocen fundamentalmente dos clases de técnicas para estudiar los car-
dinales medibles. Una es la de las ultrapotencias, introducida en el caṕıtulo
anterior; la otra se cataloga en lo que se conoce como “combinatoria infinita”.
En general, se llaman argumentos combinatorios a los argumentos que, indepen-
dientemente de su sofisticación, involucran esencialmente conceptos conjuntistas
sencillos, como árboles, familias cuasidisjuntas, conjuntos estacionarios, etc., por
oposición a los argumentos que emplean conceptos y resultados más profundos,
como los de la teoŕıa de modelos. Vamos a probar que los cardinales medibles
satisfacen ciertas propiedades combinatorias de las que se deducen muchas con-
secuencias interesantes. En realidad conviene dar nombre a los cardinales que
verifican estas propiedades, lo que nos lleva a varias clases de cardinales grandes,
la más importante de las cuales es la de los cardinales débilmente compactos.

12.1 El cálculo de particiones

Las ideas básicas de este caṕıtulo provienen de la llamada teoŕıa de Ramsey.
En su formulación más abstracta afirma que en muchos casos podemos garanti-
zar que una muestra satisface ciertas peculiaridades sin más que exigir que sea
lo suficientemente grande. Por ejemplo, para garantizar la “coincidencia” de en-
contrar dos personas que celebren su cumpleaños el mismo d́ıa, basta tomar una
muestra de al menos 367 personas. Un ejemplo más sofisticado es el siguiente:
en toda muestra de al menos 6 personas, siempre hay tres que se conocen dos
a dos o bien tres que no se conocen dos a dos. Esto es un caso particular del
teorema siguiente:

Teorema de Ramsey Para cada natural m existe un número natural n de
modo que todo grafo con al menos n vértices posee m vértices conectados dos a
dos, o bien m vértices desconectados dos a dos.

291
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El mı́nimo n posible se conoce como el número de Ramsey de m. El número
de Ramsey de 3 es 6, pero en general los números de Ramsey no son fáciles de
calcular. Vamos a introducir una notación conveniente para formular este tipo
de resultados.

Definición 12.1 Una partición de un conjunto X es una familia {Xi}i∈I de
subconjuntos de X disjuntos dos a dos tales que X =

⋃
i∈I

Xi.

Por conveniencia, y en contra de lo habitual, no exigimos que los conjuntos
Xi sean no vaćıos.

A cada partición {Xi}i∈I podemos asociarle una aplicación F : X −→ I
dada por F (x) = i ↔ x ∈ Xi. Rećıprocamente, cada aplicación F : X −→ I
determina una partición {F−1[{i}]}i∈I , de modo que podemos identificar las
particiones de X con las aplicaciones de dominio X.

Si A es un conjunto y n es un cardinal, llamaremos [A]n = {x ⊂ A | |x| = n}.
En el caso en que A sea un conjunto de ordinales y n < ω identificaremos [A]n

con el conjunto {(α1, . . . , αn) ∈ An | α1 < · · · < αn} ⊂ An.

Aunque formalmente no necesitaremos este concepto, podemos definir un
grafo con vértices en un conjunto A a un subconjunto F de [A]2. Los elementos
de F son las aristas del grafo. Dos vértices distintos están conectados por F
si forman una arista. Equivalentemente, podemos definir un grafo como una
partición F : [A]2 −→ 2, de modo que las aristas de F son los pares {a, b} tales
que F ({a, b}) = 1. Aśı, una partición F : [A]2 −→ n puede verse como un grafo
coloreado, es decir, un grafo con aristas de color 0, 1, 2, etc.

Si {Xi}i∈I es una partición de [A]n, diremos que un subconjunto H ⊂ A es
homogéneo para la partición si existe un i ∈ I tal que [H]n ⊂ Xi. Si pensamos en
la partición como una aplicación F , entonces H es homogéneo si F es constante
en [H]n.

En términos de grafos (cuando n = 2) un conjunto de vértices H es ho-
mogéneo para un grafo (coloreado) si todos sus puntos están conectados dos a
dos o bien todos están desconectados dos a dos (resp. todos están conectados
por aristas del mismo color).

Por último, si µ, κ, m y n son cardinales, llamaremos

µ −→ (κ)n
m

a la fórmula siguiente:

Para toda partición de [µ]n en m partes existe un subconjunto ho-
mogéneo H de µ con cardinal κ.

La notación sugiere que µ elementos son suficientes para garantizar un
conjunto homogéneo con los requisitos (κ)n

m. Por ejemplo, en estos términos
6 −→ (3)22 (bastan 6 vértices para que un grafo tenga un subconjunto homogéneo
de 3 vértices.)
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Para evitar casos triviales podemos suponer n ≤ µ (o si no [µ]n = ∅), κ ≤ µ
(pues en caso contrario no puede existir H) y n ≤ κ (o si no [H]n = ∅). Aśı
mismo podemos limitarnos al caso en que m < µ:

Ejercicio: Probar que si m ≥ µ entonces µ −→ (κ)n
m equivale a n = κ < ℵ0. Ayuda:

considerar la partición {{x}}x∈[µ]n .

Si m = 1 la relación µ −→ (κ)n
m se cumple trivialmente, luego supondremos

siempre que m ≥ 2. De hecho, para m = 2 escribiremos simplemente µ −→ (κ)n.
En resumen, supondremos siempre que n ≤ κ ≤ µ y 2 ≤ m < µ.

En estos términos, el teorema de Ramsey afirma que si 2 ≤ κ < ω existe un
µ < ω tal que µ −→ (κ)2. No vamos a probar este teorema porque pertenece
a la teoŕıa de Ramsey finita, cuando nosotros estamos interesados en la teoŕıa
infinita, es decir, vamos a estudiar únicamente el caso en que µ y κ son cardinales
infinitos. Por el contrario, el teorema siguiente muestra que el caso en que n es
infinito es trivial:

Teorema 12.2 Consideremos cardinales 2 ≤ m < µ y ℵ0 ≤ n ≤ κ ≤ µ.
Entonces µ �−→ (κ)n

m.

Demostración: Podemos identificar [µ]n con el conjunto de las funciones
crecientes f : n −→ µ. Definimos en [µ]n la relación de equivalencia dada por

f R g ↔ {i ∈ n | f(i) �= g(i)} es finito.

Sea S ⊂ [µ]n un conjunto formado por un elemento de cada clase de equi-
valencia. Para cada f ∈ [µ]n llamemos r(f) al único elemento de S relacionado
con f . Definimos F : [µ]n −→ m mediante

F (f) =
{

0 si {i ∈ n | f(i) �= r(f)(i)} tiene cardinal par,
1 si {i ∈ n | f(i) �= r(f)(i)} tiene cardinal impar.

Si se cumpliera µ −→ (κ)n
m existiŕıa H ⊂ µ homogéneo para F . Es claro

que podemos construir f ∈ [H]n tal que
∧

i ∈ n
∨

h ∈ H f(i) < h < f(i + 1).
Digamos que el conjunto {i ∈ n | f(i) �= r(f)(i)} tiene cardinal par. Tomemos
i ∈ n fuera de este conjunto y h ∈ H tal que f(i) < h < f(i + 1). Definimos
g ∈ [H]n que coincida con f salvo en que g(i) = h. Entonces r(g) = r(f), pero
el conjunto {i ∈ n | g(i) �= r(g)(i)} tiene cardinal impar, luego F (f) �= F (g), lo
cual contradice la homogeneidad de H.

El caso n = 1 no es tan obvio, pero también podemos descartarlo:

Ejercicio: Probar que si κ ≤ µ y 2 ≤ m < µ, entonces µ −→ (κ)1m si y sólo si κ < µ
o bien κ = µ ∧ m < cf µ.

Con esto, las restricciones que impondremos tácitamente en definitiva a las
fórmulas µ −→ (κ)n

m son: 2 ≤ m < µ y 2 ≤ n < ℵ0 ≤ κ ≤ µ.

Veamos un último teorema elemental:
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Teorema 12.3 Si µ ≤ µ′, κ′ ≤ κ, m′ ≤ m y n′ ≤ n y µ −→ (κ)n
m, entonces

también µ′ −→ (κ′)n′
m′ .

En otras palabras, las relaciones de partición se conservan si se aumenta el
cardinal de la izquierda o se reduce cualquiera de los de la derecha.

Demostración: Sea {Xi}i<m′ una partición de [µ′]n
′
. Definimos

Yi = {(α1, . . . , αn) ∈ [µ]n | (α1, . . . , αn′) ∈ Xi}, para i < m′

y sea Yi = ∅ si m′ ≤ i < m. Es claro que {Yi}i<m′ es una partición de [µ]n.
Por hipótesis existe un conjunto homogéneo H ⊂ µ de cardinal κ. Sea H ′ ⊂ H
un subconjunto de cardinal κ′ (que sigue siendo homogéneo). Quitando a H ′ un
número finito de elementos podemos exigir que no tenga máximo. Sea i < m′

tal que [H ′]n ⊂ Yi. Necesariamente i < m′.

Dado (α1, . . . , αn′) ∈ [H ′]n
′
, tomemos ordinales αn′ < αn′+1 < · · · < αn

en H ′ (existen porque H ′ no tiene máximo). Aśı (α1, . . . , αn) ∈ [H ′]n ⊂ Yi,
luego (α1, . . . , αn′) ∈ Xi. Aśı pues, [H ′]n

′ ⊂ Xi, luego H ′ es homogéneo para la
partición dada.

El primer resultado no trivial sobre particiones se conoce también como
teorema de Ramsey (aunque no hay que confundirlo con el que hemos citado
más arriba):

Teorema 12.4 (Teorema de Ramsey) Si m, n < ω, entonces

ℵ0 −→ (ℵ0)n
m.

Demostración: Por inducción sobre n. Para n = 1 es trivial. Supongamos
ℵ0 −→ (ℵ0)n

m y veamos ℵ0 −→ (ℵ0)n+1
m . Para ello consideramos una partición

F : [ω]n+1 −→ m. Definimos H0 = ω, a0 = 0 y F0 : [H0 \ {a0}]n −→ m dada
por F0(x) = F ({a0}∪x). Por hipótesis de inducción existe un conjunto infinito
H1 ⊂ H0 \ {a0} tal que F0 es constante en [H1]n.

Supongamos definidos a0 < a1 < · · · < aj ∈ ω y H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hj+1

infinitos de manera que ai ∈ Hi y las particiones Fi : [Hi \ {ai}]n −→ m
dadas por Fi(x) = F ({ai} ∪ x) sean constantes en sus respectivos conjuntos
[Hi+1]n. Entonces tomamos aj+1 ∈ Hj+1 mayor que aj y aplicamos la hipótesis
de inducción a la partición Fj+1, con lo que obtenemos un conjunto infinito
Hj+2 ⊂ Hj+1 homogéneo para Fj+1.

De este modo obtenemos un conjunto infinito A = {aj | j ∈ ω}. Dado i ∈ ω,
tenemos que aj ∈ Hi para todo j > i, luego Fi es constante en [{aj | j > i}]n.
Sea G(ai) ∈ m el valor que toma Fi en dicho conjunto. Como G toma un
número finito de valores, ha de existir H ⊂ A infinito donde G sea constante
igual a un cierto k < m. Aśı, si x1 < · · · < xn+1 ∈ H resulta que

F ({x1, . . . , xn+1}) = Fx1({x2, . . . , xn+1}) = G(x1) = k.

Aśı pues, H es homogéneo para F .
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Ante esto, podŕıamos conjeturar que el cálculo de particiones infinito es
trivial, en el sentido de que se vaya a cumplir algo aśı como κ −→ (κ)2, para
todo cardinal infinito κ. El teorema siguiente muestra que no es aśı:

Teorema 12.5 Sea κ un cardinal infinito. Entonces 2κ �−→ (κ+)2.

Demostración: Para probar este teorema conviene demostrar antes un
resultado general: si µ −→ (κ)2 entonces todo conjunto totalmente ordenado L
de cardinal µ tiene una sucesión {xα}α<κ estrictamente creciente o decreciente.

En efecto, basta considerar una enumeración {yα}α<µ de L y la partición
F : [µ]2 −→ 2 dada por F (α, β) = 1 ↔ yα < yβ (donde se entiende que α < β).
Si H ⊂ µ es un subconjunto homogéneo de cardinal κ, tomando un subconjunto
podemos suponer que tiene ordinal κ, digamos H = {αβ}β<κ, de modo que
β < γ → αβ < αγ . Entonces la sucesión xβ = yαβ

es monótona creciente si F
vale 1 sobre [H]2 o monótona decreciente si vale 0.

Según esto, para probar el teorema basta ver que κ2 con el orden lexicográfico
no admite κ+-sucesiones monótonas. El orden lexicográfico es el dado por

f < g ↔ f(α) < g(α), donde α = mı́n{β < κ | f(β) �= g(β)}.

Supongamos que {fα}α<κ+ es una sucesión monótona creciente (el caso
decreciente es análogo). Sea γ ≤ κ el menor ordinal tal que el conjunto
{fα|γ | α < κ+} tiene cardinal κ+. Eliminando de la sucesión original aque-
llas funciones que al restringirlas a γ coinciden con la restricción de funciones
precedentes (y renumerando) podemos suponer que si α < β < κ+ entonces
fα|γ �= fβ |γ .

Para cada α < κ+, sea δα < γ tal que

fα|δα
= fα+1|δα

, fα(δα) = 0, fα+1(δα) = 1.

Considerando la aplicación κ+ −→ κ dada por α �→ δα concluimos que ha
de existir un δ < γ tal que el conjunto {α < κ+ | δ = δα} tenga cardinal κ+.
Ahora bien, si δα = δβ = δ y fα|δ = fβ |δ, entonces fα < fβ+1 y fβ < fα+1,
luego fα = fβ . Por consiguiente, el conjunto {fα|δ | α < κ+} tiene cardinal κ+,
pero δ < γ, lo que contradice la elección de γ.

En particular vemos que κ+ �−→ (κ+)2 para todo cardinal infinito κ. No
obstante, un refinamiento de la prueba del teorema de Ramsey 12.4 muestra
que el teorema de Ramsey finito es válido también para cardinales infinitos, es
decir, que dados cardinales κ, m y n tales que 2 ≤ m y 2 ≤ n < ℵ0 ≤ κ, se
cumple µ −→ (κ)n

m para todo µ suficientemente grande.

Para enunciar adecuadamente este resultado necesitamos la exponencial ite-
rada:

exp0(κ) = κ ∧
∧

n ∈ ω expn+1(κ) = 2expn(κ).

Teorema 12.6 (Erdös-Rado) Si κ es un cardinal infinito y n < ω, entonces

expn(κ)+ −→ (κ+)n+1
κ .

En particular 
+
n −→ (ℵ1)n+1

ℵ0
, y también (2κ)+ −→ (κ+)2κ.
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Demostración: Razonamos por inducción sobre n. Para n = 0 es uno de
los casos triviales que ya hemos discutido. Supongamos expn(κ)+ −→ (κ+)n+1

κ .
Sea µ = expn+1(κ)+ y consideremos una partición f : [µ]n+2 −→ κ. Para cada
a ∈ µ sea Fa : [µ \ {a}]n+1 −→ κ dada por Fa(x) = F (x ∪ {a}).

Veamos que existe un conjunto A ⊂ µ tal que |A| = expn+1(κ) y para todo
C ⊂ A con |C| ≤ expn(κ) y todo u ∈ µ \ C existe un v ∈ A \ C tal que Fv y Fu

coinciden en [C]n+1.
Definimos A0 = expn+1(κ), Aλ =

⋃
δ<λ

Aδ y, dado Aα ⊂ µ con cardinal

expn+1(κ), construimos Aα+1 tal que Aα ⊂ Aα+1, |Aα+1| = expn+1(κ) y para
todo subconjunto C ⊂ Aα con |C| ≤ expn(κ) y todo u ∈ µ \ C, existe un
v ∈ Aα+1 \ C tal que Fv y Fu coinciden en [C]n+1.

Existe tal conjunto porque hay expn+1(κ)expn(κ) = expn+1(κ) conjuntos C

posibles y para cada uno de ellos hay a lo sumo κexpn(κ) = 2expn(κ) = expn+1(κ)
funciones Fu|[C]n+1 posibles. Por lo tanto basta añadir expn+1(κ) elementos a
Aα para recorrerlas todas.

El conjunto A =
⋃

α<expn+1(κ)

Aα cumple lo pedido. Notemos que, por el

teorema de König, cf expn+1(κ) > expn(κ), luego todo C ⊂ A con |C| ≤ expn(κ)
cumple C ⊂ Aα para cierto α < expn+1(κ).

Dado a ∈ µ \ A, definimos inductivamente X = {xα | α < expn(κ)+} ⊂ A
de manera que para todo α < expn(κ)+, la función Fxα

coincide con Fa en
[{xβ | β < α}]n+1. Sea G : [X]n+1 −→ κ dada por G(x) = Fa(x). Por hipótesis
de inducción existe H ⊂ X tal que |H| = κ+ y G es constante en [H]n+1.

Si α1 < · · · < αn+2 < expn(κ)+, entonces

F ({xα1 , . . . , xαn+2}) = Fxαn+2
({xα1 , . . . , xαn+1})

= Fa({xα1 , . . . , xαn+1}) = G({xα1 , . . . , xαn+1}).
Por lo tanto F es constante en [H]n+2. Las otras afirmaciones del enunciado

son los casos particulares κ = ℵ0 y n = 1.

En particular, si m < κ se cumple expn(κ)+ −→ (κ)n+1
m , luego ciertamente

podemos conseguir conjuntos homogéneos de cualquier cardinal prefijado si el
conjunto que partimos tiene suficientes elementos.

El teorema 12.5 muestra que la relación (2κ)+ −→ (κ+)2κ que proporciona
el teorema de Erdös-Rado tiene a la izquierda el menor cardinal posible. Puede
probarse que esto es cierto en general, es decir, que para un cardinal sucesor κ+,
el menor cardinal µ que cumple µ −→ (κ+)n

m es precisamente µ = expn(κ)+.
Vemos aśı que el análogo infinito a los números de Ramsey es fácil de calcular
para cardinales sucesores. No sucede lo mismo con los cardinales, como se
verá en la sección siguiente. Acabamos ésta con una aplicación del teorema de
Erdös-Rado (comparar con el teorema 9.32):

Teorema 12.7 Si κ es un cardinal infinito y P y Q son dos c.p.o.s con la
condición de cadena numerable, entonces P×Q cumple la condición de cadena
(2ℵ0)+.
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Demostración: Sea µ = (2ℵ0)+. Si {(xα, yα)}α<µ fuera una anticadena
en P×Q, sea F : [µ]2 −→ 2 dada por

F (α, β) =
{

0 si xα ⊥ xβ ,
1 en caso contrario (en part. yα ⊥ yβ).

Por el teorema de Erdös-Rado µ −→ (ℵ1)2, luego F tiene un conjunto ho-
mogéneo H ⊂ µ tal que |H| = ℵ1. Entonces, si F es constante igual a 0 en [H]2

tenemos que {xα}α∈H es una anticadena no numerable en P, mientras que si F
es constante igual a 1 entonces {yα}α∈H es una anticadena no numerable en Q.

12.2 Cardinales débilmente compactos

Hemos visto que la “conjetura” κ −→ (κ)2 es falsa en general. Más con-
cretamente, sabemos que es falsa para todo cardinal sucesor, mientras que el
teorema de Ramsey afirma que es cierta para ℵ0. Es natural preguntarse si la
cumple algún otro cardinal ĺımite, pero sucede que esto nos lleva a cardinales
grandes:

Definición 12.8 Un cardinal no numerable κ es débilmente compacto si cumple
la relación κ −→ (κ)2.

El nombre de “débilmente compacto” proviene de la teoŕıa de modelos, y lo
explicaremos dentro de poco. Los cardinales débilmente compactos son grandes.
El teorema siguiente es sólo una primera muestra:

Teorema 12.9 Todo cardinal débilmente compacto es fuertemente inaccesible.

Demostración: Sea κ un cardinal débilmente compacto. Del teorema 12.5
se sigue que κ es un cardinal ĺımite. Más aún, ha de ser un ĺımite fuerte, pues si
existe µ < κ tal que κ ≤ 2µ, entonces 2µ �−→ (µ+)2, luego también κ �−→ (κ)2.

Falta probar que κ es regular. En caso contrario sea µ = cf κ < κ. Sea
κ =

⋃
α<µ

Aα una partición de κ en conjuntos disjuntos de cardinal menor que κ.

Definimos F : [κ]2 −→ 2 dada por F ({α, β}) = 0 ↔
∨

γ < µ {α, β} ⊂ Aγ .
Por hipótesis existe un conjunto H ⊂ κ homogéneo para F de cardinal κ.

Ahora bien, si F toma el valor 0 sobre [H]2 entonces algún Aγ tiene cardinal κ,
mientras que si F toma el valor 1 ha de ser κ = µ.

A continuación probamos una caracterización muy útil de la compacidad
débil en términos de árboles. En primer lugar definimos un κ-árbol de Aronszajn
como un κ-árbol sin caminos. De este modo, los árboles de Aronszajn según la
definición 8.8 son ahora ℵ1-árboles de Aronszajn.

Ejercicio: Probar que si κ es un cardinal singular entonces existe un κ-árbol de
Aronszajn.
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La prueba del teorema 8.10 admite la siguiente generalización:

Ejercicio: Probar que si κ = µ+, donde µ es regular y 2<µ = µ, entonces existe un
κ-árbol de Aronszajn (en particular, si 2ℵ0 = ℵ1 existe un ℵ2-árbol de Aronszajn).
Ayuda: en la prueba de 8.10, cambiar ω por µ y en la construcción de los sα exigir
que su rango no sea estacionario en µ.

De este modo, bajo la HCG existen κ-árboles de Aronszajn para todo car-
dinal κ > ℵ0 salvo a lo sumo si κ es fuertemente inaccesible o el sucesor de un
cardinal singular. Puede probarse, aunque es muy complicado, que si suponemos
V = L también los hay en este último caso. (Por el contrario, si 2ℵ0 = ℵ2 es con-
sistente tanto que haya como que no haya ℵ2-árboles de Aronszajn). Finalmente,
la existencia de κ árboles de Aronszajn cuando κ es fuertemente inaccesible no
depende de la función del continuo o del axioma de constructibilidad, sino de la
compacidad débil:

Teorema 12.10 Sea κ un cardinal fuertemente inaccesible. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) κ es débilmente compacto.

b) No existen κ-árboles de Aronszajn.

c) κ cumple κ −→ (κ)n
m para todo n ∈ ω y todo cardinal m < κ.

Demostración: a) → b). Supongamos que κ es débilmente compacto y
sea (A,≤A) un κ-árbol. Como A es la unión de κ niveles de cardinal menor que
κ, tenemos que |A| = κ, luego podemos suponer que A = κ.

Definimos sobre A el orden total R dado por α R β si y sólo si α ≤A β o bien
α ⊥ β y, si δ es el mı́nimo nivel en que los predecesores de α y β (digamos α′ y
β′) son distintos, se cumple α′ < β′ (como ordinales).

Sea F : [κ]2 −→ 2 dada por F (α, β) = 1 si y sólo si α R β (donde se entiende
que α < β). Por la compacidad débil existe un conjunto H ⊂ κ de cardinal κ
homogéneo para F .

Sea C el conjunto de todos los α < κ tales que el conjunto {β ∈ H | α <A β}
tiene cardinal κ. Para cada δ < κ tenemos que

H =
⋃

α∈NivδA

{β ∈ H | β ≤A α} ∪ ⋃
α∈NivδA

{β ∈ H | α <A β}.

Como κ es regular, la primera unión tiene cardinal menor que κ, luego la
segunda tiene que tener cardinal κ y, más concretamente, uno de sus conjuntos
ha de tener cardinal κ. Esto significa que C corta a todos los niveles de A. Si
probamos que C está totalmente ordenado por <A concluiremos que C es un
camino en A, luego A no será un κ-árbol de Aronszajn.

Supongamos que α, β ∈ C no son comparables por <A. Digamos, por
ejemplo, que α R β. Como ambos tienen κ sucesores en H, existen γ < δ < ε en
H tales que α <A γ, β <A δ, α <A ε. Por definición de R tenemos que γ R δ y
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ε R δ (pues el primer nivel en que difieren los anteriores de γ y δ es el mismo en
que difieren los anteriores de α y β). Por lo tanto F (γ, δ) = 1 y F (δ, ε) = 0, en
contra de la homogeneidad de H.

b) → c). Veamos κ −→ (κ)n
m por inducción sobre n. Para n = 1 la propiedad

se se sigue de la regularidad de κ. Supongamos κ −→ (κ)n
m y consideremos una

partición F : [κ]n+1 −→ m. Para cada α < κ sea Sα = {s | s : [α]n −→ m} y
sea S =

⋃
α<κ

Sα. Claramente S es un árbol con el orden dado por la inclusión.

Además el nivel α-ésimo es Sα, de cardinal m|α| < κ, luego S es un κ-árbol.

Para cada s ∈ S definimos h(s) ∈ κ y A(s) ⊂ κ de modo que:

a) A(∅) = κ,

b) h(s) = mı́nA(s) (salvo si A(s) = ∅, en cuyo caso h(s) = 0),

c) si s ∈ Sλ, entonces A(s) =
⋂

δ<λ

A(s|[δ]n),

d) Si s ∈ Sα, t ∈ Sα+1, s ≤ t, entonces

A(t) = A(s) ∩ {γ > h(s) |
∧

B ∈ [α + 1]n t(B) = F (h(B) ∪ {γ})},
donde h(B) significa {h(s|[β1]n), . . . , h(s|[βn]n)}, con B = {β1, . . . , βn}.

Como A(s) es decreciente, es claro que T = {s ∈ S | A(s) �= ∅} es un
subárbol de S. Veamos que T tiene altura κ, y aśı será un κ-árbol. Sea α < κ.
Podemos tomar γ < κ mayor que todos los elementos de h[Sβ ] para β ≤ α. Sea
s0 = ∅ ∈ T . Obviamente γ ∈ A(s0). Si sβ ∈ T tiene altura β < α y γ ∈ A(sβ),
podemos extender sβ a sβ+1 ∈ Sβ+1 de acuerdo con la condición d) para que
γ ∈ A(sβ+1) y por lo tanto sβ+1 ∈ T . Definidos {sδ}δ<λ en T tales que cada sδ

tenga altura δ y γ ∈ A(sδ) (y que cada uno extienda a los anteriores), es claro
que su unión sλ cumple γ ∈ A(sλ), luego sλ ∈ T y tiene altura λ. De este modo
llegamos a un sα ∈ T de altura α.

Por hipótesis T tiene un camino C, la unión de cuyos elementos es una
aplicación f : [κ]n −→ m tal que

∧
α < κ f |[α]n ∈ T , luego∧

α < κ h(f |[α]n) ∈ A(f |[α]n).

Sea α1 < · · · < αn+1 < κ. Sea B = {α1 + 1, . . . , αn + 1} ∈ [αn+1 + 1]n.
Como h(f |[αn+1+1]n) ∈ A(f |[αn+1+1]n), por la condición d) se cumple que

f({α1 + 1, . . . , αn + 1}) = F ({h(f |[α1+1]n), . . . , h(f |[αn+1]n), h(f |[αn+1+1]n)}).
En otros términos, si llamamos X = {h(f |[α+1]n) | α < κ}, acabamos de

probar que si tomamos α1 < · · · < αn+1 en X, entonces F ({α1, . . . , αn+1})
no depende de αn+1, luego podemos definir una partición G : [X]n −→ m me-
diante G({α1, . . . , αn}) = F ({α1, . . . , αn+1}), donde αn+1 es cualquier elemento
de X mayor que α1, . . . , αn. Por hipótesis de inducción G tiene un conjunto
homogéneo H de cardinal κ (notemos que |X| = κ), el cual es obviamente
homogéneo para F .

c) → a) es trivial.
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Por lo tanto, los cardinales débilmente compactos son los cardinales no nu-
merables que cumplen ı́ntegramente el teorema de Ramsey, y no sólo el caso
particular que hemos tomado como definición.

Como primera aplicación de la caracterización por árboles probamos que los
cardinales medibles son débilmente compactos.

Teorema 12.11 Sea κ un cardinal medible y sea D una medida normal en κ.
Entonces κ es débilmente compacto y {µ < κ | µ es débilmente compacto} ∈ D.

Demostración: Veamos que no hay κ-árboles de Aronszajn. Sea (A,≤A)
un κ-árbol. Podemos suponer que A = κ. Sea

C = {α < κ | {β < κ | α ≤A β} ∈ D}.

Claramente C es una cadena en A, pues la intersección de elementos de D
es no vaćıa. Además, si γ < κ

κ = {β < κ | altAβ < γ} ∪ ⋃
α∈Nivγ(A)

{β < κ | α ≤A β},

luego algún α ∈ Nivγ(A) ha de estar en C, pues de lo contrario κ seŕıa nulo.
Esto prueba que C es un camino en A, luego A no es un κ-árbol de Aronszajn
y κ es débilmente compacto.

Sea j : V −→ Ult la inmersión natural. Se cumple que κ es débilmente
compactoUlt, pues todo κ-árbolUlt es un κ-árbol, luego tiene un camino, el
cual estará en Ult porque Ultκ ⊂ Ult (teorema 11.23). Si d es la identidad
en κ, tenemos que [d] es débilmente compactoUlt (por 11.26). Por el teorema
fundamental 11.18 concluimos que

{µ < κ | µ es débilmente compacto} ∈ D.

En particular vemos que si existen cardinales débilmente compactos, el me-
nor de ellos no puede ser medible, luego la compacidad débil no implica la
medibilidad.

Los resultados siguientes explican el nombre de “cardinales débilmente com-
pactos”. Para ello hemos de definir fórmulas de longitud infinita en un lenguaje
formal.

Definición 12.12 Sea L un lenguaje formal (en el sentido de la definición 1.1)
y sean κ, µ dos cardinales infinitos. Definimos como sigue las fórmulas de L de
tipo (κ, µ):

F (0) = {Rt0 · · · tn−1 | 0 < n < ω ∧ R ∈ RelnL ∧ {ti}i<n ∈ (Term L)n},
F (α + 1) = F (α) ∪ {(¬, φ) | φ ∈ F (α)} ∪ {(φ,→, ψ) | φ, ψ ∈ F (α)}

∪ {(
∧

, {φδ}δ<β) | β < κ ∧ {φδ}δ<β ∈ F (α)β}
∪ {(

∧
, {xδ}δ<β , φ) | β < µ ∧ {xδ}δ<β ∈ (VarL)β ∧ φ ∈ F (α)},

F (λ) =
⋃

δ<λ

F (δ),
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Formκµ(L) =
⋃

α<κ+∪µ+
F (α).

En la práctica usaremos la siguiente notación:

Escribiremos ¬φ en lugar de (¬, φ),

” φ → ψ ” (φ,→, ψ),

”
∧

δ<β
φδ ” (

∧
, {φδ}δ<β),

”
∨

δ<β
φδ ” ¬

∧
δ<β

¬φδ,

”
∧

δ<β
xδ φ ” (

∧
, {xδ}δ<β , φ),

”
∨

δ<β
xδ φ ” ¬

∨
δ<β

xδ ¬φ,

y aśı mismo usaremos las abreviaturas habituales que definen las fórmulas φ ∧ ψ,
φ ∨ ψ y φ ↔ ψ.

En definitiva, las fórmulas de tipo (κ, µ) de L son formalmente como las
fórmulas usuales salvo por que admitimos conjunciones (y, por consiguiente,
disyunciones) infinitas sobre menos de κ fórmulas y cuantificaciones infinitas
sobre menos de µ variables. Notemos que técnicamente estamos usando el mismo
signo como conjuntor infinito y como cuantificador infinito, pero la estructura de
cada fórmula determina cuándo hay que considerarlo como conjuntor y cuándo
como cuantificador.

De la definición se sigue que toda fórmula de tipo (κ, µ) es elemental (o
sea, un relator y términos) o bien es una negación, o una implicación, o una
conjunción o una generalización.

Los conceptos de “variable libre”, “variable ligada”, sentencia, etc. se definen
de forma obvia para fórmulas de tipo (κ, µ). Por razones técnicas no hemos
definido las fórmulas como sucesiones de signos, sino como pares o ternas, por
lo que no tiene sentido hablar de la longitud de una fórmula (podŕıa definirse,
en cualquier caso, pero no lo vamos a necesitar). No obstante, la inducción o
recursión sobre la longitud de una fórmula se sustituye por inducción o recursión
sobre el rango, y el resultado es formalmente el mismo.

Por ejemplo, si M es un modelo de L, v : Var(L) −→ M y φ es una fórmula de
tipo (κ, µ), podemos definir M � φ[v] de forma natural. Las únicas condiciones
que difieren respecto a la definición usual (ver 1.2) son:

M �
∧

δ<β
φδ[v] ↔

∧
δ < β M � φδ[v],

M �
∧

δ<β
xδ φ[v] ↔ para toda w : Var(L) −→ M que coincida con v sobre

las variables de L distintas de las xδ se cumple
M � φ[w].
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A su vez, de aqúı se deducen propiedades análogas para las disyunciones y
las particularizaciones infinitas. Concretamente:

M �
∨

δ<β
φδ[v] ↔

∨
δ < β M � φδ[v],

M �
∨

δ<β
xδ φ[v] ↔ existe w : Var(L) −→ M que coincide con v sobre las

variables de L distintas de las xδ y M � φ[w].

Podemos identificar las fórmulas usuales (finitas) de L con las fórmulas de
tipo (ℵ0,ℵ0). No hay una biyección natural entre ellas, pero a cualquier fórmula
finita le podemos asociar de forma natural una fórmula de tipo (ℵ0,ℵ0) con el
mismo significado y viceversa. La correspondencia no es biyectiva porque, por
ejemplo, α1 ∧ α2 y

∧
δ<2

αδ son dos fórmulas de tipo (ℵ0,ℵ0) que se corresponden

con la misma fórmula finita.

Admitiremos expresiones de la forma
∧
i∈I

φi, con |I| < κ, aunque en la de-

finición hemos exigido que las conjunciones estén subindicadas con ordinales.
Para ello identificaremos esta fórmula con la construida a partir de una biyección
i : |I| −→ I, es decir, con

∧
δ<|I|

φiδ
. Esta fórmula depende de la biyección esco-

gida, pero su interpretación en un modelo es la misma en cualquier caso. (En la
definición no pod́ıamos admitir conjuntos de ı́ndices arbitrarios porque enton-
ces la clase de las fórmulas no seŕıa un conjunto). Similarmente admitiremos
generalizaciones con conjuntos de ı́ndices arbitrarios (de cardinal menor que µ).

En la práctica es más cómodo hablar de lenguajes de tipo (κ, µ) que de
fórmulas de tipo (κ, µ). Cuando digamos que L es un lenguaje formal de tipo
(κ, µ) querremos decir que es un lenguaje formal en el sentido usual, pero que
al hablar de fórmulas de L habrá que entender que son fórmulas de tipo (κ, µ).

Recordemos que el teorema de compacidad 11.12 (para la lógica usual, finita)
afirma que si Σ es un conjunto de sentencias tal que todo subconjunto finito tiene
un modelo, entonces Σ tiene un modelo.

Diremos que un lenguaje L de tipo (κ, µ) cumple el teorema de compacidad
(débil) si para todo conjunto de sentencias Σ (con |Σ| ≤ κ) tal que todo S ⊂ Σ
con |S| < κ tiene un modelo, se cumple que Σ tiene un modelo.

A pesar de los términos que estamos empleando, debemos tener presente que
el “teorema de compacidad (débil)” es una propiedad que puede satisfacer o no
un lenguaje formal, es decir, no es realmente un teorema.

Teorema 12.13 Sea κ un cardinal fuertemente inaccesible. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) κ es débilmente compacto.

b) Todo lenguaje formal de tipo (κ, κ) cumple el teorema de compacidad débil.

c) Todo lenguaje formal de tipo (κ,ℵ0) cumple el teorema de compacidad
débil.
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Demostración: a) → b). Sea Σ un conjunto de sentencias de un lenguaje
L de tipo (κ, κ) tal que |Σ| ≤ κ y todo S ⊂ Σ con |S| < κ tiene un modelo. Po-
demos suponer que |L| ≤ κ, pues sólo importan los signos que de hecho aparecen
en las sentencias de Σ. Si encontramos un modelo de Σ para el lenguaje formado
por dichos signos, los demás signos de L pueden interpretarse arbitrariamente.

Sea L1 el lenguaje formal que resulta de añadir a L una sucesión de constan-
tes {cφ

α}α<β para cada fórmula φ de L con variables libres {xα}α<β . Con estas
nuevas constantes se pueden construir nuevas fórmulas de L1, lo que nos permite
definir del mismo modo un lenguaje L2, y aśı sucesivamente. Llamamos L∞ al
lenguaje formado por todos los signos de todos los lenguajes Ln, con n < ω.
De este modo, cada fórmula φ de L∞ tiene asociada una sucesión de constantes
{cφ

α}α<β en correspondencia con sus variables libres y que no aparecen en φ.
Llamaremos φ̃ a la sentencia que resulta de sustituir cada variable libre de

φ por su constante asociada. Por otra parte, llamaremos φ′ a la sentencia∨
δ<β

xδ φ → φ̃.

Es inmediato que |L∞| ≤ κ y como κ es fuertemente inaccesible se cumple
también que |Form(L∞)| ≤ κ. Llamemos Σ′ = Σ ∪ {φ′ | φ ∈ Form(L∞)}. Si
S ⊂ Σ′ cumple |S| < κ, entonces S tiene un modelo, pues un modelo de S ∩ Σ
para L se extiende a un modelo de S sin más que interpretar adecuadamente
las constantes añadidas.

Sea {σα}α<κ una enumeración de las sentencias de L∞. Sea A el conjunto
formado por todas las aplicaciones s : γ −→ 2 tales que γ < κ y existe un
modelo M de Σ′ ∩ {σα | α < γ} de modo que∧

α < γ(s(α) = 1 ↔ M � σα). (12.1)

Claramente A es un árbol con la inclusión. La altura de un elemento de A
es su dominio, y por la propiedad de Σ′ resulta que A tiene altura κ. Al ser κ
fuertemente inaccesible, los niveles tienen cardinal menor que κ, luego A es un
κ-árbol.

Como estamos suponiendo que κ es débilmente compacto, A tiene un camino,
cuyos elementos determinan una aplicación s : κ −→ 2 con la propiedad de que∧

γ < κ s|γ ∈ A.
Sea ∆ = {σα | α < κ ∧ s(α) = 1}. Por construcción Σ′ ⊂ ∆, luego basta

encontrar un modelo para ∆.

Sea U el conjunto de todos los designadores de L∞. Definimos en U la
relación dada por t1 R t2 si y sólo si (t1 = t2) ∈ ∆.

Veamos que R es una relación de equivalencia. Probaremos la simetŕıa, pues
la reflexividad y la transitividad se demuestran análogamente.

Dados t1, t2 ∈ U , sea γ < κ suficientemente grande como para que las
sentencias t1 = t2 y t2 = t1 estén en {σα | α < γ}. Supongamos que t1 R t2, es
decir, que (t1 = t2) ∈ ∆. Como s|γ ∈ A, existe un modelo M que cumple (12.1).
Por definición de ∆ tenemos que M � t1 = t2, luego M � t2 = t1, luego
(t2 = t1) ∈ ∆, es decir, t2 R t1.
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Sea N el modelo de L∞ cuyo universo es el cociente U/R y donde los signos
de L∞ se interpretan como sigue:

N(c) = [c], para toda constante c de L∞,

N(f)([t1], . . . , [tn]) = [ft1 · · · tn], para todo funtor n-ádico f de L∞,

N(R)([t1], . . . , [tn]) ↔ Rt1 · · · tn ∈ ∆, para todo relator n-ádico R de L∞.

Veamos que N está bien definido. Por ejemplo, probemos que las interpre-
taciones de los funtores son funciones bien definidas (el caso de los relatores es
análogo).

Sea f un funtor n-ádico de L∞ y sean t1, . . . , tn, t′1, . . . , t
′
n ∈ U tales que

[ti] = [t′i] para i = 1, . . . , n. Sea γ < κ suficientemente grande como para que
las sentencias ti = t′i y ft1 · · · tn = ft′1 · · · t′n estén en {σα | α < γ}.

Como s|γ ∈ A, existe un modelo M de L∞ que cumple (12.1). Por definición
de ∆ tenemos que M � ti = t′i, para i = 1, . . . , n, luego también se cumple que
M � ft1 · · · tn = ft′1 · · · t′n, con lo que esta sentencia está en ∆ y por consiguiente
[ft1 · · · tn] = [ft′1 · · · t′n].

Para que N esté bien definido también hemos de comprobar que la interpre-
tación del igualador es la igualdad, pero esto es inmediato.

Una simple inducción sobre la longitud de t (los términos son sucesiones
finitas de signos, y tienen definida su longitud) prueba que si t es un designador
de L∞ entonces N(t) = [t]. Ahora basta probar que para toda sentencia σ de
L∞ se cumple

N � σ ↔ σ ∈ ∆.

Lo probamos por inducción sobre el mı́nimo α tal que σ ∈ F (α) en la de-
finición 12.12. Para las sentencias de la forma Rt1 · · · tn es inmediato, por la
definición de N(R).

Supongámoslo para σ y veámoslo para ¬σ. Sea γ < κ suficientemente grande
como para que σ y ¬σ estén en {σα | α < γ}. Sea M un modelo de L∞ que
cumpla (12.1). Entonces

N � ¬σ ↔ ¬N � σ ↔ σ /∈ ∆ ↔ ¬M � σ ↔ M � ¬σ ↔ ¬σ ∈ ∆.

Supongamos ahora que σ =
∧

δ<β
φδ. Sea γ < κ suficientemente grande como

para que σ y todas las sentencias φδ estén en {σα | α < γ}. Sea M un modelo
de L∞ que cumpla (12.1). Aśı, por la hipótesis de inducción para las φδ,

N � σ ↔
∧

δ < β N � φδ ↔
∧

δ < β φδ ∈ ∆

↔
∧

β < δ M � φδ ↔ M � σ ↔ σ ∈ ∆.

Supongamos ahora que σ =
∧

δ<β
xδ φ. Si ¬N � σ, teniendo en cuenta quién

es el universo de N , esto significa que existen designadores de L∞ tales que
¬N � φ∗, donde φ∗ es la sentencia que resulta de sustituir las variables xδ en φ
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por tales designadores. La sentencia φ∗ se construye en los mismos pasos que φ,
luego en menos pasos que σ, luego podemos aplicarle la hipótesis de inducción
y concluir que φ∗ /∈ ∆.

Sea γ < κ suficientemente grande como para que las sentencias φ∗ y σ estén
en {σα | α < γ}. Sea M un modelo de L∞ que cumpla (12.1). Entonces
¬M � φ∗, luego ¬M � σ, luego σ /∈ ∆.

Supongamos ahora σ /∈ ∆ y sea γ < κ suficientemente grande como para
que las sentencias σ, φ̃ y φ′ =

∨
δ<β

xδ φ → φ̃ estén en {σα | α < γ}. Sea M

un modelo de L∞ que cumpla (12.1). Entonces ¬M � σ, luego M �
∨

δ<β
xδ φ.

Por otra parte, como φ′ ∈ Σ′ ∩ {σα | α < γ}, tenemos que M � φ′, de donde
llegamos a que M � φ̃, y en consecuencia φ̃ ∈ ∆.

Ahora bien, φ̃ se construye en los mismos pasos que φ, luego en uno menos
que σ, luego podemos aplicarle la hipótesis de inducción y concluir que N � φ̃,
de donde claramente ¬N � σ.

b) → c) es evidente.

c) → a). Veamos que no hay κ-árboles de Aronszajn. Sea A un κ-árbol y
sea L un lenguaje formal con un relator diádico R, un relator monádico T y κ
constantes {ca}a∈A. Sea Σ el siguiente conjunto de sentencias (κ,ℵ0) de L:

cx R cy para cada x, y ∈ A tales que x ≤ y,
¬cx R cy para cada x, y ∈ A tales que x �≤ y,
¬(Tcx ∧ Tcy) para cada x, y ∈ A tales que x ⊥ y,∨
x∈Nivα(A)

Tcx para todo α < κ.

Es claro que |Σ| = κ y si S ⊂ Σ cumple |S| < κ, entonces S tiene como
modelo a M = A con M(cx) = x, M(R) = ≤A y tomando como M(T ) la per-
tenencia a una cadena de altura suficientemente grande como para que cumpla
todas las fórmulas del cuarto tipo que haya en S.

Por hipótesis Σ tiene un modelo M , del cual obtenemos un camino en A, a
saber, C = {x ∈ A | M � Tcx}.

Ahora queda claro por qué los cardinales débilmente compactos se llaman
aśı. En el caṕıtulo XVI estudiaremos los cardinales (fuertemente) compactos,
que son los que cumplen el teorema anterior cambiando compacidad débil por
compacidad.

De la prueba del teorema anterior se desprende que un cardinal fuertemente
inaccesible κ es débilmente compacto si y sólo si el árbol 2<κ no contiene κ-
subárboles de Aronszajn, pues en la prueba de a) → b) sólo se ha usado que un
cierto subárbol de 2<κ teńıa un camino.

Como aplicación del teorema que acabamos de probar demostraremos una
propiedad esencial de los cardinales débilmente compactos, de la cual deduci-
remos, por ejemplo, que son fuertemente κ-Mahlo. Sabemos que un cardinal
débilmente compacto κ no tiene por qué ser medible, luego a partir de él no po-
demos probar la existencia de una inmersión elemental no trivial V −→ M . Sin
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embargo, podemos probar una aproximación a esto, a saber, la existencia de una
inmersión elemental Vκ −→ M en un modelo transitivo M estrictamente mayor
que Vκ. Como esto es más débil que la existencia de una inmersión elemental
sobre toda la clase universal, nos conviene hilar un poco más fino.

Llamaremos LR al lenguaje formal de la teoŕıa de conjuntos L0 al que hemos
añadido un relator monádico R. Un modelo (natural) de LR está determinado
por un par (M, A), donde M es un conjunto transitivo y A ⊂ M . Concreta-
mente, nos referimos al modelo en que el relator de pertenencia se interpreta
como la pertenencia y el relator R se interpreta como la pertenencia a A.

Teorema 12.14 Sea κ un cardinal débilmente compacto. Para todo A ⊂ Vκ

existe un modelo transitivo M de ZFC y un conjunto A′ ⊂ M de modo que
κ ∈ M y (Vκ, A) ≺ (M, A′).

Demostración: Sea L′ el lenguaje LR más un conjunto de constantes
{cx}x∈Vκ y sea L′′ el lenguaje L′ más una constante c. Como κ es fuertemente
inaccesible el lenguaje L′′ tiene cardinal κ. Consideramos a (Vκ, A) como modelo
de L′ interpretando cada constante cx por x.

Sea Σ el conjunto de todas las sentencias (finitas) de L′ verdaderas en (Vκ, A)
más las siguientes sentencias de L′′:

a)
∧

u u /∈ c∅,

b)
∧

u(u ∈ cx ↔
∨

y∈x
(u = cy)), para cada x ∈ Vκ no vaćıo,

c) ¬
∨

n∈ω
xn

∧
m∈ω

(xn+1 ∈ xn),

d) c es un ordinal,

e) cα ∈ c, para cada α < κ.

Claramente |Σ| = κ y todas las sentencias de Σ que no contienen la constante
c son verdaderas en (Vκ, A). Además todo S ⊂ Σ con |S| < κ tiene como modelo
a (Vκ, A) sin más que interpretar la constante c como un ordinal suficientemente
grande. Por el teorema anterior Σ tiene un modelo M .

Como M cumple la sentencia c), la relación M(∈) está bien fundada en M ,
además M cumple el axioma de extensionalidad porque está en Σ, luego M(∈)
es extensional. Pasando al colapso transitivo, podemos suponer que M es un
modelo transitivo.

Como M cumple las sentencias a) y b) ha de ser M(cx) = x para todo
x ∈ Vκ, luego Vκ ⊂ M . Definimos A′ = {x ∈ M | M(R)(x)}.

Se cumple que (Vκ, A) ≺ (M, A′), pues si (Vκ, A) � φ[x1, . . . , xn] entonces
(Vκ, A) � φ(cx1 , . . . , cxn), luego la sentencia φ(cx1 , . . . , cxn) está en Σ, luego
(M, A′) � φ(cx1 , . . . , cxn

) y también (M, A′) � φ[x1, . . . , xn].
En particular, esto implica que M es un modelo transitivo de ZFC (pues, al

ser κ fuertemente inaccesible, Vκ lo es).
Por otra parte, M cumple las sentencias d) y e), lo que implica que contiene

un ordinal mayor o igual que κ. Por transitividad κ ∈ M .
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Con este teorema podemos adaptar (con un poco más de trabajo) el ar-
gumento de reflexión que nos permitió probar que los cardinales medibles son
cardinales de Mahlo.

Teorema 12.15 Si κ es un cardinal débilmente compacto entonces es fuerte-
mente κ-Mahlo.

Demostración: Sabemos que κ es fuertemente inaccesible, luego es fuer-
temente 0-Mahlo. Supongamos que κ es fuertemente α-Mahlo, para α < κ,
y veamos que es fuertemente α + 1-Mahlo. Para ello hemos de probar que
todo conjunto c.n.a. C en κ contiene un cardinal fuertemente α-Mahlo. Sea
(M, C ′) según el teorema anterior, es decir, M es un modelo transitivo de ZFC,
(Vκ, C) ≺ (M, C ′) y κ ∈ M . Claramente

(Vκ, C) �
∧

α
∨

β(α < β ∧ Rβ)

∧
∧

α(
∧

β(β < α →
∨

δ(β < δ ∧ δ < α ∧ Rδ)) → Rα),

luego lo mismo es válido para (M, C ′), lo que significa que C ′ es c.n.a. en el
ordinal ΩM . Por otro lado, el hecho de que (Vκ, C) sea un submodelo elemental
de (M, C ′) implica que

∧
α < κ(α ∈ C ↔ α ∈ C ′), es decir, C = C ′ ∩ κ, no

acotado en κ, luego κ ∈ C ′.
En las observaciones precedentes al teorema 11.30 (ver la nota al pie) vi-

mos que si κ es fuertemente α-Mahlo, entonces es fuertemente α-MahloM , para
cualquier modelo transitivo M de ZFC (que contenga a κ), en particular para
el modelo M que estamos considerando aqúı. Aśı pues,

(M, C ′) �
∨

µ(µ es fuertemente [α]-Mahlo ∧ Rµ),

donde [α] indica que en esa posición debe ir una variable interpretada por α.
Teniendo en cuenta que (Vκ, C) es un submodelo elemental (y que α ∈ Vκ), de
aqúı se sigue que lo mismo vale para (Vκ, C), con lo que∨

µ ∈ C(µ es fuertemente α-Mahlo)Vκ ,

pero esto es absoluto para Vκ.
Aśı queda probado que el conjunto de cardinales α-Mahlo bajo κ es estacio-

nario, luego κ es α + 1-Mahlo. El caso ĺımite es trivial.

Ejercicio: Probar que si κ es débilmente compacto, entonces el conjunto

{µ < κ | µ es fuertemente µ-mahlo}

es estacionario en κ.

Ahora probaremos una diferencia notable entre los cardinales medibles y los
cardinales débilmente compactos. Hemos visto que los primeros contradicen al
axioma de constructibilidad, mientras que ahora veremos que los segundos no.
Necesitamos un resultado técnico:
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Teorema 12.16 Si κ es un cardinal débilmente compacto y A ⊂ κ cumple∧
α < κ A ∩ α ∈ L, entonces A ∈ L.

Demostración: Sea (M, A′) según el teorema 12.14. Claramente

(Vκ, A) �
∧

α
∨

x(x ∈ L ∧
∧

u(u ∈ x ↔ u ∈ α ∧ Ru)),

luego lo mismo vale para (M, A′), y entonces podemos particularizar a α = κ,
lo que nos da que A = A′ ∩ κ ∈ L.

Teorema 12.17 Todo cardinal débilmente compacto es débilmente compactoL.

Demostración: Sea κ un cardinal débilmente compacto. Entonces κ
es fuertemente inaccesibleL, luego basta probar que no existen κ-árboles de
AronszajnL. Sea (A,≤A) un κ-árbolL. Podemos suponer que A = κ, aśı como
que

∧
αβ ∈ κ (α <A β → α < β). En efecto (razonando en L), basta definir una

sucesión de biyecciones fα :
⋃

β<α

Nivβ(A) −→ γα, con γα < κ, cada una de las

cuales extienda a las anteriores. La regularidad de κ asegura que esto es posible
y al final tenemos una biyección entre A y κ que nos permite pasar a un árbol
en las condiciones requeridas.

Es claro que A es un κ-árbol, por lo que tiene un camino C. Si α < κ, sea
γ = mı́nC \ α. Entonces α ≤ γ y C ∩ α = {β ∈ κ | β <A γ} ∈ L, luego C ∈ L
por el teorema anterior. Claramente C es un caminoL en A, luego A no es un
κ-árbol de AronszajnL.

Puede probarse que ser débilmente compacto no implica ser débilmente com-
pacto en cualquier modelo de ZFC (ni siquiera en cualquier modelo que sea una
clase propia).

Terminamos la sección con un resultado que necesitaremos más adelante:

Teorema 12.18 Si j : M −→ M es una inmersión elemental no trivial de
un modelo transitivo de ZFC en śı mismo y κ es el menor ordinal no fijado,
entonces κ es débilmente compactoM .

Demostración: Si κ no es un cardinalM , sea ν = |κ|M < κ. Sea f : ν −→ κ
biyectiva, f ∈ M . Entonces j(f) : ν −→ j(κ) biyectiva, pero si α < ν y
f(α) = β, entonces también j(f)(α) = β, luego llegamos a que j(f) = f y
κ = j(κ), contradicción.

Llegamos a la misma contradicción si suponemos que ν < κ y que f es
cofinal, por lo que, de hecho, κ es regularM .

Aśı pues, κ es un cardinalM . Sea F : [κ]2 −→ 2 una partición F ∈ M .
Sea Aα = {β < α | F ({α, β}) = 1} ⊂ α. Claramente {Aα}α<κ ∈ M y
j(Aα) = Aα. Por lo tanto j({Aα}α<κ) = {Aα}α<j(κ) (para ciertos conjuntos
Aα, con κ ≤ α < j(κ)). Sea A = Aκ ⊂ κ. Sea E = {α < κ | A ∩ α = Aα}.

Como j(E) = {α < j(κ) | j(A)∩α = Aα}, se sigue fácilmente que κ ∈ j(E).
En consecuencia, para todo α < κ se cumple (

∨
β > j(α) β ∈ j(E))M , luego
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(
∨

β > α β ∈ E)M , es decir, E no está acotado en κ. De aqúı que al menos uno
de los dos conjuntos A∩E o bien (κ \A)∩E ha de ser no acotado en κ. Sea H
uno de ellos (no acotado), Por ejemplo, H = (κ \ A) ∩ E. Ciertamente H ∈ M
y |H|M = κ (por la regularidad).

Si α < β están en H, entonces β ∈ E, luego A ∩ β = Aβ y aśı α /∈ Aβ , de
donde resulta que F ({α, β}) = 0. Aśı pues, H es homogéneo para F .

12.3 Cardinales indescriptibles

En esta sección estudiamos otro tipo de propiedades interesantes de los car-
dinales grandes, éstas relacionadas con la lógica de órdenes superiores. El resul-
tado principal será una caracterización útil de los cardinales débilmente com-
pactos. Veamos las definiciones básicas.

Definición 12.19 Sea L el lenguaje formal que resulta de añadir al lenguaje L0

de la teoŕıa de conjuntos un número finito de relatores monádicos R0, . . . , Rk.
Un caso particular es el lenguaje LR que consta de un único relator R. Un
modelo natural de L está formado por un conjunto M junto con n subconjun-
tos A0, . . . , Ak (de forma que M(Ri) es la pertenencia a Ai). El relator ∈ se
interpreta como la pertenencia usual en M .

Llamaremos Lm al lenguaje que resulta de añadir a L m conjuntos (nume-
rables, disjuntos) de variables Var1(Lm), . . . ,Varm(Lm). Convenimos en que
Var0(Lm) es el conjunto de las variables originales de L. En particular L0 = L.

Diremos que Lm es el lenguaje de orden m + 1 asociado a L. Los elementos
de Vari(Lm) se llaman variables de orden i + 1 de Lm.

Los términos y fórmulas de Lm se definen como en el caso de los lenguajes
de primer orden, sólo que ahora pueden aparecer en ellos variables de distin-
tos órdenes. La diferencia aparece en la interpretación. En general, si M es
un conjunto, llamaremos P0M = M , P1M = PM , P2M = PPM , etc. Si
(M, A1, . . . , Ak) es un modelo de L, definimos

M =
⋃

i≤m

PiM.

Consideramos a (M, A1, . . . , Ak) como modelo de L, de modo que el relator
∈ se sigue interpretando como la pertenencia en M y los relatores Ri se siguen
interpretando como la pertenencia a Ai. Una valoración de L en M es una
aplicación v que a cada x ∈ Vari(Lm) le asigna un conjunto v(x) ∈ PiM . Si
φ es una fórmula de Lm, la definición de M � φ[v] es la misma que para los
lenguajes de primer orden, salvo que las valoraciones son las que acabamos de
definir.

Informalmente, la diferencia es que ahora las variables de primer orden re-
corren elementos de M , mientras que las variables de segundo orden recorren
subconjuntos de M , las de tercer orden subconjuntos de subconjuntos de M , y
aśı sucesivamente. En la práctica escribiremos M en lugar de M .
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Una fórmula Πn
m es una fórmula de Ln que conste de una sucesión de m

variables de orden n + 1 cuantificadas en la forma
∧

x1

∨
x2

∧
x3 · · · seguidas

de una fórmula cuyas variables cuantificadas sean a lo sumo de orden n. Una
fórmula Σn

m se define igualmente, salvo que el primer cuantificador ha de ser
existencial.

Vamos a considerar únicamente modelos de la forma (Vα, A1, . . . , Ak). En
la práctica, cuando digamos que una sentencia φ es Πn

m o Σn
m querremos decir

que es equivalente a una sentencia φ′ de este tipo, en el sentido de que cualquier
modelo Vα cumple φ si y sólo si cumple φ′.

Un cardinal κ es Πn
m-indescriptible si cuando φ es una sentencia Πn

m de LR

y A ⊂ Vκ cumple (Vκ, A) � φ, existe un α < κ tal que (Vα, A ∩ Vα) � φ.
Similarmente se definen los cardinales Σn

m-indescriptibles.

Notemos que si m ≤ m′ y n ≤ n′, entonces toda fórmula Πn
m es también una

fórmula Πn′
m′ . Más aún, si n < n′ toda fórmula Πn

m es, de hecho, Πn′
0 . Por lo

tanto, todo cardinal Πn′
m′ -indescriptible es Πn

m-indescriptible.

Otro hecho elemental es que si κ es Πn
m-indescriptible (n ≥ 1) entonces cum-

ple también la definición para lenguajes con k relatores monádicos R1, . . . , Rk,
pues si (Vκ, A1, . . . , Ak) � φ, consideramos A = A1 × {0} ∪ · · · ∪ Ak × {k − 1} y
la sentencia

φ′ =
∨

x1 · · ·xk(x1 = ∅ ∧ x2 = x1 ∪ {x1} ∧ · · · ∧ xk = xk−1 ∪ {xk−1} ∧ φ′′),

donde φ′′ es la fórmula que resulta de reemplazar cada Rix por R(x, xi). Es claro
que (Vκ, A) � (φ′ ∧

∧
α
∨

β α < β) y la fórmula es Πn
m porque los cuantificadores

de orden n + 1 de φ′ se pueden extraer. Si (Vα, A ∩ Vα) cumple esto mismo con
α < κ, entonces α es un ordinal ĺımite y

A ∩ Vα = (A1 ∩ Vα) × {0} ∪ · · · ∪ (Ak × Vα) × {k − 1},

con lo que (Vα, A1 ∩ Vα, . . . , Ak ∩ Vα) � φ.

En realidad aqúı hemos usado que κ es infinito, pero esto es consecuencia
del teorema siguiente, que prueba que los cardinales indescriptibles son grandes:

Teorema 12.20 Un cardinal κ es fuertemente inaccesible si y sólo si es Π1
0-

indescriptible (es decir, si es Π0
m-indescriptible para todo m < ω).

Demostración: Si κ es singular, sea µ = cf κ y sea f : µ −→ κ cofinal.
Sea A = f × {µ} ⊂ Vκ. Entonces

(Vκ, A) �
∨

µ > 0
∧

δ < µ
∨

β R(δ, β, µ),

donde la sentencia es claramente de tipo Π0
m para algún m (simplemente, es de

primer orden). Sin embargo, no existe un α < κ tal que

(Vα, A ∩ Vα) �
∨

x �= ∅
∧

y ∈ x
∨

z R(y, z, x).
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En efecto, tendŕıa que ser µ < α para que existiera x en Vα, y entonces
el x cuya existencia afirma la sentencia ha de ser µ. Pero entonces cualquier
δ < µ tal que f(δ) > α incumple la sentencia. Esto prueba que todo cardinal
Π1

0-indescriptible es regular.
Si µ < κ pero 2µ ≥ κ, sea f : Pµ −→ κ suprayectiva. Tomamos ahora

A = f ×{Pµ} ⊂ Vκ. La misma sentencia de antes describe a κ. Por consiguiente
κ es un ĺımite fuerte.

No puede ser κ = ω, pues la sentencia
∧

x
∨

y x ∈ y describe a ω. Aśı pues,
los cardinales Π1

0-indescriptibles son fuertemente inaccesibles.

Supongamos ahora que κ es fuertemente inaccesible y que A ⊂ Vκ cumple

(Vκ, A) � φ,

donde φ es una sentencia Π1
0, es decir, una sentencia de primer orden. Sea

M0 ≺ (Vκ, A) un submodelo elemental numerable. Sea α0 < κ tal que M0 ⊂ Vα0 .
Sea M1 ≺ (Vκ, A) tal que Vα0 ⊂ M1 y |M1| = |Vα0 | < κ, sea α1 < κ tal que
M1 ⊂ Vα1 , etc.

Sea α =
⋃
n

αn < κ. El teorema 1.7 implica que (Vα, A ∩ Vα) ≺ (Vκ, A). En

particular (Vα, A ∩ Vα) � φ, luego κ es Π1
0-indescriptible.

En realidad los cardinales indescriptibles cumplen más de lo que dice la
definición:

Teorema 12.21 Si κ es un cardinal Πn
m-indescriptible (con n, m ≥ 1) y φ es

una sentencia Πn
m tal que (Vκ, A) � φ, existe un conjunto estacionario E ⊂ κ

formado por cardinales fuertemente inaccesibles tal que para todo cardinal µ ∈ E
se cumple (Vµ, A ∩ Vµ) � φ. En particular κ es un cardinal de Mahlo.

Demostración: Basta probar que si C es c.n.a. en κ entonces existe un
cardinal fuertemente inaccesible µ ∈ C tal que (Vµ, A ∩ Vµ) � φ. Como κ
es fuertemente inaccesible, no perdemos generalidad si suponemos que C está
formado por cardinales ĺımite fuerte (pues el conjunto de cardinales ĺımite fuerte
menores que κ es c.n.a. en κ). Aśı pues, basta encontrar un µ regular. Tenemos
que

(Vκ, A, C) � φ ∧
∧

α
∨

β(α < β ∧ Rβ) ∧∧
f((

∨
α f : α −→ Ω) → (

∨
β f : α −→ β)),

donde R se interpreta con C. (La variable f es de segundo orden.) Es claro
que la sentencia es Πn

m, pues todo lo que hemos añadido es Π1
1. Sea µ < κ un

ordinal tal que (Vµ, A ∩ Vµ, C ∩ Vµ) satisfaga esta sentencia. Entonces C ∩ µ no
está acotado en µ, luego µ ∈ C. La última parte de la sentencia implica que µ
es regular, luego cumple todo lo pedido.

El resultado principal de esta sección es el siguiente:

Teorema 12.22 Un cardinal es Π1
1-indescriptible si y sólo si es débilmente

compacto.
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Demostración: Si κ es Π1
1-indescriptible, entonces es fuertemente inac-

cesible por el teorema 12.20. Según las observaciones tras el teorema 12.13
basta probar que <κ2 no tiene κ-subárboles de Aronszajn. Sea A ⊂ <κ2 un
κ-subárbol. Es claro que, para todo α < κ, el modelo (Vα, A ∩ Vα) satisface la
sentencia Σ1

1 ∨
C C es un camino en R.

Por consiguiente, también la satisface (Vκ, A), lo cual se traduce en que A
tiene un camino.

Supongamos ahora que κ es débilmente compacto y sea A ⊂ Vκ tal que

(Vκ, A) �
∧

X φ(X),

donde la variable X es de segundo orden y φ tiene sólo cuantificadores de primer
orden. Por el teorema 12.14 existe un modelo transitivo M de ZFC y un conjunto
A′ ⊂ M de modo que κ ∈ M y (Vκ, A) ≺ (M, A′). Teniendo en cuenta que
V M

κ = Vκ, es fácil ver que

(M, A′) � (
∧

X ⊂ Vκ (Vκ, A′ ∩ κ) � φ(X)),

donde lo que hay tras el primer � ha de verse como una fórmula (de primer
orden) de LR. En particular

(M, A′) �
∨

α
∧

X ⊂ Vα (Vα, A′ ∩ α) � φ(X).

Como (Vκ, A) es un submodelo elemental, concluimos que

(Vκ, A) �
∨

α
∧

X ⊂ Vα (Vα, A ∩ α) � φ(X),

de donde se sigue que existe un α < κ tal que (Vα, A ∩ α) �
∧

Xφ(X).

Puede probarse que los cardinales medibles son Π2
1-indescriptibles, pero no

vamos a entrar en ello.

12.4 Cardinales de Ramsey

En esta sección investigaremos el trecho que separa a los cardinales medibles
de los cardinales débilmente compactos, para lo cual estudiaremos una nueva
clase de cardinales intermedios. Los cardinales débilmente compactos son los
que cumplen κ −→ (κ)n

m, para todo m < κ y todo n < ω. Por otra parte
sabemos que κ �−→ (κ)ω, pero cabe la posibilidad de reforzar la propiedad de
compacidad débil sin caer en la contradicción de hacer n = ω.

Definición 12.23 Sean κ y µ cardinales infinitos y m un cardinal 2 ≤ m < µ.
Llamaremos

µ −→ (κ)<ω
m

a la fórmula:
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Para toda partición F : [µ]<ω −→ m existe un conjunto H ⊂ µ con
cardinal κ tal que F es constante en cada conjunto [H]n, para n ∈ ω.

Aqúı [κ]<ω es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de κ. Si un con-
junto H cumple la fórmula anterior diremos que es homogéneo para F . Notemos
que no exigimos que F sea constante en [H]<ω, sino que permitimos que el va-
lor que F toma sobre cada [H]n dependa de n. En caso contrario la propiedad
seŕıa falsa salvo en casos triviales. Como de costumbre omitiremos m cuando
sea m = 2.

Diremos que κ es un cardinal de Ramsey si κ −→ (κ)<ω.

Al igual que sucede con los cardinales débilmente compactos, la definición
de los cardinales de Ramsey con m = 2 implica el caso general:

Teorema 12.24 Si κ es un cardinal de Ramsey y m < κ es un cardinal arbi-
trario, entonces κ −→ (κ)<ω

m .

Demostración: Sea F : [κ]<ω −→ m y sea G : [κ]<ω −→ 2 definida como
sigue: Si α1 < · · · < αk < αk+1 < · · · < α2k < κ y

F ({α1, . . . , αk}) = F ({αk+1, . . . , α2k})

entonces G({α1, . . . , α2k}) = 1, y en cualquier otro caso G toma el valor 0.
Sea H homogéneo para G con |H| = κ. Notemos que si x ∈ [H]2k se ha

de cumplir G(x) = 1. En efecto, como |H| = κ > m, podemos dividir H en κ
sucesiones crecientes de longitud k y tomar dos de ellas en las que F coincide,
es decir, existen ordinales α1 < · · · < αk < αk+1 < · · · < α2k en H tales
que F ({α1, . . . , αk}) = F ({αk+1, . . . , α2k}), luego G({α1, . . . , α2k}) = 1 y, por
homogeneidad, lo mismo vale para todo [H]2k.

Veamos que H es homogéneo para F . Si α1 < · · · < αk, β1 < · · · < βk están
en H, tomamos γ1 < · · · < γk en H tales que αk, βk < γ1 (notemos que H no
puede tener máximo).

Entonces G({α1, . . . , αk, γ1, . . . , γk}) = G({β1, . . . , βk, γ1, . . . , γk}) = 1, lo
que significa que F ({α1, . . . , αk}) = F ({γ1, . . . , γk}) = F ({β1, . . . , βk}).

Casi es obvio que los cardinales de Ramsey son débilmente compactos. Lo
único que no es inmediato es que no son numerables. La propiedad de Ramsey
no es, al contrario de lo que sucede con la compacidad débil, una generalización
de una propiedad de ℵ0:

Teorema 12.25 ℵ0 no es un cardinal de Ramsey.

Demostración: Sea F : [ω]<ω −→ 2 dada por F (x) = 1 ↔ |x| ∈ x. Si
H ⊂ ω es infinito, podemos tomar n ∈ H y dos conjuntos x, y ∈ [H]n de manera
que |x| = |y| = n, n ∈ x y n /∈ y. Aśı F (x) = 1 y F (y) = 0, luego F no es
constante en [H]n y H no es homogéneo para F .

Ahora es inmediato:
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Teorema 12.26 Todo cardinal de Ramsey es débilmente compacto.

Demostración: Si κ es un cardinal de Ramsey, entonces κ es no numerable
por el teorema anterior. Si F : [κ]2 −→ 2 es una partición, es claro que podemos
extender F de cualquier forma a una partición G : [κ]<ω −→ 2, y un conjunto
homogéneo para G lo es también para F .

Pronto demostraremos que, en realidad, bajo un cardinal de Ramsey κ hay κ
cardinales débilmente compactos, pero de momento nos ocupamos de la relación
entre los cardinales medibles y los cardinales de Ramsey, que es más sencilla:

Teorema 12.27 Sea κ un cardinal medible y sea D una medida normal sobre
κ. Sea m < κ un cardinal.

a) Si F : [κ]<ω −→ m existe un H ∈ D homogéneo para F . En particular κ
es un cardinal de Ramsey.

b) {µ < κ | µ es un cardinal de Ramsey} ∈ D.

Demostración: a) Basta probar que existe Hn ∈ D homogéneo para
F |[κ]n , pues entonces sirve H =

⋂
n∈ω

Hn. En otras palabras, podemos suponer
que F : [κ]n −→ m.

Razonamos por inducción sobre n. Para n = 1 es trivial. Supongamos que
vale para n y sea F : [κ]n+1 −→ m. Para cada α < κ sea Fα : [κ]n −→ m dada
por

Fα(x) =
{

F (x ∪ {α}) + 1 si α /∈ x,
0 si α ∈ x.

Por hipótesis de inducción existe Xα ∈ D homogéneo para Fα. Es obvio que
el valor que Fα toma en [Xα]n no puede ser 0, pues siempre podemos tomar un
subconjunto de n elementos en Xα que no contenga a α. Por tanto α /∈ Xα y
existe un iα < m tal que

∧
x ∈ [Xα]n F (x ∪ {α}) = iα. Sea X = '

α<κ
Xα ∈ D.

Como X =
⋃

i<m

{α ∈ X | iα = i} ∈ D, ha de existir un i < m tal que

H = {α ∈ X | iα = i} ∈ D.

Aśı, si γ < α1 < · · · < αn están en H ⊂ X, se cumple {α1, . . . , αn} ∈ [Xγ ]n,
por lo que F ({γ, α1, . . . , αn}) = iγ = i. Esto demuestra que H es homogéneo
para F .

b) Sea M = UltD(V ) y sea j : V −→ M la inmersión natural. Se cumple que
κ es un cardinal de RamseyM , pues si (F : [κ]<ω −→ 2)M , esto es lo mismo que
F : [κ]<ω −→ 2, luego existe un conjunto H homogéneo para F con |H| = κ.
Pero por 11.23 se cumple que H ∈ M y aśı (H es homogéneo para F )M . Además
|H|M = κ, por ejemplo porque H no está acotado en κ y κ es regularM .

Si d es la identidad en κ, tenemos que [d] es un cardinal de RamseyM , luego
{µ < κ | µ es un cardinal de Ramsey} ∈ D.

Veamos ahora la información adicional que nos aportan los cardinales de
Ramsey. Para ello introducimos un nuevo concepto de la teoŕıa de modelos:
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Definición 12.28 Sea L un lenguaje formal, sea M un modelo de L y sea
κ un cardinal infinito. Diremos que un conjunto I ⊂ κ es un conjunto de
indiscernibles para M si I ⊂ M y para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) de L y todos
los ordinales α1 < · · · < αn, β1 < · · · < βn en I se cumple

M � φ[α1, . . . , αn] ↔ M � φ[β1, . . . , βn].

En otras palabras, un conjunto de indiscernibles es un conjunto de ordinales
que en M no se diferencian en nada salvo en el orden. El resultado fundamental
sobre cardinales de Ramsey e indiscernibles resulta ser muy simple, pero también
muy fruct́ıfero:

Teorema 12.29 Sea κ un cardinal de Ramsey, L un lenguaje formal tal que
|L| < κ y M un modelo de L con κ ⊂ M . Entonces M tiene un conjunto de
indiscernibles de cardinal κ.

Demostración: Como κ es fuertemente inaccesible tenemos |Form(L)| < κ
y |PForm(L)| < κ. Sea F : [κ]<ω −→ PForm(L) la aplicación que asigna a cada
α1 < · · · < αn < κ el conjunto

F ({α1, . . . , αn}) = {φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L) | M � φ[α1, . . . , αn]}.

Es claro que un conjunto homogéneo para F es un conjunto de indiscernibles
para M .

De aqúı podemos extraer numerosas consecuencias a través de una misma
técnica que conviene desarrollar en general:

Teorema 12.30 Sea κ un cardinal de Ramsey y µ < κ un cardinal infinito, sea
L un lenguaje formal tal que |L| ≤ µ y M un modelo de L con κ ⊂ M . Sean
P , X ⊂ M tales que |P | < κ y |X| ≤ µ. Entonces

a) Existe un submodelo elemental N ≺ M tal que

|N | = κ, X ⊂ N y |P ∩ N | ≤ µ.

b) N tiene un conjunto I ⊂ κ de indiscernibles de cardinal κ y toda aplicación
creciente π : I −→ I se extiende a una inmersión elemental π̄ : N −→ N .

c) Si κ es un cardinal medible y D es una medida normal en κ podemos exigir
que I ∈ D y, por lo tanto N ∩ κ ∈ D.

Demostración: Añadamos a L un relator monádico cuya interpretación
en M sea la pertenencia a P , aśı como un conjunto de constantes que nombren
a cada elemento de X. Se sigue cumpliendo que |L| ≤ µ. Sea ahora L la
extensión de L que resulta de añadirle funtores de Skolem según la definición
1.11. Se sigue cumpliendo |L| ≤ µ. Podemos considerar a M como modelo de
L sin más que interpretar los funtores de Skolem con unas funciones de Skolem
prefijadas.



316 Caṕıtulo 12. Cardinales débilmente compactos

Por el teorema anterior M tiene un conjunto I de indiscernibles de cardinal
κ. Teniendo en cuenta el teorema 12.27 es claro que si κ es medible y D es una
medida normal en κ podemos tomar I ∈ D, por lo que se cumple c).

Sea N = N(I) ≺ M . Teniendo en cuenta la descripción del núcleo de Skolem
dada en 1.12, es claro que |N | = κ, aśı como que X ⊂ N , pues N ha de contener
a las interpretaciones de las constantes.

El conjunto I es también un conjunto de indiscernibles para N , pues si
α1 < · · · < αn, β1 < · · · < βn ∈ I y φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L), entonces

N � φ[α1, . . . , αn] ↔ M � φ[α1, . . . , αn]

↔ M � φ[β1, . . . , βn] ↔ N � φ[β1, . . . , βn].

Más aún, si t(x1, . . . , xn) es un término de Skolem, tomamos γ1 < · · · < γn

tales que αn, βn < γ1 y observamos que, por la indiscernibilidad,

M � t[α1, . . . , αn] = t[γ1, . . . , γn] ↔ M � t[β1, . . . , βn] = t[γ1, . . . , γn].

Esto hace que el conjunto

{M(t)[α1, . . . , αn] | α1 < · · · < αn ∈ I}

tenga cardinal 1 o κ.

Si x ∈ P ∩N , entonces x = M(t)[α1, . . . , αn], para cierto término de Skolem
t y ciertos α1 < · · · < αn ∈ I. En este caso el conjunto anterior ha de tener
cardinal 1 pues, en caso contrario, aplicando la indiscernibilidad al relator de
pertenencia a P , concluiŕıamos que P tiene κ elementos distintos. Aśı pues, en
P ∩ N hay a lo sumo un elemento para cada término de Skolem de L, luego
|P ∩ N | ≤ µ.

Sea ahora π : I −→ I una aplicación estrictamente creciente. Todo a ∈ N es
de la forma a = M(t)[α1, . . . , αn], donde α1 < · · · < αn ∈ I y t es un término
de Skolem. Definimos

π̄(a) = M(t)[π(α1), . . . , π(αn)].

Esto no depende de la elección de t ni de la de los indiscernibles, pues si
se cumple M(t1)[α1, . . . , αn] = M(t2)[β1, . . . , βm], donde t1 y t2 son términos
de Skolem y α1 < · · · < αn, β1 < · · · < βm ∈ I, llamamos γ1 < · · · < γr

a los mismos α1 < · · · < αn, β1 < · · · < βm ordenados y φ(z1, . . . , zr) a la
fórmula t1(x1, . . . , xn) = t2(y1, . . . , ym) con la ordenación correspondiente de
las variables para que M � φ[γ1, . . . , γr] sea equivalente a

M � t1[α1, . . . , αn] = t2[β1, . . . , βm].

Puesto que, ciertamente, M � φ[γ1, . . . , γr] y π es creciente, también se
cumple M � φ[π(γ1), . . . , π(γr)], pero esto equivale a

M(t1)[π(α1), . . . , π(αn)] = M(t2)(π(β1), . . . , π(βm)).
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Aśı tenemos π̄ : N −→ N que claramente extiende a π, pues t(x) = x es un
término de Skolem y aśı, si α ∈ I, se cumple que

π̄(α) = π̄(M(x)[α]) = M(x)[π(α)] = π(α).

Se cumple que π̄ es una inmersión elemental, pues si a1, . . . , an ∈ N y
φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L), entonces existen α1 < · · · < αm ∈ I de manera
que ai = M(ti)[α1, . . . , αm], para ciertos términos de Skolem ti. Por lo tanto,

N � φ[a1, . . . , an] → M � φ[a1, . . . , an] → M � φ(t1, . . . , tn)[α1, . . . , αm]

→ M � φ(t1, . . . , tn)[π(α1), . . . , π(αm)] → M � φ[π̄(a1), . . . , π̄(an)]

→ N � φ[π̄(a1), . . . , π̄(an)].

Veamos un par de aplicaciones:

Teorema 12.31 Si κ es un cardinal de Ramsey, entonces hay κ cardinales
débilmente compactos menores que κ.

Demostración: Sea µ < κ un cardinal arbitrario. Sea L el lenguaje de la
teoŕıa de conjuntos extendido con una familia de constantes {cα}α≤µ. Conside-
remos a Vκ como modelo de L interpretando cada constante cα como α.

Sea N ≺ Vκ según el teorema anterior, de modo que µ + 1 ⊂ N y tomemos
π̄ : N −→ N una inmersión elemental distinta de la identidad (obtenida exten-
diendo cualquier aplicación creciente del conjunto de indiscernibles I que no sea
la identidad).

La relación de pertenencia en N es la relación de pertenencia, luego está bien
fundada, y como N cumple el axioma de extensionalidad, también es extensio-
nal. Esto significa que podemos formar el colapso transitivo M de N , que es un
modelo transitivo de ZFC isomorfo a N . Teniendo en cuenta que µ + 1 ⊂ N ,
una simple inducción muestra que la función colapsante fija a todos los ordinales
≤ µ.

La inmersión π̄ se corresponde a través del colapso transitivo con una in-
mersión elemental no trivial j : M −→ M que fija todos los ordinales ≤ µ
(notemos que π̄ los fija porque conserva las constantes cα). Sea ν ∈ M el menor
ordinal no fijado por j. El teorema 12.18 nos da que ν es débilmente compactoM

y ciertamente µ < ν. Aśı pues,

M �
∨

ν([µ] < ν ∧ ν es débilmente compacto),

luego
N �

∨
ν([µ] < ν ∧ ν es débilmente compacto),

y también
Vκ �

∨
ν([µ] < ν ∧ ν es débilmente compacto),

es decir,
∨

ν < κ(µ < ν ∧ ν es débilmente compacto), pues ser débilmente
compacto es absoluto para Vκ.
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Con esto hemos probado que el conjunto de los cardinales débilmente com-
pactos menores que κ no está acotado en κ, luego hay κ de ellos.

Terminamos probando que los cardinales de Ramsey, al igual que los cardi-
nales medibles y al contrario que los débilmente compactos, no son compatibles
con el axioma de constructibilidad. De hecho probaremos algo mucho más fino:

Teorema 12.32 (Rowbottom) Si κ es un cardinal de Ramsey y µ < κ es un
cardinal, entonces |PLµ| = µ. En particular V �= L.

Demostración: El teorema 3.19 nos da que P = PLµ ⊂ Lκ. Aplicamos el
teorema 12.30 a M = Lκ. Aśı obtenemos un submodelo N ≺ Lκ de cardinal κ y
tal que µ+1 ⊂ N y |P ∩N | ≤ µ. Tenemos que Lκ es un modelo de ZFC+V=L,
luego lo mismo vale para N , luego también para su colapso transitivo, que por el
teorema 3.15 tiene que ser Lκ (notemos que todo ordinal en el colapso transitivo
es un ordinal en N , luego en Lκ).

Aśı pues, el colapso transitivo es un isomorfismo π : N −→ Lκ. Del hecho
de que µ ⊂ N se sigue que π fija a todos los ordinales ≤ µ y, por consiguiente,
a todos los elementos de P ∩ N . Aśı, si x ∈ P ∩ π[N ], tenemos que x = π(y),
para un cierto y ∈ N , pero π(y) ⊂ µ = π(µ), luego y ⊂ µ, es decir, y ∈ P ∩ N ,
con lo que x = π(y) = y y por tanto x ∈ N . Con esto concluimos que

P ∩ N = P ∩ π[N ] = P ∩ Lκ = P,

luego |P | = |P ∩ N | ≤ µ, y la otra desigualdad es obvia.

En particular, vemos que si existe un cardinal de Ramsey entonces ℵL
1 es

un ordinal numerable (pues |ℵL
1 | = |PLω| = |ω| = ℵ0). En el caṕıtulo XIV

probaremos mucho más.

Ejercicio: Probar que si κ es un cardinal de Ramsey entonces Lκ tiene un conjunto de
indiscernibles I de cardinal κ tal que toda aplicación creciente π : I −→ I se extiende
a una inmersión elemental π̄ : Lκ −→ Lκ.



Caṕıtulo XIII

Constructibilidad relativa

En los caṕıtulos anteriores hemos visto que los cardinales medibles y los
cardinales de Ramsey contradicen al axioma de constructibilidad, lo que hace
que, por ejemplo, no tengamos ninguna información sobre qué determinaciones
de la función del continuo son consistentes con la existencia de estos cardinales.

En este caṕıtulo introduciremos una noción de constructibilidad relativa que
śı es consistente con todos los cardinales grandes que hemos estudiado hasta
ahora. No se trata de la definida en 3.25, pues en general no es posible demostrar
que la clase L(A) cumpla el axioma de elección. Lo que vamos a ver es que si
en vez de introducir un conjunto arbitrario A en la jerarqúıa constructible nos
limitamos a usarlo como auxiliar en la definición de conjuntos, obtenemos una
clase L[A] que no siempre contiene a A, pero siempre cumple el axioma de
elección. Mientras no se indique lo contrario trabajamos en ZF−AP.

La idea básica es trabajar con el lenguaje formal LR resultante de añadir al
lenguaje L0 de la teoŕıa de conjuntos un relator monádico R. Aśı, un modelo
de LR viene determinado por una terna (M, E, A), donde M es un conjunto (el
universo del modelo), E es una relación en M (la interpretación de la relación de
pertenencia) y A ⊂ M es la interpretación del relator R (más exactamente, R se
interpreta como la pertenencia a A). En realidad vamos a trabajar únicamente
con modelos naturales de LR, es decir, modelos en los que la relación E es la re-
lación de pertenencia. Claramente, un modelo natural de LR viene determinado
por un par (M, A).

A la hora de relacionar el lenguaje metamatemático Lm de la teoŕıa de
conjuntos con el lenguaje LR, conviene observar que si φ(x1, . . . , xn, A) es
una fórmula de Lm sin descriptores en la que la variable A sólo aparece en
subfórmulas de tipo x ∈ A, podemos asociarle �φ�(�x1�, . . . , �xn�) ∈ Form(LR)
de modo que para todo par (M, A) y todos los x1, . . . , xn ∈ M , se cumple

(M, A) � �φ�[x1, . . . , xn] ↔ φM (x1, . . . , xn, A).

319
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13.1 Hechos básicos

Incluimos en esta sección las definiciones y resultados que no requieren sino
modificaciones insignificantes de lo visto en el caṕıtulo III. En primer lugar
hemos de definir el conjunto de relaciones n-ádicas definibles mediante fórmulas
de LR, lo cual supone únicamente añadir en la definición recurrente 3.1 las
relaciones definibles por una fórmula elemental Rxi:

Definición 13.1 Sean X y A dos conjuntos, n un número natural, i ∈ n y
R ⊂ Xn+1. Definimos

Rel(X, A, n, i) = {s ∈ Xn | s(i) ∈ A}.

Llamaremos DfA(X, n) al conjunto definido como en 3.1 salvo la modificación
siguiente:

DfA0(X, n) = {Diag∈(X, n, i, j) | i, j < n} ∪ {Diag=(X, n, i, j) | i, j < n}
∪ {Rel(X, A, n, i) | i < n}.

De este modo, se cumple que DfA(X, n) ∈ PPXn y su interpretación es la
siguiente:

Teorema 13.2 Si X y A son conjuntos y n un número natural, entonces
DfA(X, n) es el conjunto de las relaciones n-ádicas definibles en el modelo (X, A)
del lenguaje LR. Es decir, DfA(X, n) es el conjunto de las relaciones S ⊂ Xn

tales que existe una fórmula φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR) tal que∧
s ∈ Xn(s ∈ S ↔ (X, A) � φ[s(0), . . . , s(n − 1)]).

La prueba es la misma que la del teorema 3.4, sólo que ahora hay que
contemplar la posibilidad adicional de que φ sea de la forma Rxi, en cuyo caso
define el conjunto Rel(X, A, n, i) ∈ DfA(X, n).

Claramente Df(X, n) = Df∅(X, n).

Definición 13.3 Llamaremos conjunto de las partes definibles de un conjunto
X respecto a un conjunto A al conjunto

DAX = {x |
∨

nsS(n ∈ ω ∧ s ∈ Xn ∧ S ∈ DfA(X, n + 1)

∧ x = {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ S})}.

Ciertamente DAX es un subconjunto de PX (aunque PX pueda no ser un
conjunto) y su interpretación es la siguiente:

Teorema 13.4 Sean X y A dos conjuntos. Entonces DAX está formado por
los conjuntos x ⊂ X tales que existe una fórmula φ(x0, . . . , xn) ∈ Form(LR) y
existen a1, . . . , an ∈ X de modo que

x = {u ∈ X | (X, A) � φ[u, a1, . . . , an]}.
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La versión metamatemática de este teorema es como sigue:

Teorema 13.5 Sea φ(x, x1, . . . , xn, A) una fórmula (metamatemática) con a
lo sumo las variables libres indicadas y de manera que A sólo aparezca en
subfórmulas de tipo x ∈ A. Entonces en ZF−AP se demuestra que si X es
un conjunto transitivo, A un conjunto cualquiera y ∅ ∈ X entonces∧

x1 · · ·xn ∈ X {x ∈ X | φX(x, x1, . . . , xn, A)} ∈ DAX.

El teorema 3.8 es válido para DA con la misma prueba. Además podemos
añadir que DX = D∅X (obvio), DAX = DA∩XX (porque (X, A) y (X, A∩X)
son el mismo modelo), aśı como que X ∩ A ∈ DAX, pues

X ∩ A = {x ∈ X | (X, A) � R[x]}.

Es fácil ver que un buen orden ≤ en un conjunto transitivo X se extiende
expĺıcitamente a un buen orden ≤∗

XA en DA(X) respecto al cual X es un seg-
mento inicial. El único cambio respecto a la definición esbozada en el caṕıtulo III
es que ahora hemos de tener en cuenta las relaciones Rel(X, A, n, i) en la orde-
nación de DfA0(X, n).

Definición 13.6 Si A es un conjunto, la clase L[A] de los conjuntos construc-
tibles respecto de A se define mediante la siguiente recursión transfinita:

L0[A] = ∅,
∧

α Lα+1[A] = DALα[A],
∧

λ Lλ[A] =
⋃

δ<λ

Lδ[A],

L[A] =
⋃

α∈Ω

Lα[A].

Aśı mismo definimos

�A
0 = ∅ ∧

∧
α �A

α+1 = �∗
αLα[A] A∧

∧
λ �A

λ =
⋃

δ<λ

�A
δ , �A =

⋃
α∈Ω

�A
α .

El teorema 3.11 se adapta de forma obvia a la jerarqúıa relativa. Aśı mismo
es claro que �A

α es un buen orden en Lα[A] de modo que cada �A
α+1 extiende a

�A
α y Lα[A] es un segmento inicial de Lα+1[A]. Por consiguiente la clase �A es

un buen orden de la clase L[A], luego V = L[A] implica el axioma de elección.
Conviene añadir tres propiedades sencillas:

Teorema 13.7 Se cumple:

a) Lα[A] = Lα[A ∩ L[A]].

b) L[A] = L[A ∩ L[A]].

c) A ∩ L[A] ∈ L[A].
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Demostración: a) se sigue inmediatamente por inducción sobre α usando
que DAX = DA∩XX. La propiedad b) es inmediata a partir de a). Para probar
c) llamemos A = A ∩ L[A]. Como es un conjunto, existe un ordinal α tal que
A ⊂ Lα[A]. Aśı

A = {x ∈ Lα[A] | (Lα[A], A) � R[x]} ∈ DA(Lα[A]) = Lα+1[A] ⊂ L[A].

En general no podemos garantizar que A ∈ L[A]. No obstante, esto se
cumple si A ⊂ L[A], pues entonces A = A ∩ L[A] ∈ L[A]. En particular, si
A ⊂ Ω o si A ⊂ Vω podemos asegurar que A ∈ L[A]. Un último hecho obvio es
que L = L[∅].

La prueba del teorema 3.12 se generaliza sin cambio alguno, de modo que
L[A] es un modelo de ZF−AP (o de todo ZF si suponemos el axioma de partes).
Aśı mismo es fácil ver que Lα[A] es absoluto para modelos transitivos de ZF−AP
(en la sección 13.4 daremos otra prueba de este hecho). Como consecuencia
tenemos la generalización obvia del teorema 3.14:

Teorema 13.8 Sea M un modelo transitivo de ZF−AP y A ∈ M .

a) Si M es una clase propia entonces L[A] ⊂ M y∧
x ∈ M(x ∈ L[A]M ↔ x ∈ L[A]).

b) Si M es un conjunto y λ = ΩM , entonces Lλ[A] ⊂ M y∧
x ∈ M(x ∈ L[A]M ↔ x ∈ Lλ[A]).

En particular, si A = A ∩ L[A] y tomamos M = L[A] = L[A], tenemos que∧
x ∈ L[A] x ∈ L[A]M ,

es decir, que (V = L[A])L[A]. Aśı pues, L[A] es un modelo transitivo de
ZFC−AP (o de todo ZFC si suponemos AP).

Más en general, si M es un modelo transitivo de ZF−AP y existe un A ∈ M
tal que (V = L[A])M , entonces ha de ser M = Lλ[A] con λ = ΩM si M es un
conjunto o bien M = L[A] si M es una clase propia.

El hecho de que L[A] cumpla el axioma de elección nos permite probar (en
ZF−AP) la generalización de 3.17:

Teorema 13.9 Para todo conjunto A y todo ordinal infinito α, |Lα[A]| = |α|.

13.2 Codificación por ordinales

En esta sección mostraremos una primera aplicación de la constructibilidad
relativa. Un conjunto de ordinales puede codificar mucha información. Un
ejemplo de lo que queremos decir lo proporciona el teorema siguiente:
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Teorema 13.10 Para todo conjunto A existe un conjunto A′ ⊂ Ω tal que
L[A] = L[A′].

Demostración: Cambiando A por A ∩ L[A] si es necesario, podemos su-
poner que A ∈ L[A]. Sea B = ctA∪{A} ∈ L[A]. Sea κ = |B|L[A]. Si B es finito
entonces A ∈ Vω ⊂ L, luego A = L = L[∅] (es decir, sirve A′ = ∅).

Supongamos, pues, que B es infinito. Sea f ∈ L[A] tal que f : κ −→ B
biyectiva.

Sea E ⊂ κ × κ la relación dada por α E β ↔ f(α) ∈ f(β). Obviamente
E ∈ L[A], está bien fundada, es extensional y, por unicidad, B es el colapso
transitivo de (κ, E) (y f es la función colapsante).

Sea g ∈ L tal que g : κ × κ −→ κ biyectiva y sea A′ = g[E] ∈ L[A]. Por
consiguiente L[A′] ⊂ L[A]. Por otra parte, como A′ es un conjunto de ordinales,
se cumple que A′ ∈ L[A′] y g ∈ L ⊂ L[A′], luego E ∈ L[A′], luego B, que es
el colapso de (κ, E), también está en L[A′], y por transitividad A ∈ L[A′] y
también L[A] ⊂ L[A′].

Aśı pues, desde un punto de vista teórico es suficiente estudiar las clases
L[A] con A ⊂ Ω. Observemos que en este caso L[A] = L(A), donde L(A) es
la clase definida en 3.25, pues A ∈ L[A] y tanto L[A] como L[A] son el menor
modelo transitivo de ZF−AP que contiene a A y a todos los ordinales.

Por consiguiente, los modelos L[A] son un caso particular de los modelos
L(A). El rećıproco no es cierto en general, pues los modelos L(A) no siempre
cumplen el axioma de elección.

Veamos otros ejemplos de codificación. Sabemos que un ordinal numera-
ble no tiene por qué ser numerableL. Ahora probamos que siempre podemos
conservarlo numerable en un modelo L[A].

Teorema 13.11 Si α es un ordinal infinito numerable, entonces existe A ⊂ ω
tal que α es numerableL[A].

Demostración: Sea R ⊂ ω × ω un buen orden de ω de ordinal α. Sea
g ∈ L tal que g : ω × ω −→ ω biyectiva y sea A = g[R] ⊂ ω. Entonces A ∈ L[A]
y g ∈ L ⊂ L[A], luego R ∈ L[A] y, por consiguiente, la semejanza entre (ω, R)
y α ha de estar en L[A]. En particular α es numerableL[A].

Hasta el final de la sección suponemos el axioma de partes.

Teorema 13.12 Si ℵ1 no es inaccesibleL, entonces existe A ⊂ ω de manera
que ℵ1 = ℵL[A]

1 .

Demostración: Notemos que ℵ1 es un cardinal regular no numerableL,
luego decir que no es inaccesibleL equivale a decir que es un cardinal sucesorL.
Sea, pues, ℵ1 = (α+)L, donde α es un ordinal numerable. Por el teorema
anterior existe A ⊂ ω tal que α es numerableL[A]. Hemos de probar que todo
ordinal numerable β es numerableL[A]. En efecto, puesto que β < (α+)L, existe
f ∈ L tal que f : α −→ β suprayectiva. Como α es numerableL[A], al componer
f con una biyección de α con ω en L[A], obtenemos g ∈ L[A] tal que g : ω −→ β
suprayectiva.
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Teorema 13.13 Existe A ⊂ ω1 tal que ℵL[A]
1 = ℵ1.

Demostración: Para cada α < ω1, sea Aα ⊂ ω tal que α es numerableL[Aα].
Sea B =

⋃
α<ω1

{α}×Aα ⊂ ω1 ×ω. Sea f ∈ L tal que f : ω1 ×ω −→ ω1 biyectiva.

El conjunto A = f [B] ⊂ ω1 cumple lo pedido, pues A ∈ L[A], con lo que
B ∈ L[A], luego, para cada α < ω1, se cumple que Aα ∈ L[A], luego tenemos
la inclusión L[Aα] ⊂ L[A], luego α es numerableL[A]. Esto prueba que ω1 es el
menor ordinal no numerableL[A].

Finalmente obtenemos:

Teorema 13.14 Si ℵ2 no es inaccesibleL, entonces existe A ⊂ ω1 tal que
ℵL[A]

1 = ℵ1 y ℵL[A]
2 = ℵ2.

Demostración: La hipótesis significa que ℵ2 = (α+)L. Claramente ha de
ser |α| = ℵ1. Sea R ⊂ ω1 × ω1 un buen orden en ω1 de ordinal α. Sea f ∈ L
tal que f : ω1 × ω1 −→ ω1 biyectiva y sea A0 = f [R] ⊂ ω1. Sea A1 ⊂ ω1

tal que ℵL[A1]
1 = ℵ1. Sea A2 = ({0} × A0) ∪ ({1} × A1). Sea g ∈ L tal que

g : 2 × ω1 −→ ω1 biyectiva y sea A = g[A2] ⊂ ω1.

Claramente, A0 y A1 están en L[A], luego también R ∈ L[A]. Del hecho de
que A1 ∈ L[A] se sigue que L[A1] ⊂ L[A], y de aqúı que ℵL[A]

1 = ℵ1.

Por otra parte, del hecho de que R ∈ L[A] se sigue que |α|L[A] = ℵ1. Si
β < ω2, entonces β < (α+)L, luego existe h ∈ L tal que h : α −→ β suprayectiva,
la cual nos permite construir j ∈ L[A] tal que j : ω1 −→ β suprayectiva. Esto
implica que no hay cardinalesL[A] entre ℵ1 y ℵ2, luego ℵL[A]

2 = ℵ2.

La aplicación a la que queŕıamos llegar es la siguiente:

Teorema 13.15 Si no existen ℵ2-árboles de Aronszajn, entonces ℵ2 es un car-
dinal inaccesibleL.

Demostración: Si ℵ2 no es inaccesibleL, por el teorema anterior existe
A ⊂ ω1 tal que ℵL[A]

1 = ℵ1 y ℵL[A]
2 = ℵ2. En la sección siguiente probaremos

(teorema 13.20) que en L[A] se cumple la hipótesis del continuo generalizada,
pero esto implica que existe un (ℵ2-árbol de Aronszajn)L[A] (X,≤). Más aún,
(ver las observaciones previas a 12.10) podemos suponer que (en L[A]) X está
formado por aplicaciones inyectivas de ω2 en ω1 y si p, q ∈ X, p ≤ q, entonces
p ⊂ q.

Del hecho de que ℵL[A]
1 = ℵ1 y ℵL[A]

2 = ℵ2 se sigue inmediatamente que
(X,≤) es un ℵ2-árbol, y no puede tener caminos, pues un camino daŕıa lugar a
una aplicación inyectiva de ω2 en ω1.

De este modo, para probar la consistencia de que no existan ℵ2-árboles de
Aronszajn hay que partir de un modelo que contenga un cardinal inaccesible. En
la sección siguiente probaremos que de hecho se necesita un cardinal débilmente
compacto.

Ejercicio: Probar que 2ℵ0 = ℵ2 (o cualquier otra posibilidad razonable) es consistente
con que exista un ℵ2-árbol de Aronszajn.
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13.3 Argumentos de condensación

La técnica de condensación consiste a grandes rasgos en tomar submodelos
elementales de modelos Lλ[A], colapsarlos y usar que el colapso tiene que ser un
Lλ′ [A′] por el teorema 13.8. Es el argumento con el que hemos demostrado que
el axioma de constructibilidad implica la HCG o el diamante de Jensen. En esta
sección refinaremos la técnica y extraeremos nuevas consecuencias. Empezamos
probando que en muchos casos podemos tomar submodelos elementales que ya
son de la forma Lλ[A], sin necesidad de colapsarlos.

Teorema 13.16 Sea A un conjunto y κ un cardinal regular no numerableL[A].
Entonces el conjunto {λ < κ | Lλ[A] ≺ Lκ[A]} es cerrado no acotado en κ.

Demostración: Teniendo en cuenta que la fórmula M � φ[s] es abso-
luta para modelos transitivos de ZF−AP, se comprueba sin dificultad que la
fórmula Lλ[A] ≺ Lκ[A] es absoluta para L[A]. Ser cerrado no acotado es aśı
mismo absoluto, luego basta demostrar la relativización del teorema a L[A] o,
equivalentemente, podemos suponer que V = L[A].

Para cada α < κ tenemos que |N(Lα[A])| ≤ ℵ0 |Lα[A]| ≤ ℵ0 |α| < κ, luego
existe un mı́nimo ordinal α < h(α) < κ tal que N(Lα[A]) ⊂ Lh(α)[A]. Para
cada ordinal δ < λ, consideremos λ = hω(δ), es decir, el supremo de la sucesión
δ < h(δ) < h(h(δ)) < · · · Es inmediato que Lλ[A] es cerrado para las funciones
de Skolem, luego Lλ[A] = N(Lλ[A]) ≺ Lκ[A] y δ < λ, luego el conjunto del
enunciado no está acotado en κ.

Si λ < κ y {δ < λ | Lδ[A] ≺ Lκ[A]} no está acotado en λ, de nuevo es claro
que Lλ[A] es cerrado para las funciones de Skolem, luego Lλ[A] ≺ Lκ[A] y el
conjunto es cerrado.

La razón por la que hemos insistido en desarrollar la teoŕıa de la cons-
tructibilidad relativa en ZF−AP es que, sin la ayuda de cardinales grandes,
no es posible demostrar la existencia de modelos de ZF, mientras que existen
much́ısimos modelos naturales de ZF−AP:

Teorema 13.17 Sea A un conjunto y κ un cardinal regular no numerableL[A].
Entonces Lκ[A] � ZFC−AP.

Demostración: La tesis del teorema es una fórmula absoluta para L[A],
luego podemos suponer que V = L[A].

La prueba del teorema 3.12 es válida para Lκ[A] (formalizando de forma
obvia los razonamientos metamatemáticos) salvo la parte correspondiente al
axioma de partes (que no tiene por qué cumplirse en Lκ[A]) y la del axioma de
reemplazo, que se basa en el teorema de reflexión. Aśı pues, basta probar que
Lκ[A] cumple el axioma de reemplazo, para lo cual sustituiremos el teorema de
reflexión por el teorema anterior.

Tomamos una fórmula φ(u, v, x1, . . . , xn) ∈ Form(L0) con a lo sumo las
variables libres indicadas. Hemos de probar:
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Lκ[A] �
∧

x1 · · ·xn(
∧

xyz(φ(x, y) ∧ φ(x, z) → y = z)

→
∧

a
∨

b
∧

y(y ∈ b ↔
∨

x(x ∈ a ∧ φ(x, y)))).

Tomamos a1, . . . , an ∈ Lκ[A] y suponemos que

Lκ[A] �
∧

xyz(φ(x, y) ∧ φ(x, z) → y = z)[a1, . . . , an].

Tomemos a ∈ Lκ[A] y sea

b = {y ∈ Lκ[A] |
∨

x(x ∈ a ∧ Lκ[A] � φ[x, y])}.

Claramente b es una imagen de a, luego es un conjunto de cardinal menor
que κ y además b ⊂ Lκ[A]. Basta probar que b ∈ Lκ[A].

Sea α < κ un ordinal tal que a, a1, . . . , an ∈ Lα[A] y b ⊂ Lα[A]. Claramente

b = {y ∈ Lα[A] |
∨

x(x ∈ a ∧ Lκ[A] � φ[x, y])}.

Por el teorema anterior existe λ tal que α < λ < κ y Lλ[A] ≺ Lκ[A]. De
este modo ∧

x1 · · ·xn x y ∈ Lλ[A](Lλ[A] � φ[x, y] ↔ Lκ[A] � φ[x, y]),

luego
b = {y ∈ Lλ[A] |

∨
x(x ∈ a ∧ Lλ[A] � φ[x, y])}

= {y ∈ Lλ[A] | Lλ[A] �
∨

x(x ∈ z ∧ φ)[y, a]} ∈ DALλ[A] = Lλ+1[A] ⊂ Lκ[A].

El axioma de elecciónLκ[A] se deduce de que si α < κ entonces �A
α∈ Lκ[A],

luego todo conjunto en Lκ[A] puede ser bien ordenado en Lκ[A].

Notemos que si A ∈ Lκ[A] entonces Lκ[A] cumple V = L[A], pero si no es
aśı esto no tiene sentido. También conviene destacar que, por el teorema 13.16,
para que Lλ[A] sea un modelo de ZFC−AP no hace falta que λ sea un cardinal
regular no numerableL[A], sino que por debajo de cada uno de estos cardinales
hay un conjunto cerrado no acotado de ordinales λ que cumplen lo mismo.

Hasta el final de la sección supondremos el axioma de partes. El argumento
de condensación más elemental es el siguiente:

Teorema 13.18 Sea A un conjunto y supongamos que V = L[A]. Si se cumple
A ∈ Lα[A], entonces PLα[A] ⊂ Lα+ [A].

Demostración: Podemos suponer que α es infinito, pues en caso contrario
el teorema es obvio. Sea a ∈ PLα[A]. Sea N = N(Lα[A]∪{a}), donde el núcleo
de Skolem se toma respecto al modelo Lα+ [A], modelo de ZFC−AP+V=L[A],
luego N también es un modelo de estos axiomas (notemos que A ∈ N). Además
|N | = |Lα[A]| + 1 = |α|. Como N cumple el axioma de extensionalidad, la
relación de pertenencia en N es extensional y bien fundada, luego podemos
considerar el colapso transitivo M , que es un modelo transitivo isomorfo a N .
Como el conjunto Lα[A]∪{a} es transitivo, es fácil ver que la función colapsante
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fija a todos sus elementos, luego Lα[A] ⊂ M , a ∈ M y M es un modelo transitivo
de ZFC−AP+V=L[A]. Por el teorema 13.8 ha de ser M = Lλ[A], para un cierto
ordinal ĺımite λ < α+ (pues |λ| = |M | = |N | = |α| < α+). Aśı pues, concluimos
que a ∈ Lλ[A] ⊂ Lα+ [A].

De aqúı se sigue inmediatamente:

Teorema 13.19 Sea A un conjunto y supongamos V = L[A]. Sea α el mı́nimo
ordinal tal que A ∈ Lα+ [A]. Entonces para todo cardinal infinito κ ≥ α se
cumple 2κ = κ+. En particular, si A ⊂ Vω se cumple la HCG.

Demostración: Sea δ < α+ tal que A ∈ Lδ[A]. Entonces |δ| ≤ |α| ≤ κ y
aśı |Lδ+κ[A]| = |δ + κ| = κ y A ∈ Lδ+κ[A]. Ahora podemos aplicar el teorema
anterior:

2κ = |PLδ+κ[A]| ≤ |L(δ+κ)+ [A]| = (δ + κ)+ = κ+.

Notemos que si A ⊂ Vω = Lω[A], entonces A ∈ Lω+1[A] y sirve α = ω.

Mediante un argumento de condensación más fino podemos probar un poco
más:

Teorema 13.20 Si V = L[A] para un cierto A ⊂ ω1, se cumple la HCG.

Demostración: Tenemos que A ⊂ Lω1 [A], luego A ∈ Lω1+1[A] y el teo-
rema anterior nos da que 2κ = κ+ siempre que κ ≥ ℵ1. Aśı pues, basta probar
que 2ℵ0 = ℵ1. A su vez, para ello basta probar que Pω ⊂ Lω1 [A].

Tomemos a ∈ Pω. El teorema 13.18 nos da que a ∈ Lω2 [A]. Consideremos
N = N(ω ∪ {a, ω, ω1, A}) ≺ Lω2 [A]. Claramente |N | = ℵ0.

Observemos que si α es un ordinal numerable, entonces α es numerableLω2 [A].
En efecto, si f : ω −→ α biyectiva, entonces f ⊂ ω × α ⊂ Lω1 [A], luego por
13.18 tenemos que f ∈ Lω2 [A].

Por consiguiente, si α ∈ N cumple α < ω1, entonces Lω2 [A] � [α] es nume-
rable, luego lo mismo vale en N , luego existe f ∈ N tal que N � [f ] : ω −→ α
biyectiva, luego lo mismo vale en Lω2 [A], luego f : ω −→ α biyectiva. Para
cada n ∈ ω se cumple Lω2 [A] � [n] ∈ ω, luego N cumple lo mismo, luego existe
un y ∈ N tal que N � ([n], [y]) ∈ [f ], luego Lω2 [A] cumple lo mismo, luego
(n, y) ∈ f , es decir, f(n) ∈ N , luego α ∈ N .

Con esto hemos probado que ω1∩N es un conjunto transitivo, luego es un or-
dinal. Usando que en Lω2 [A] el siguiente de un ordinal numerable es numerable
concluimos que λ = ω1 ∩ N es, de hecho, un ordinal ĺımite (numerable).

Sea π : N −→ M la función colapsante. Se comprueba inmediatamente que
π(a) = a, π(ω1) = λ, π(A) = A ∩ λ, por lo que M es un modelo transitivo
numerable de ZFC−AP+V = L[A ∩ λ]. Necesariamente M = Lδ[A ∩ λ], donde
δ < ω1.

Aśı pues, tenemos que a ∈ Lω1 [A ∩ λ], con λ < ω1. Ahora bien, es claro que
A ∩ λ ∈ Lλ+1[A] ⊂ Lω1 [A] y éste es un modelo transitivo de ZFC−AP, luego
por 13.8 concluimos que Lω1 [A ∩ λ] ⊂ Lω1 [A]. Aśı pues, a ∈ Lω1 [A].
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Ejercicio: Probar (en ZFC) que si V = L[A] con A ⊂ ω1 entonces se cumple ♦.

Ejercicio: Probar que V = L[A] (para un A adecuado) es consistente con 2ℵ0 = ℵ5.
Ayuda: Cualquier extensión genérica de un modelo de ZFC+V = L cumple V = L[G].

Como siguiente aplicación demostraremos que los cardinales débilmente com-
pactos implican la existencia de inmersiones elementales entre los escalones de
la jerarqúıa constructible:

Teorema 13.21 Sea κ un cardinal regular fuertemente inaccesibleL y tal que no
existan κ-árboles de Aronszajn. Entonces, si κ < α < κ+, existe una inmersión
elemental j : Lα −→ Lβ (para cierto β) tal que j(κ) > κ y κ es el mı́nimo
ordinal no fijado.

Demostración: En primer lugar observamos que es suficiente probar el
teorema para α un conjunto no acotado de α’s, más concretamente para los
ordinales ĺımite λ tales que Lλ � ZFC−AP. En efecto, si α < λ y existe una
inmersión elemental j : Lλ −→ Lλ′ , entonces j|Lα

: Lα −→ Lj(α) también
cumple el enunciado.

En efecto, observemos que la sucesión {Lδ}δ<λ es definible en Lλ, porque es
definible en ZF−AP, es decir, existe una fórmula y = Lδ ∈ Form(L0) de modo
que un y ∈ Lλ cumple y = Lδ si y sólo si Lλ � [y] = L[δ].

Por lo tanto, si x ∈ Lα, se cumple que Lλ � [x] ∈ L[α], luego, al ser j
elemental, Lλ′ � [j(x)] ∈ L[j(α)], luego j(x) ∈ Lj(α). Esto prueba que en efecto
j[Lα] ⊂ Lj(α). Ahora, si φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L0) y a1, . . . , an ∈ Lα, tenemos

Lα � φ[a1, . . . , an] → Lλ � (L[α] � [φ][[a1], . . . , [an]])

→ Lλ′ � (L[j(α)] � [j(φ)][[j(a1)], . . . , [j(an)]]) → Lj(α) � φ[j(a1), . . . , j(an)],

donde hemos usado que j(φ) = φ porque (podemos suponer que) φ ∈ Vω.

Aśı pues, tomamos κ < λ < κ+ de modo que Lλ � ZFC−AP. Tomemos una
enumeración {Xδ}δ<κ de Pκ ∩ Lλ. Para cada t : γ −→ 2 con γ < κ sea

Yδ =
{

Xδ si t(δ) = 1,
κ \ Xδ si t(δ) = ∅

y sea Xt =
⋂

δ<γ

Yδ.

Sea A = {t ∈ L |
∨

γ < κ(t ∈ γ2 ∧ |Xt| = κ)}. Claramente A es un árbol
con la inclusión. Como para cada γ < κ se cumple que |γ2|L < κ, es fácil ver
que A es un κ-árbol (notemos que {Xt}t∈γ2 es una partición de κ en menos de
κ conjuntos, luego algún t ∈ A tiene altura γ). Por hipótesis A tiene un camino,
el cual determina una función F : κ −→ 2. Sea U el filtro en Pκ ∩ Lλ generado
por los conjuntos {Xδ | δ < κ ∧ F (δ) = 1} ∪ {κ \ Xδ | δ < κ ∧ F (δ) = 0}.

El filtro U es casi un ultrafiltroLλ salvo por el hecho de que no pertenece a
Lλ. Concretamente cumple:

a) κ ∈ U , ∅ /∈ U ,
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b)
∧

XY ∈ U X ∩ Y ∈ U ,

c)
∧

X ∈ U
∧

Y ∈ Lλ(X ⊂ Y → Y ∈ U),

d)
∧

X ∈ Lλ(X ⊂ κ → X ∈ U ∨ κ \ X ∈ U).

(La última propiedad se cumple porque X es un Xδ.) Más aún, la inter-
sección de menos de κ elementos de U es no vaćıa (no tiene por qué estar en U
porque puede no estar en Lλ).

Estas propiedades son suficientes para definir una ultrapotencia UltU (Lλ).
En efecto, definimos en Lκ

λ ∩ Lλ la relación usual

f =U g ↔ {δ ∈ κ | f(δ) = g(δ)} ∈ U,

y en el cociente Ult∗U (Lλ) definimos la relación

[f ]∗ R [g]∗ ↔ {δ ∈ κ | f(δ) ∈ g(δ)} ∈ U.

La demostración del teorema 11.9 se adapta trivialmente sin más que parti-
cularizarla a una ultrapotencia en lugar de un ultraproducto y al lenguaje L0 de
la teoŕıa de conjuntos, comprobando que los conjuntos y funciones involucrados
están en Lλ (aqúı se usa que Lλ � ZFC−AP).

No hemos de comprobar que R sea conjuntista porque ahora la ultrapo-
tencia es un conjunto, la prueba de que R está bien fundada sirve igual, con
lo que podemos formar el colapso transitivo UltU (Lλ), aśı como la inmersión
elemental j : Lλ −→ UltU (Lλ). La ultrapotencia es un modelo transitivo de
ZFC−AP+V = L, luego ha de ser un Lλ′ , para cierto ordinal λ′. Tenemos,
pues, j : Lλ −→ Lλ′ .

La prueba de que κ es el menor ordinal no fijado (teorema 11.22) se adapta
sin dificultad teniendo en cuenta que U es no principal (sus elementos tienen
todos cardinal κ) y que si {Cδ}δ<γ ∈ Lλ es una familia de menos de κ elementos
de U , su intersección también está en U . Notemos que si d es la identidad en κ
entonces κ ≤ [d] < j(κ).

Notemos que un cardinal débilmente compacto cumple las hipótesis de este
teorema, pero por 13.15 también las cumple ℵ2 si es que no hay ℵ2-árboles de
Aronszajn. Lo interesante es que la tesis implica que κ es débilmente compactoL:

Teorema 13.22 Si κ es un cardinal inaccesibleL y para cada κ < α < κ+ existe
una inmersión elemental j : Lα −→ Lβ tal que κ es el menor ordinal no fijado,
entonces κ es débilmente compactoL.

Demostración: Por la observación tras el teorema 12.13 basta probar
que, en L, todo κ-subárbol A de <κ2 tiene un camino. Como κ es fuertemente
inaccesibleL, se cumple que A ⊂ <κ2 ⊂ Lκ (aplicando 13.18). Aśı mismo existe
λ < κ+ tal que A ∈ Lλ. Podemos exigir que Lλ � ZFC−AP.

Sea j : Lλ −→ Lλ′ una inmersión elemental tal que κ sea el mı́nimo ordinal
no fijado. Claramente (A es un árbol de altura κ)Lλ , luego (j(A) es un árbol
de altura mayor que κ)Lλ′ , por lo que podemos tomar f ∈ j(A) de altura κ en
j(A).
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Ahora bien, si δ < κ, entonces f |γ ∈ Lκ, luego j(f |γ) = f |γ (porque κ es
el menor ordinal no fijado), y como j(f |γ) ∈ j(A), también f |γ ∈ A, lo que
significa que {f |γ}γ<κ es un camino en A (obviamente constructible).

Con esto hemos probado:

Teorema 13.23 Si no existen ℵ2-árboles de Aronszajn, entonces ℵ2 es débil-
mente compactoL.

Aśı pues, no es posible demostrar la consistencia de que no existan ℵ2-árboles
de Aronszajn sin suponer al menos la consistencia de que exista un cardinal
débilmente compacto. En el caṕıtulo XVII probaremos que esta hipótesis es
suficiente.

13.4 La constructibilidad y la jerarqúıa de Lévy

Las aplicaciones más delicadas de la constructibilidad relativa requieren un
análisis más profundo de la definición de la jerarqúıa constructible Lα[A]. En
esta sección probaremos que las fórmulas y = Lα[A] y x �A

α y son ∆ZF−AP
1 y,

más aún, que tanto Lα[A] como x �A
α y pueden definirse en cualquier modelo

Lλ[A], donde λ > α es un ordinal ĺımite. Trabajamos en ZF−AP.

Teorema 13.24 Existe una fórmula φ(f, Y, α, A), en la que la variable A sólo
aparece en subfórmulas x ∈ A, que es ∆0 y cumple:

a) Y = Lα[A] ↔
∨

f φ(f, Y, α, A).

b) Si λ > ω es un ordinal ĺımite, α < λ e Y , A son conjuntos cualquiera,

Y = Lα[A] ↔
∨

f ∈ Lλ[A] φ(f, Y, α, A).

Demostración: La fórmula φ que hemos de construir es enormemente
compleja, aśı que dejaremos a cargo del lector los últimos detalles sobre el
carácter ∆0 de las fórmulas que consideremos. Por ejemplo, un cuantificador de
la forma

∧
x ∈ Dom y puede acotarse como∧

u ∈ y
∧

v ∈ u
∧

x ∈ v
∨

z ∈ v(u = (x, z) → · · ·

Similarmente, una igualdad f(x) = f(y) puede expresarse como∨
uv ∈ f

∨
w ∈ u

∨
z ∈ w(u = (x, z) ∧ v = (y, z)).

La técnica que vamos a seguir es ir construyendo fórmulas acotando las va-
riables que podamos con otras variables y las que no podamos las acotaremos
por otros objetos de los que ya veremos cómo deshacernos al final. Concreta-
mente, las variables “mal acotadas” se resumirán al final en la variable f del
enunciado. Para empezar:

Y = Diag=(X, n, i, j) ↔
∧

u ∈ Y (u : n −→ X ∧ i ∈ n ∧ j ∈ n ∧ u(i) = u(j))

∧
∧

u ∈ X<ω(Dom u = n ∧ i ∈ n ∧ j ∈ n ∧ u(i) = u(j) → u ∈ Y ).
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Aśı hemos expresado Y = Diag=(X, n, i, j) ↔ α(Y, X, n, i, j, X<ω), donde
la fórmula α es ∆0, pero tenemos una variable “mal acotada” por X<ω. Es
claro que podemos expresar igualmente la fórmula Y = Diag∈(X, n, i, j) y si-
milarmente se llega a una expresión análoga para Y = Proy(X, R, n). Para
Rel(X, A, n, i) obtenemos una fórmula en la que aparece la variable A en las
condiciones del enunciado.

Llamemos gXA : ω × ω −→ PX<ω a la aplicación gXA(n, k) = DefAk(X, n).
Claramente

g = gXA ↔ g es una función ∧ Dom g = ω × ω ∧
∧

n ∈ ω(
∧

Y ∈ g(n, 0)∨
ij ∈ n(Y = Diag=(X, n, i, j) ∨ Y = Diag∈(X, n, i, j) ∨ Y = Rel(X, A, n, i))

∧
∧

ij ∈ n(
∨

Y ∈ g(n, 0) Y = Diag=(X, n, i, j)

∧
∨

Y ∈ g(n, 0) Y = Diag∈(X, n, i, j) ∧
∨

Y ∈ g(n, 0) Y = Rel(X, A, n, i)))

∧
∧

n ∈ ω
∧

k ∈ ω(
∧

Y ∈ g(n, k + 1)(
∨

WZ ∈ g(n, k)(Y = W ∨ Y = Xn \ W

∨ Y = W ∩ Z) ∨
∨

Z ∈ g(n + 1, k) Y = Proy(X, Z, n)) ∧∧
WZ ∈ g(n, k)(W ∈ g(n, k + 1) ∧ Xn \ W ∈ g(n, k + 1) ∧

W ∩ Z ∈ g(n, k + 1)) ∧
∧

Z ∈ g(n + 1, k)
∨

Y ∈ g(n, k + 1) Y = Proy(X, Z, n)).

Las apariciones de Xn en esta fórmula se pueden cambiar por X<ω. Por
ejemplo, Y = Xn \ W equivale a∧

u ∈ Y (u ∈ X<ω ∧ Dom u = n ∧ u /∈ W ) ∧∧
u ∈ X<ω(Dom u = n ∧ u /∈ W → u ∈ Y ).

De este modo queda

g = gXA ↔ φ(g, X, A, X<ω, ω),

donde φ es una fórmula ∆0 en la que A sólo aparece en la forma x ∈ A.
Observemos ahora que si R ∈ DefA(X, n + 1) y s ∈ Xn, entonces

β(x, X, s, n) ≡ x = {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ R})

equivale a ∧
u ∈ x

∨
t ∈ R(t(n) = u ∧

∧
i ∈ n t(i) = s(i)) ∧∧

t ∈ R
∧

u ∈ X((t(n) = u ∧
∧

i ∈ n t(i) = s(i)) → u ∈ x),

luego β es ∆0.

Y = DAX ↔
∨

g(φ(g, X, A, X<ω, ω) ∧
∧

x ∈ Y
∨

nk ∈ ω
∨

R ∈ g(n + 1, k)∨
s ∈ X<ω(Dom s = n ∧ β(x, X, s, n)) ∧

∧
nk ∈ ω

∧
R ∈ g(n + 1, k)∧

s ∈ X<ω(Dom s = n →
∨

x ∈ Y β(x, X, s, n))).
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Aśı pues, Y = DAX ↔
∨

g ψ(g, Y, X, A, X<ω, ω), donde ψ es ∆0 y cuando
esta fórmula se cumple entonces g = gXA.

Ahora:

Y = Lα[A] ↔
∨

h(h es una función ∧ α ∈ Ω ∧ Dom h = α + 1 ∧ h(0) = ∅ ∧∧
λ ∈ α + 1 h(λ) =

⋃
δ<α

h(δ) ∧
∧

β ∈ α
∨

g ψ(g, h(β + 1), h(β), A, h(β)<ω, ω)

∧ Y = h(α)).

La estructura de esta fórmula es la siguiente:

Y = Lα[A] ↔
∨

hu(u = ω ∧ [fórmula ∆0] ∧
∧

β ∈ α
∨

gv
∨

x ∈ Rang h

(x = h(β) ∧ v = x<ω ∧ ψ(g, h(β + 1), h(β), A, v, u))).

A su vez,

v = x<ω ↔
∨

p(p es una función ∧ Dom h = ω ∧ v =
⋃

x∈Rang p

x

∧ p(0) = ∅ ∧
∧

n ∈ ω
∧

s ∈ p(n + 1)
∨

z ∈ p(n)
∨

a ∈ x(s = z ∪ {(n, a)})
∧

∧
n ∈ ω

∧
z ∈ h(n)

∧
a ∈ x

∨
s ∈ h(n + 1)(s = z ∪ {(n, a)})),

donde la función p es la sucesión {xn}n∈ω. Esto reduce nuestra fórmula a

Y = Lα[A] ↔
∨

hu([fórmula ∆0] ∧
∧

β ∈ α
∨

gvp([fórmula ∆0]),

de modo que si esta fórmula se cumple entonces las variables no acotadas son
necesariamente

h = {Lβ [A]}β≤α, u = ω, g = gLβ [A] A, v = Lβ [A]<ω, p = {Lβ [A]n}n∈ω.

Todav́ıa podemos simplificar un poco más si observamos que v (es decir,
Lβ [A]<ω) aparece (o se puede hacer que aparezca) siempre en la forma

∧
x ∈ v

o
∨

x ∈ v, y esto puede sustituirse por
∧

n ∈ ω
∧

x ∈ p(n) o
∨

n ∈ ω
∨

x ∈ p(n),
por lo que podemos suprimir la variable v y resulta

Y = Lα[A] ↔
∨

hu([fórmula ∆0] ∧
∧

β ∈ α
∨

gp([fórmula ∆0]).

Ahora nos molesta el cuantificador
∧

β ∈ α, que nos impide extraer las
variables g y p. Aplicamos un truco:

Y = Lα[A] ↔
∨

huF ([fórmula ∆0] ∧ F es una función ∧ Dom F = α ∧∧
β < α

∨
w ∈ F (β)

∨
gp ∈ w(F (β) = (f, h) ∧ [fórmula ∆0])).

Aśı Y = Lα[A] ↔
∨

hyF ([fórmula ∆0]), de modo que si se cumple esta
fórmula las variables no acotadas son necesariamente

h = {Lβ [A]}β≤α, u = ω, F = {(gLβ [A] A, {Lβ [A]n}n∈ω)}β<α.
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Una simple manipulación reduce esta expresión a

Y = Lα[A] ↔
∨

f φ(f, Y, α, A),

donde φ es ∆0 y cuando esta fórmula se cumple la variable f es necesariamente

f = fα = (ω, {Lβ [A]}β≤α, {gLβ [A] A}β<α, {{Lβ [A]n}n∈ω}β<α).

Para demostrar b) hemos de comprobar que si α < λ entonces fα ∈ Lλ[A].
En primer lugar observamos que si x, y ∈ Lλ[A] entonces x, y ∈ Lδ[A], para un
δ < λ. A su vez {x}, {x, y} ∈ Lδ+1[A] y (x, y) ∈ Lδ+2[A] ⊂ Lλ[A]. Esto implica
que basta comprobar que las componentes de fα están en Lλ[A]. Ciertamente
ω lo está.

Ahora veamos que si {Lβ [A]}β≤α ∈ Lλ[A] también {{Lβ [A]n}n∈ω}β<α ∈ Lλ.

En efecto, sea α ≤ ε < λ tal que {Lβ [A]}β≤α ∈ Lε[A]. Entonces, para cada
β < λ tenemos que Lβ [A] ∈ Lε[A] por transitividad, para cada n ∈ ω tenemos
que n × Lβ [A] ⊂ Lε+2[A] y entonces Lβ [A]n ⊂ Lε+3[A], pues cada s ∈ Ln

β [A] es
un subconjunto finito de Lε+2[A]. Ahora bien,

Lβ [A]n = {s ∈ Lε+3[A] | (s : n −→ Lβ [A])Lε+3[A]}.

Notemos que podemos relativizar a Lε+3[A] porque “ser una aplicación”
es ∆0 y Lε+3[A] es transitivo. Esto prueba que Lβ [A]n ∈ Lε+4[A]. Aśı,
(n, Lβ [A]n) ∈ Lε+6[A] y por lo tanto {Lβ [A]n}n∈ω ⊂ Lε+6[A]. Ahora obser-
vamos que

{Lβ [A]n}n∈ω = {x ∈ Lε+6[A] | φLε+6[A](x, ω, Lβ [A])},

donde φ ≡
∨

ns(n ∈ y ∧ s : n −→ z). En consecuencia {Lβ [A]n}n∈ω ∈ Lε+7[A].
Ahora, (β, {Lβ [A]n}n∈ω) ∈ Lε+9, luego {{Lβ [A]n}n∈ω}β<α ⊂ Lε+9[A] y se

comprueba que es definible, de modo que

{{Lβ [A]n}n∈ω}β<α ∈ Lε+10[A] ⊂ Lλ[A].

(La definición seŕıa, informalmente, “{{Lβ [A]n}n∈ω}β<α es el conjunto de los
x ∈ Lε+9[A] tales que existen β, y ∈ Lε+9[A] de modo que β es un ordinal e y
es una aplicación de dominio ω tal que para cada n ∈ ω se cumple que y(n) es
una aplicación de n en el β-ésimo término de {Lβ}β≤α”. Aqúı es donde usamos
que {Lβ [A]}β≤α ∈ Lε[A].)

Probamos ahora que {Lβ [A]}β<α, {gLβ [A] A}β<α ∈ Lλ[A] para todo α < λ
por inducción sobre λ. Lo suponemos cierto para todo ordinal ĺımite distinto
de ω menor que λ y ahora razonamos a su vez por inducción sobre α < λ.

Para α = 0 es trivial. Supongamos que {Lβ [A]}β<α, {gLβ [A] A}β<α ∈ Lλ[A].
Sabemos que Lα[A] ∈ Lλ[A], luego también {(α, Lα[A])} ∈ Lλ[A]. Se com-
prueba inmediatamente que si x, y ∈ Lδ[A] entonces x ∪ y ∈ Lδ+1[A], con lo
que {Lβ [A]}β<α ∪ {(α, Lα[A])} ∈ Lλ[A], es decir, {Lβ [A]}β<α+1 ∈ Lλ[A].
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Por el mismo argumento, basta probar que gLα[A] A ∈ Lλ[A]. Tomemos
ω ≤ ε < λ tal que Lα[A] ∈ Lε[A]. Igual que hemos razonado más arriba,
concluimos que Lα[A]n ∈ Lε+4[A]. Por inducción sobre k probamos ahora que
DefAk(Lα[A], n) ⊂ Lε+5[A]. Para k = 0 es fácil. Si R ∈ DefAk(Lα, n) cumple
R ∈ Lε+5[A], entonces

Lα[A]n \ R = Lα[A]n ∩ (Lε+4[A] \ R) ∈ DALε+4[A] = Lε+5[A],

pues el complementario de una parte definible es definible y la intersección
de dos partes definibles es definible. Similarmente se razona con las demás
posibilidades.

En consecuencia gLα[A] A ⊂ Lε+7[A] (necesitamos dos pasos para formar
pares ordenados). Los subconjuntos finitos de gLα[A] A están en Lε+8[A].

Ahora observamos que para definir DefA k+1(X, n) hace falta tener definidos
los conjuntos DefA k(X, n + 1), para definir los cuales hacen falta los conjuntos
DefA k−1(X, n+2), etc., luego para definir DefA k(X, n) se necesitan los conjun-
tos DefA i(X, j) con i ∈ k, j ∈ n + k + 1, pero ninguno más. Esto significa que
no necesitamos toda la función gXA, sino únicamente su restricción al conjunto
finito (n + k + 1) × (k + 1). Llamemos gX,A,n,k a esta restricción. Del mismo
modo que hemos construido una fórmula ∆0 que caracteriza a gXA, podemos
construir una fórmula ∆0 tal que

g = gX,A,n,k ↔ φ(n, k, g, X, A, X<ω, ω).

Simplemente hay que modificar la descripción del dominio de g, lo cual no
plantea ningún problema técnico.

Tenemos que todas las funciones gLα[A],A,n,k están en Lε+8[A]. Por otra
parte, Lα[A]<ω ∈ Lε+4[A], luego podemos definir gLα[A] A como el conjunto de
todas las ternas (n, k, x) ∈ Lε+8[A] tales que existe una función g ∈ Lε+8[A] que
cumple

φ(n, k, g, Lα[A], A, L<ω
α , ω).

Esto prueba que gLα[A] A ∈ Lε+9[A] ⊂ Lλ[A].

Nos falta el caso ĺımite de la inducción: suponemos que α es un ordinal
ĺımite y que para todo δ < α se cumple {Lβ [A]}β<δ, {gLβ [A] A}β<δ ∈ Lλ[A]. Si
α > ω, la hipótesis de inducción sobre λ nos da de hecho que

{Lβ [A]}β<δ, {gLβ [A] A}β<δ ∈ Lα[A].

El caso α = ω hay que tratarlo aparte: claramente {Lβ [A]}β<δ ∈ Lα[A] y,
por otra parte, para β < ω, Lβ [A]n ⊂ Lβ+2[A] y DefA(Lβ [A], n) ⊂ Lβ+3[A]
(notemos que todos los conjuntos son finitos). Por tanto gLβ[A] A ⊂ Lω[A] y es
definible mediante la fórmula φ(g, Lβ [A], A, Lβ [A]<ω, ω). Todos los parámetros
están en Lω+1[A], luego gLβ [A] A ∈ Lω+2[A] (En realidad A no tiene por qué
estar en Lω+1[A], pero no importa, porque podemos usarlo en la definición a
través del relator R de LR). De aqúı se sigue que {gLβ [A] A}β<δ ∈ Lω+5[A] por
argumentos de finitud.
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En cualquier caso, tanto si α = ω como si no, tenemos que existe un ε < λ tal
que {Lβ [A]}β<δ, {gLβ [A] A}β<δ ∈ Lε[A] para todo δ < α. Hemos probado antes
que {{Lβ [A]n}n∈ω}β<δ ∈ Lε+10[A], luego fδ ∈ Lε+16[A] para todo δ < α. Ahora
es fácil ver que {Lβ [A]}β<α y {gLβ [A] A}β<α son definibles en Lε+16[A]. Para la
primera sucesión tenemos, informalmente, que “{Lβ [A]}β<α es el conjunto de
todos los x ∈ Lε+16[A] tales que existen β, y ∈ Lε+16[A] de modo que x = (β, y)
y existe un f ∈ Lε+16[A] tal que φLε+16[A](f, y, β, A)”. Para la segunda tenemos
una descripción similar usando la fórmula φ(g, Lβ [A], A, Lβ [A]<ω, ω).

En particular hemos probado que y = Lα[A] es ΣZF−AP
1 . El carácter ∆1 es

ahora inmediato:

Teorema 13.25 La fórmula y = Lα[A] es ∆ZF−AP
1 .

Demostración: Basta observar que

y = Lα[A] ↔ α ∈ Ω ∧
∧

z(z = Lα[A] → z = y),

y esta fórmula es Π1.

A su vez, de aqúı deducimos que la clase L[A] es ΣZF−AP
1 y que el axioma

V = L[A] (o sea,
∧

x x ∈ L[A]) es ΠZF−AP
2 .

Veamos ahora que el buen orden constructible es también Σ1:

Teorema 13.26 Existe una fórmula ψ(f, Y, α, A) en la que la variable A sólo
aparece en subfórmulas x ∈ A, que es ∆0 y cumple:

a) Y = �A
α ↔

∨
f ψ(f, Y, α, A).

b) Si λ > ω es un ordinal ĺımite, α < λ e Y , A son conjuntos cualquiera,

Y = �A
α ↔

∨
f ∈ Lλ[A] ψ(f, Y, α, A).

Demostración: La prueba de este teorema sigue la misma ĺınea que la de
13.24, pero los detalles técnicos son más complicados porque la definición del
orden constructible es formalmente más compleja. Por ello omitiremos algunos
detalles. Conservamos la notación de 13.24.

Llamemos g′XA a la aplicación de dominio ω × ω dada por g′XA(n, k) =
≤X,A,n,k, donde ≤X,A,n,k es el buen orden en DefAk(X, n) definido en la dis-
cusión previa al teorema 3.16 (modificada de forma obvia para DefAk(X, n) en
lugar de Defk(X, n)). Se demuestra que

g′ = g′XA ↔
∨

g(φ(g, X, A, X<ω, ω) ∧ φ′(g′, g, X, A, X<ω, ω)),

donde φ′ es una fórmula ∆0. Llamando φ′ a φ ∧ φ′ tenemos

g′ = g′XA ↔
∨

g φ′(g′, g, X, A, X<ω, ω),
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de modo que si se cumple esta fórmula entonces g = gXA. Seguidamente se
prueba que si ≤ es un buen orden en un conjunto transitivo X y ≤∗

XA es su
extensión a DAX, entonces

Y = ≤∗
XA ↔

∨
gg′ ψ′(g, g′, Y, X, A, X<ω,≤, ω),

donde ψ′ es ∆0 y si se cumple esta fórmula entonces g = gXA y g′ = g′XA. Por
consiguiente,

Y = �A
α ↔

∨
abcdh(a = ω ∧ b = {Lβ [A]}β≤α ∧ c = {gLβ [A] A}β<α

∧ d = {{Lβ [A]n}n∈ω}β<α ∧ h es una función ∧ α ∈ Ω ∧ Dom h = α + 1

∧ h(0) = ∅ ∧
∧

λ ∈ α + 1 h(λ) =
⋃

δ<α

h(δ) ∧

∧
β ∈ α

∨
gg′ ψ(g, g′, h(β + 1), b(β), A, b(β)<ωh(β), a) ∧ Y = h(α)).

Las apariciones de b(β)<ω pueden sustituirse por d, con lo que llegamos a
una fórmula con la estructura siguiente:

Y = �A
α ↔

∨
abcdh(a = ω ∧ b = {Lβ [A]}β≤α ∧ c = {gLβ [A] A}β<α

∧ d = {{Lβ [A]n}n∈ω}β<α ∧ [fórmula ∆0] ∧
∧

β ∈ α
∨

gg′ [fórmula ∆0]).

A su vez esto equivale a

Y = �A
α ↔

∨
fY ′h(φ(f, Y ′, α, A) ∧ [fórmula ∆0] ∧

∧
β ∈ α

∨
gg′

∨
abcd [acotadas por f ](f = (a, b, c, d) ∧ [fórmula ∆0]).

En definitiva:

Y = �A
α ↔

∨
fY ′h(φ(f, Y ′, α, A) ∧ [fórmula ∆0] ∧

∧
β ∈ α

∨
gg′ [fórmula ∆0]).

Ahora basta aplicar el mismo truco que en 13.24 para extraer todos los
cuantificadores no acotados y resumirlos en uno solo.

No entraremos en los detalles del apartado b), que se prueba exactamente
igual que el apartado correspondiente de 13.24.

El mismo argumento empleado en 13.25 muestra ahora que y = �A
α es en

realidad ∆ZF−AP
1 . Lo mismo puede decirse de la fórmula u �A

α v, pues

u �A
α v ↔

∨
y(y = �A

α ∧ (u, v) ∈ y) ↔
∧

y(y = �A
α → (u, v) ∈ y).
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13.5 Consecuencias

En esta sección extraeremos algunas consecuencias de los resultados de la
sección anterior. En general, cuando consideremos a un conjunto Lλ[A] como
modelo del lenguaje LR, entenderemos que nos referimos al modelo (Lλ[A], A),
es decir, que interpretamos el relator R como la pertenencia a A.

Observemos ahora que si x ⊂ Vω = Lω[x], resulta que x ∈ Lω+1[x], pues

x = {u ∈ Lω+1[x] | Lω[x] � R[u]} ∈ DA(Lω[x]) = Lω+1[x].

Por consiguiente, si λ > ω, tenemos que x ∈ Lλ[x], y el teorema 13.24 nos
dice que L[x] es definible en Lλ[x], de manera que1

Lλ[x] � V = L[[x]].

Si no queremos dejar variables libres, lo máximo que podemos decir es que

Lλ[x] �
∨

z V = L[z].

Aśı, si (M, a) es un modelo transitivo de LR elementalmente equivalente
a Lλ[x] (recordemos que esto significa que satisface las mismas sentencias, y
se representa por (M, a) ≡ Lλ[x]), también cumplirá esta sentencia, es decir,
existe x′ ∈ M tal que (V = L[x′])M , y el teorema 13.8 nos permite concluir que
M = Lλ′ [x′], para cierto λ′.

Vemos pues que, en principio, al pasar de Lλ[x] a un modelo transitivo
elementalmente equivalente cambiamos de λ y cambiamos de x. Sin embargo,
el teorema siguiente nos dice que en realidad no cambiamos de x, sino que x
está determinado por las sentencias de LR verdaderas en Lλ[x]:

Teorema 13.27 Sea λ > ω un ordinal ĺımite, sea x ⊂ Vω, sea M un con-
junto transitivo y a un conjunto arbitrario. Supongamos que (M, a) ≡ Lλ[x].
Entonces a = x y M = Lλ′ [x], donde λ′ = ΩM .

Demostración: Sea φ(f, Y, α) la fórmula del teorema 13.24 (hemos elimi-
nado la última variable porque la consideramos como fórmula de LR). Como

Lλ[A] �
∨

fY α(α = ω ∧ φ(f, Y, α) ∧
∧

y(Ry → y ∈ Y )),

el modelo (M, a) cumple lo mismo, lo que se traduce en que Vω = Lω[a] ⊂ M y
a ⊂ Vω.

La clave de la prueba es que para cada u ∈ Vω existe αu(z) ∈ Form(L0)
con z como única variable libre tal que si N es un conjunto transitivo y v ∈ N ,
entonces N � αu[v] ↔ v = u. En efecto, si u = ∅ sirve α∅(z) =

∧
u y /∈ z. En

caso contrario, si el resultado es cierto para los elementos de u = {a1, . . . , an},
entonces sirve

αu(z) =
∨

y1 · · · yn(αa1(y1) ∧ · · · ∧ αan(yn) ∧ y1 ∈ z ∧ · · · ∧ yn ∈ z

∧
∧

w(w ∈ z → w = y1 ∨ · · · ∨ w = yn)).

1Notemos los dobles corchetes: Lλ[x] satisface la fórmula V = L[z] cuando la variable z se
interpreta como x, lo cual solemos representar poniendo [x] en el lugar de z.
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Aśı, si u ∈ x entonces Lλ[x] �
∨

y(αu(y) ∧ Ry), luego (M, a) cumple lo
mismo, lo que implica que u ∈ a. La inclusión contraria se prueba igualmente,
con lo que a = x.

Por el teorema 13.24, tenemos que

Lλ[x] �
∧

α
∨

fY φ(f, Y, α) ∧
∧

u
∨

fY α(φ(f, Y, α) ∧ u ∈ Y ).

El hecho de que (M, x) cumpla esto mismo se traduce en que para todo
ordinal α < λ′ se cumple Lα[x] ∈ M y para todo u ∈ M existe un α < λ′ tal
que u ∈ Lα[x], pero esto quiere decir que M = Lλ′ [x].

Ejercicio: Probar que si existe un cardinal de Ramsey entonces ℵ1 es inaccesibleL.
Ayuda: Generalizar 12.32 (para ℵ1) y usar 13.12.

Ahora pasamos a ocuparnos de otra caracteŕıstica de los modelos Lλ[A]. Se
trata de la existencia de funciones de Skolem definibles.

Sea ψ(f, Y, α, A) la fórmula del teorema 13.26 y sea λ > ω un ordinal ĺımite.
Sea

χ(x, y, A) ≡
∨

fY α(ψ(f, Y, α, A) ∧ (x, y) ∈ Y ).

De este modo, si x, y ∈ L[A], se cumple x �A y ↔ χ(x, y, A). Más aún, si
x, y ∈ Lλ[A] se cumple x �A y ↔ χLλ[A](x, y, A).

La fórmula metamatemática χ nos permite definir una fórmula (matemática)
χ(x, y) ∈ Form(LR) (donde la variable A ha sido sustituida por el relator R) de
modo que si x, y ∈ Lλ[A] entonces

x �A y ↔ Lλ[A] � χ(x, y).

Notemos que ahora χ es un designador (un término sin variables libres) del
lenguaje formal (metamatemático) Lm de la teoŕıa de conjuntos que representa
a una fórmula de LR con dos variables libres. Es importante destacar que χ no
depende de λ.

Sea M un modelo de LR elementalmente equivalente a Lλ[A]. Consideremos
una fórmula φ(x0, . . . , xn) de LR cuyas variables libres sean exactamente las
indicadas y sean a1, . . . , an ∈ M .

Si
∨

a ∈ M M � φ[a, a1, . . . , an], entonces existe un único a ∈ M tal que

M � (φ(x0, . . . , xn) ∧
∧

y(φ(y, x1, . . . , xn) → χ(x0, y)))[a, a1, . . . , an].

Esto se debe a que

Lλ[A] �
∧

x1 · · ·xn(
∨

x0 φ(x0, . . . , xn) →
1∨
x0(φ(x0, . . . , xn)

∧
∧

y(φ(y, x1, . . . , xn) → χ(x0, y)))),

y por consiguiente esta sentencia se cumple también en M .
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Definamos hφ : Mn −→ M como la función dada por

hφ(a1, . . . , an) = a ↔ M � (φ(x0, . . . , xn) ∧
∧

y(φ(y, x1, . . . , xn) → χ(x0, y))

∨ (¬
∨

y φ(y, x1, . . . , xn) ∧
∧

y y /∈ x0))[a, a1, . . . , an].

Aśı, si
∨

a ∈ M M � φ[a, a1, . . . , an], también

M � φ[hφ(a1, . . . , an), a1, . . . , an],

es decir, las funciones hφ son funciones de Skolem para M con la propiedad
adicional de que existe una fórmula ψφ(x0, . . . , xn) ∈ Form(LR) tal que

hφ(a1, . . . , an) = a ↔ M � ψφ[a, a1, . . . , an].

Más aún, la fórmula ψφ no depende de M ni de λ ni de A. Esta propiedad
se expresa diciendo que las funciones hφ son uniformemente definibles en M .
Se comprueba inmediatamente por inducción que para todo término de Skolem
t(x1, . . . , xn) de LR existe una fórmula ψt(x0, . . . , xn) ∈ Form(LR) tal que

M(t)[a1, . . . , an] = a ↔ M � ψt[a, a1, . . . , an].

De aqúı se sigue a su vez que para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR)
(recordemos que LR es el lenguaje LR extendido con los términos de Skolem)
existe una fórmula ψφ ∈ Form(LR) tal que

M � φ[a1, . . . , an] ↔ M � ψφ[a1, . . . , an],

de modo que ψφ sólo depende de φ (no de M , λ o A).
Una consecuencia es que si M y N son modelos de LR elementalmente

equivalentes a Lλ[A] y Lλ′ [A′] respectivamente, y j : M −→ N es una inmersión
elemental (de modelos de LR), entonces j también es una inmersión elemental
de modelos de LR. En particular, si t(x1, . . . , xn) es un término de Skolem y
a1, . . . , an ∈ M ,

j(M(t)[a1, . . . , an]) = N(t)[j(a1), . . . , j(an)].

A su vez esto implica que si X ⊂ M , entonces j[N(X)] = N(j[X]).

13.6 El teorema de Lévy-Shoenfield

Vamos a probar un resultado técnico que necesitaremos en el caṕıtulo si-
guiente. Se trata de que las fórmulas Σ1 son absolutas para los modelos L[a],
con a ⊂ Vω. Necesitamos algunos resultados previos.

Definición 13.28 Sea L un lenguaje formal. Una sentencia de L es una sen-
tencia

∧∨
si es de la forma∧

x1 · · ·xm

∨
y1 · · · yn φ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn),

donde φ es una fórmula de L sin cuantificadores.



340 Caṕıtulo 13. Constructibilidad relativa

Teorema 13.29 Sea M0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ · · · una cadena de modelos de un
lenguaje L de modo que cada Mi sea un submodelo de Mi+1. Sea

θ =
∧

x1 · · ·xm

∨
y1 · · · yn φ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

una sentencia
∧∨

de L. Supongamos que para todos los x1, . . . , xm ∈ Mk

existen y1, . . . , yn ∈ Mk+1 tales que Mk+1 � φ[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn] (en rea-
lidad basta con que esto se cumpla para todo k suficientemente grande). Sea
M =

⋃
k∈ω

Mk (es decir, M es el modelo de L cuyo universo es la unión de los

universos de los modelos Mk y en el que los relatores funtores y constantes se
interpretan extendiendo las interpretaciones en cada Mk). Entonces M � θ.

Demostración: Si tomamos x1, . . . , xm ∈ M , existe un k ∈ ω tal que
x1, . . . , xm ∈ Mk, luego por hipótesis existen y1, . . . , yn ∈ Mk+1 tales que
Mk+1 � φ[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn]. Como φ no tiene cuantificadores, una sim-
ple inducción sobre su longitud prueba que M � φ[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn]. Es
claro entonces que M � θ.

Teorema 13.30 (de la forma normal de Skolem) Sea φ una sentencia de
un lenguaje forma L. Entonces existe una sentencia

∧∨
φ̄ de un lenguaje

formal L que consta de los mismos signos de L más ciertos relatores adicionales
R1, . . . , Rk de manera que

a) Si U es un modelo de L y U � φ, existen relaciones R̄1, . . . , R̄k en U tales
que si U es el modelo de L que extiende a U interpretando los relatores
Ri como R̄i, entonces U � φ̄.

b) Si U es un modelo de L tal que U � φ̄ y U es el modelo de L que resulta
de olvidar los relatores R1, . . . , Rk, entonces U � φ.

Demostración: Podemos suponer que φ está en forma prenexa, es de-
cir, que consta de una sucesión de cuantificadores seguida de una fórmula sin
cuantificadores (toda fórmula es equivalente a otra fórmula en forma prenexa).

Por claridad vamos a suponer que

φ =
∨

u
∧

v
∨

w
∧

xy
∨

z ψ(u, v, w, x, y, z),

donde ψ no tiene cuantificadores, aunque el argumento es completamente gene-
ral. La idea es sustituir∨

z ψ(u, v, w, x, y, z) por P (u, v, w, x, y),∧
xy

∨
z ψ(u, v, w, x, y, z) por Q(u, v, w),∨

w
∧

xy
∨

z ψ(u, v, w, x, y, z) por R(u, v),∧
v
∨

w
∧

xy
∨

z ψ(u, v, w, x, y, z) por S(u)

y adjuntar las “definiciones” de los relatores introducidos. Concretamente, de-
finimos L como el lenguaje que tiene los relatores adicionales P , Q, R y S y
consideramos la sentencia
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∧
uvwxy(P (u, v, w, x, y) ↔

∨
z ψ(u, v, w, x, y, z)) ∧∧

uvw(Q(u, v, w) ↔
∧

xy P (u, v, w, x, y)) ∧
∧

uv (R(u, v) ↔
∨

w Q(u, v, w))

∧
∧

u(S(u) ↔
∧

v R(u, v)) ∧
∨

u S(u).

Claramente, esta sentencia es equivalente a∧
uvwxy

∨
z (P (u, v, w, x, y) ↔ ψ(u, v, w, x, y, z)) ∧∧

uvwxy(Q(u, v, w) ↔ P (u, v, w, x, y)) ∧
∧

uv
∨

w (R(u, v) ↔ Q(u, v, w))

∧
∧

uv(S(u) ↔ R(u, v)) ∧
∨

u S(u).

Cambiando las variables ligadas obtenemos otra sentencia equivalente:∧
uvwxy

∨
p (P (u, v, w, x, y) ↔ ψ(u, v, w, x, y, p)) ∧∧

uvwxy(Q(u, v, w) ↔ P (u, v, w, x, y)) ∧
∧

uv
∨

q (R(u, v) ↔ Q(u, v, q))

∧
∧

uv(S(u) ↔ R(u, v)) ∧
∨

r S(r),

que a su vez equivale a∧
uvwxy(

∨
p (P (u, v, w, x, y) ↔ ψ(u, v, w, x, y, p)) ∧

(Q(u, v, w) ↔ P (u, v, w, x, y)) ∧
∨

q (R(u, v) ↔ Q(u, v, q))

∧ (S(u) ↔ R(u, v)) ∧
∨

r S(r)),

y ahora podemos extraer los particularizadores:∧
uvwxy

∨
pqr((P (u, v, w, x, y) ↔ ψ(u, v, w, x, y, p)) ∧

(Q(u, v, w) ↔ P (u, v, w, x, y)) ∧ (R(u, v) ↔ Q(u, v, q))

∧ (S(u) ↔ R(u, v)) ∧ S(r)),

con lo que hemos llegado a una sentencia φ̄ del tipo requerido. Por la cons-
trucción es claro que φ̄ es verdadera en un modelo de L si y sólo si lo es φ.
Ahora es fácil probar el teorema.

Teorema 13.31 Sea M un modelo de un lenguaje formal L ∈ L que conste
de relatores ∈, R1, . . . , Rk y constantes {cn}n∈ω. Sean E, R̄1, . . . , R̄k las in-
terpretaciones en M de los relatores y supongamos que E es una relación bien
fundada. Sea S un conjunto de sentencias

∧∨
de L tal que M � S. Entonces

existe un modelo bien fundado N de L tal que N � S y N ∈ L[S].
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Demostración: Sea S = {φn}n∈ω. Repitiendo sentencias o añadiendo
alguna, podemos suponer que φn contiene a lo sumo las constantes {ck}k<n. Si
S admite un modelo finito, éste será isomorfo a uno constructible y se cumplirá
el teorema. Podemos suponer, pues, que S no admite modelos finitos.

Sea P el conjunto de las ternas (N, f, k) tales que k ∈ ω, N es un modelo
finito del lenguaje Lk cuyos signos son los de L excepto las constantes {cn}n≥k,
N ⊂ ω y f : N −→ ω es una aplicación tal que si x, y ∈ N cumplen N(∈)(x, y),
entonces f(u) < f(v).

Consideramos en P el orden parcial dado por (N, f, k) < (N ′, f ′, k′) si N ′

es un submodelo de N , f ′ ⊂ f , k′ < k y para cada r < k, si

φr =
∧

x1 · · ·xm

∨
y1 · · · yn ψr(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

entonces para todos los x1, . . . , xm ∈ N ′ existen y1, . . . , yn ∈ M tales que

N � ψr[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn].

La definición de (P,≤) es absoluta para modelos transitivos de ZFC−AP,
por lo que (P,≤) ∈ L[S]. Veamos que (P,≤) no está bien fundado.

Sea X el conjunto de todos los (N, f, k) ∈ P tales que existe un submodelo
M ′ de M (como modelo de Lk) y un isomorfismo h : N −→ M ′ tal que para
todo b ∈ N se cumpla f(b) = rangEh(b).

Claramente X �= ∅, pues basta tomar k ∈ ω, M ′ igual al conjunto de
las interpretaciones en M de las constantes de Lk, N un modelo isomorfo con
N ⊂ ω, h : N −→ M ′ el isomorfismo y f : N −→ ω dada por f(b) = rangEh(b).
Entonces (N, f, k) ∈ X.

El conjunto X no tiene minimal, pues si (N, f, k) ∈ X y h : N −→ M ′ es el
isomorfismo dado por la definición de X, como M � S, para todo r ≤ k tenemos
que si

φr =
∧

x1 · · ·xm

∨
y1 · · · yn ψr(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

y a1, . . . , am ∈ M ′, existen b1, . . . , bm ∈ M tales que

M � ψr[a1, . . . , am, b1, . . . bn].

Recorriendo todos los r ≤ k y todos los a1, . . . , am ∈ M ′ posibles, encontra-
mos un número finito de elementos bi ∈ M que, junto con M ′ y M(ck) forman
un submodelo M ′′ de M (como modelo de Lk+1) tal que M ′ ⊂ M ′′. Tomamos
N ′ ⊂ ω tal que N ⊂ N ′, lo dotamos de estructura de modelo isomorfo a M ′′ a
través de una biyección (que se convierte en isomorfismo) h′ : N ′ −→ M ′′ que
extienda a h y definimos f ′ : N ′ −→ ω mediante h′(b) = rangEh′(b). Clara-
mente (N ′, f ′, k + 1) ∈ X y (N ′, f ′, k + 1) < (N, f, k).

Estar bien fundado es absoluto para modelos transitivos, luego (P,≤) no está
bien fundadoL[S]. Por consiguiente existe una sucesión {(Nk, fk, nk)}k∈ω ∈ L[S]
tal que

(N0, f0, k0) > (N1, f1, k1) > · · ·
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Sea N =
⋃

k∈ω

Nk y f =
⋃

k∈ω

fk. Por el teorema 13.29 se cumple que N � S

y f : N −→ ω cumple que si N(∈)(u, v) entonces f(u) < f(v), luego N(∈) está
bien fundada. Obviamente N ∈ L[S].

Teorema 13.32 (Lévy-Shoenfield) Sea φ(x, a) una fórmula ∆0 del lenguaje
de la teoŕıa de conjuntos (metamatemático) cuyas variables libres sean a lo sumo
las indicadas. Si a ⊂ Vω, entonces∨

x φ(x, a) ↔
∨

x ∈ L[a]φ(x, a).

Demostración: Sea L el lenguaje formal que consta de un relator ∈ y de
las constantes X̄, ā y {x̄}x∈Lω . Podemos tomarlo L ∈ L.

Añadimos a L los relatores R1, . . . , Rk necesarios para que existe una sen-
tencia

∧∨
φ′ que cumpla el teorema 13.30 para la sentencia∨

x φ(x, ā) ∧
∧

xy(
∧

u(u ∈ x ↔ u ∈ y) → x = y) ∧
∧

x(x ∈ X̄ → x ∈ Lω).

Hay que entender que x ∈ Lω representa la versión matemática de un equi-
valente sin descriptores de la correspondiente fórmula metamatemática.

Sea S el conjunto formado por las siguientes sentencias de L (todas ellas de
tipo

∧∨
):

a) φ′,

b) x̄ ∈ X̄, para todo x ∈ Lω,

c)
∧

x(x ∈ ȳ ↔ x = ȳ1 ∨ · · · ∨ x = ȳn), donde y = {y1, . . . , yn} ∈ Lω,

d) x̄ ∈ ā, para todo x ∈ a,

e) x̄ /∈ ā, para todo x ∈ Lω \ a,

f)
∧

x(x ∈ ā → x ∈ X̄).

Como ā puede reconstruirse a partir de S y viceversa, es fácil ver que a ∈ L[S]
y S ∈ L[A], luego L[S] = L[a].

Supongamos que
∨

x φ(x, a). Sea λ un ordinal ĺımite tal que x, a ∈ Vλ, con
lo que Vλ � (

∨
xφ)[a]. Interpretando las constantes de L de forma natural y los

relatores según el teorema 13.30 resulta que Vλ � S. Por el teorema anterior
existe un modelo N de L tal que N ∈ L[S] = L[a], N está bien fundado y
N � S. En particular N cumple el axioma de extensionalidad, luego la relación
N(∈) es extensional y bien fundada. Podemos considerar el colapso transitivo
N ′ ∈ L[a], que es un modelo isomorfo a N , luego N ′ � S. La transitividad
y las sentencias de S fuerzan que N ′(X̄) = Lω y N ′(ā) = a. Como además
N ′ �

∨
x φ(x, ā), vemos que

∨
x ∈ N ′ φ(x, a) (aqúı usamos que φ es absoluta),

de donde
∨

x ∈ L[a]φ(x, a).





Caṕıtulo XIV

Indiscernibles de Silver

En este caṕıtulo mostraremos el gran impacto que tiene la existencia de un
cardinal de Ramsey sobre la clase L de los conjuntos constructibles y, más en ge-
neral, sobre las clases L[x] con x ⊂ Vω. Ya hemos visto algunos hechos aislados.
Por ejemplo, si existe un cardinal de Ramsey entonces ℵL

1 es numerable y ℵ1

es inaccesibleL. Estos hechos son casos particulares de los profundos resultados
que veremos aqúı.

La idea básica es la siguiente: si κ es un cardinal de Ramsey, entonces el
teorema 12.29 nos da que el modelo Lκ[x] tiene un conjunto de indiscernibles.
A partir de este modelo, el teorema de compacidad 11.12 nos dará modelos
elementalmente equivalentes cuyo conjunto indiscernibles tenga tipo de orden
igual a cualquier ordinal prefijado. En principio esto nos llevará a modelos no
naturales, pero podremos colapsarlos, y las propiedades de los modelos Lλ[x]
que hemos visto en el caṕıtulo anterior justificarán que los colapsos vuelven a
ser modelos Lλ[x], lo que nos dará una clase propia de ordinales λ tales que
los modelos Lλ[x] serán todos elementalmente equivalentes entre śı. Además,
podremos combinar los respectivos conjuntos de indiscernibles para formar una
clase de indiscernibles en L[x] (los indiscernibles de Silver que dan t́ıtulo a este
caṕıtulo). De aqúı se deducirán numerosas consecuencias.

14.1 Conjuntos de Ehrenfeucht-Mostowski

Puesto que parte del trabajo que hemos de realizar tendrá que hacerse en mo-
delos arbitrarios, no necesariamente naturales, conviene que trabajemos desde
el principio en este contexto, aunque, según hemos explicado, el punto de par-
tida natural seŕıan los modelos Lλ[x]. Más precisamente, trabajaremos con
modelos de LR elementalmente equivalentes a un modelo Lλ[x]. Empezamos
generalizando la noción de indiscernibles a estos modelos.

Definición 14.1 Sea x ⊂ Lω y λ > ω un ordinal ĺımite. Sea M un modelo de
LR elementalmente equivalente a Lλ[x]. Llamaremos

ΩM � {a ∈ M | M � [a] es un ordinal}.

345
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Es fácil ver que ΩM está totalmente ordenado (aunque no necesariamente
bien ordenado) por la relación M(∈). Escribiremos simplemente a < b en lugar
de M(∈)(a, b) para los elementos a, b ∈ ΩM .

Diremos que I ⊂ ΩM es un conjunto de indiscernibles para M si es infinito
y para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR) y todos los a1 < · · · < an,
b1 < · · · < bn ∈ ΩM se cumple

M � φ[a1, . . . , an] ↔ M � φ[b1, . . . , bn].

Si M es un modelo transitivo, esta definición coincide con la dada en 12.28.

Si I es un conjunto de indiscernibles para M , llamaremos Σ(M, I) al conjunto
de todas las fórmulas φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR) tales que M � φ[a1, . . . , an]
para ciertos (o, equivalentemente, para cualesquiera) a1 < · · · < an ∈ I. Se
entiende que, en particular, Σ(M, I) contiene todas las sentencias de LR verda-
deras en M .

Un conjunto Σ ⊂ Form(LR) es un conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski para
x ⊂ Vω (más brevemente, de E.M.) si existe un modelo M de LR elemental-
mente equivalente a Lλ[x], para cierto ordinal ĺımite λ > ω, con un conjunto de
indiscernibles I tal que Σ = Σ(M, I).

El teorema 12.29 aplicado a Lκ[x] prueba que si κ es un cardinal de Ramsey
entonces existe un conjunto de E.M. para todo x ⊂ Vω.

El próximo teorema es esencialmente un caso particular de un teorema de
la teoŕıa de modelos conocido como teorema de Ehrenfeucht-Mostowski.

Teorema 14.2 Sea x ⊂ Vω, sea Σ un conjunto de E.M. para x y α ≥ ω.
Entonces existen un modelo M de LR y un conjunto I de indiscernibles para M
tales que

a) Σ = Σ(M, I),

b) ord(I,≤) = α,

c) M = N(I).

Además (M, I) es único salvo isomorfismo.

Demostración: Notemos ante todo que la propiedad a) implica que M
es elementalmente equivalente a un modelo Lλ[x], pues Σ contiene todas las
sentencias verdaderas en uno de estos modelos. En particular, M tiene funciones
de Skolem definibles y el núcleo de Skolem que aparece en c) ha de entenderse
calculado respecto a estas funciones.

Veamos primero la unicidad. Supongamos que (M, I) y (N, J) cumplen las
propiedades a) y c), aunque no necesariamente b), y que existe una aplicación
π : I −→ J estrictamente creciente.

Todo a ∈ M es de la forma a = M(t)[a1, . . . , an], donde t es un término de
Skolem y a1 < · · · < an ∈ I. Definimos

π̄(a) = N(t)[π(a1), . . . , π(an)].
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Esto no depende de la elección de t ni de la de los indiscernibles, pues si se
cumple a = M(t1)[a1, . . . , an] = M(t2)[b1, . . . , bm], donde t1 y t2 son términos
de Skolem y a1 < · · · < an, b1 < · · · < bm ∈ I, consideramos las fórmulas de LR

ψt1 y ψt2 que definen a los términos de Skolem, es decir, tales que las igualdades
anteriores equivalen a

M � ψt1 [a, a1, . . . , an] y M � ψt2 [a, b1, . . . , bm].

Llamamos c1 < · · · < cr a los mismos a1 < · · · < an, b1 < · · · < bm

ordenados y φ(z1, . . . , zr) a la fórmula∨
x (ψt1(x, x1, . . . , xn) ∧ ψt2(x, y1, . . . , ym))

con la ordenación correspondiente de las variables para que M � φ[c1, . . . , cr]
sea equivalente a

M � t1[a1, . . . , an] = t2[b1, . . . , bm].

Puesto que, M � φ[c1, . . . , cr], tenemos que φ ∈ Σ(M, I) = Σ = Σ(N, J).
Como π es creciente, π(c1) < · · · < π(cr), luego N � φ[π(c1), . . . , π(cr)], pero,
por la uniformidad de la definición de los términos de Skolem, esto equivale a

N(t1)[π(a1), . . . , π(an)] = N(t2)(π(b1), . . . , π(bm)).

Aśı tenemos π̄ : M −→ N que claramente extiende a π, pues t(x) = x es un
término de Skolem y aśı, si a ∈ I, se cumple que

π̄(a) = π̄(M(x)[a]) = N(x)[π(a)] = π(a).

Se cumple que π̄ es una inmersión elemental, pues si u1, . . . , un ∈ M y
φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR), entonces existen a1 < · · · < am ∈ I de manera que
ui = M(ti)[a1, . . . , am], para ciertos términos de Skolem ti. Por lo tanto,

M � φ[u1, . . . , un] → M � φ(t1, . . . , tn)[a1, . . . , am].

La fórmula φ(t1(x1, . . . , xm), . . . , tn(x1, . . . , xm)) es uniformemente equiva-
lente a una fórmula ψ(x1, . . . , xm) ∈ Form(LR) (donde uniformemente equiva-
lente quiere decir que, tanto M como N , cumplen una si y sólo si cumplen la
otra, con una misma interpretación de las variables).

Tenemos, pues que M � ψ[a1, . . . , am], luego ψ ∈ Σ(M, I) = Σ = Σ(N, J),
luego

N � ψ[π(a1), . . . , π(am)] → N � φ(t1, . . . , tn)[π(a1), . . . , π(am)]

→ N � φ[π̄(u1), . . . , π̄(un)].

Si suponemos que (M, I) y (N, J) cumplen b), entonces existe una semejanza
π : I −→ J y se comprueba inmediatamente que π̄ es biyectiva, luego es un
isomorfismo entre M y N que se restringe a una semejanza entre I y J . Esto
es la unicidad que afirma el enunciado.
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Veamos ahora la existencia. Como Σ es un conjunto de E.M., existe un
modelo (M0, I0) tal que Σ = Σ(M0, I0). Sea L′ el lenguaje formal que resulta
de añadir a LR una familia de constantes {cβ}β<α. Sea Γ el conjunto formado
por las siguientes sentencias de L′:

“cβ es un ordinal” para todo β < α,
“cβ < cγ” para β < γ < α,
φ(cβ1 , . . . , cβn

) para φ(x1, . . . , xn) ∈ Σ y β1 < · · · < βn < α.

Veamos que Γ es finitamente consistente. Tomamos ∆ ⊂ Γ finito y sean
β1 < · · · < βn < α tales que cβ1 , . . . , cβn

sean las únicas constantes que aparecen
en las fórmulas de ∆ y sea σ(cβ1 , . . . , cβn) la conjunción de todas las sentencias
de ∆. Como I0 es infinito existen a1 < · · · < an ∈ I0. Podemos convertir a M0

en un modelo de L′ haciendo M0(cβi) = ai e interpretando las demás constantes
arbitrariamente. Es claro que aśı M0 � ∆.

Por el teorema de compacidad 11.12, sabemos que Γ tiene un modelo M .
Para cada β < α sea iβ = M(cβ) y sea I = {iβ | β < α}. Claramente I ⊂ ΩM

y ord(I,≤) = α.
Veamos que para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) y todos los β1 < · · · < βn < α

se cumple
M � φ[iβ1 , . . . , iβn ] ↔ φ ∈ Σ.

Si φ ∈ Σ, entonces M � φ(cβ1 , . . . , cβn), o sea, M � φ[iβ1 , . . . , iβn ].
Si φ /∈ Σ, entonces ¬M � φ[a1, . . . , an], para ciertos a1 < · · · < an ∈ I0, luego

se cumple M0 � ¬φ[a1, . . . , an], luego ¬φ ∈ Σ, luego M � ¬φ(cβ1 , . . . , cβn
), luego

M � ¬φ[iβ1 , . . . , iβn ], por lo que no M � φ[iβ1 , . . . , iβn ].

Consecuentemente I es un conjunto de indiscernibles para M y Σ = Σ(M, I).
Sea M∗ = N(I). Es claro que M∗ sigue cumpliendo a) y b) y por el teorema
1.13, también cumple c) (notemos que las restricciones a M∗ de las funciones
de Skolem que hemos definido en M son las que hemos definido en M∗).

Definición 14.3 Sea x ⊂ Vω, Σ un conjunto de E.M. para x y α ≥ ω. Llama-
remos modelo (Σ, α, x) a cualquier par (M, I) que cumpla las condiciones del
teorema anterior (el cual nos dice que dos cualesquiera de ellos son isomorfos).

En la prueba de la unicidad en el teorema anterior hemos demostrado de
hecho el teorema siguiente:

Teorema 14.4 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. para x. Sean ω ≤ α ≤ β y
sean (M, I) y (N, J) un modelo (Σ, α, x) y un modelo (Σ, β, x) respectivamente.
Entonces toda aplicación estrictamente creciente π : I −→ J se extiende a
una inmersión elemental π̄ : M −→ N . Si π es biyectiva entonces π̄ es un
isomorfismo.

Ahora estudiamos si los modelos (Σ, α, x) están bien fundados.

Teorema 14.5 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. para x. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:
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a) Para todo α ≥ ω el modelo (Σ, α, x) está bien fundado.

b) Para cierto α ≥ ω1 el modelo (Σ, α, x) está bien fundado.

c) Para todo α tal que ω ≤ α < ω1 el modelo (Σ, α, x) está bien fundado.

Demostración: a) → b) es obvio.

b) → c). Sea α ≥ ω1 tal que el modelo (Σ, α, x) esté bien fundado y sea
ω ≤ β < ω1. Por el teorema anterior existe una inmersión elemental del modelo
(Σ, β, x) en el modelo (Σ, α, x), luego el primer está bien fundado.

c) → a) Por el mismo argumento que en la implicación anterior basta ver
que para todo ordinal ĺımite λ el modelo (Σ, λ, x) está bien fundado. En caso
contrario sea (M, I) un modelo (Σ, λ, x) que no esté bien fundado. Esto significa
que existe una sucesión {an}n∈ω de elementos de M tal que∧

n ∈ ω M(∈)(an+1, an).

Cada an es de la forma an = M(t)[x1, . . . , xn], para ciertos elementos
x1, . . . , xn ∈ I, luego existe un I0 ⊂ I numerable tal que

∧
n ∈ ω an ∈ N(I0).

Sea β = ord(I0,≤) < ω1. Es inmediato que (N(I0), I0) cumple las condiciones
del teorema 14.2, luego es un modelo (Σ, β, x) y no está bien fundado, contra-
dicción.

Definición 14.6 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. para x. Diremos que Σ
está bien fundado si los modelos (Σ, α, x) lo están.

Si κ es un cardinal de Ramsey, entonces Lκ[x] tiene un conjunto de indis-
cernibles no numerable I, y su núcleo de Skolem N está bien fundado, por lo
que Σ = Σ(N, I) resulta ser un conjunto de E.M. bien fundado para x. Ahora
podŕıamos colapsar los modelos (Σ, α, x), pero antes añadiremos restricciones
que nos garanticen que el conjunto de indiscernibles del colapso transitivo es
cerrado no acotado. Empezamos estudiando la no acotación.

Sea λ un ordinal ĺımite. Diremos que el modelo (Σ, λ, x) es no acotado si su
conjunto de indiscernibles no está acotado en ΩM .

Teorema 14.7 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. para x. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) Para todo λ ≥ ω el modelo (Σ, λ, x) no está acotado.

b) Para cierto λ ≥ ω el modelo (Σ, λ, x) no está acotado.

c) Para todo término de Skolem t(v1, . . . , vn), el conjunto Σ contiene a la
fórmula φt(v1, . . . , vn, vn+1) de LR que en cualquier modelo equivale a

t(v1, . . . , vn) es un ordinal → t(v1, . . . , vn) < vn+1.
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Demostración: a) → b) es obvio.

b) → c). Sea (M, I) un modelo (Σ, λ, x) no acotado y sea t(v1, . . . , vn)
un término de Skolem. Sean a1 < · · · < an ∈ I y sea x = M(t)[a1, . . . , an].
Si x /∈ ΩM , se cumple trivialmente M � φt[a1, . . . , an, an+1] para cualquier
an+1 ∈ I tal que an < an+1. Si, por el contrario, x ∈ ΩM , entonces existe
an+1 ∈ I tal que an+1 > an y an+1 > x (por la no acotación), e igualmente se
cumple M � φt[a1, . . . , an, an+1]. En cualquier caso φt ∈ Σ(M, I) = Σ.

c) → a). Sea (M, I) un modelo (Σ, λ, x) y sea x ∈ ΩM . Existe un término
de Skolem t junto con unos indiscernibles a1 < · · · < an ∈ I de modo que
x = M(t)[a1, . . . , an]. Sea an+1 > an (aqúı usamos que λ es un ĺımite). Por
hipótesis M � φt[a1, . . . , an+1], luego an+1 > x, lo que prueba que I no está
acotado en ΩM .

Definición 14.8 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. para x. Diremos que Σ
es no acotado si cumple cualquiera de las condiciones del teorema anterior.

No es evidente que la existencia de un cardinal de Ramsey implique la exis-
tencia de conjuntos de E.M. no acotados, pero como todav́ıa hemos de imponer
otra restricción, pospondremos la prueba para ocuparnos al mismo tiempo de
todas las condiciones que vamos a exigir.

Sea (M, I) un modelo (Σ, λ, x). Llamaremos i : λ −→ I a la semejanza, de
manera que I = {iδ | δ < λ}.

Si λ > ω, diremos que el modelo (M, I) es notable si es no acotado y para
todo y ∈ ΩM tal que y < iω se cumple que y ∈ N({in | n < ω}).

Pronto veremos que esta condición técnica implica que el conjunto de indis-
cernibles es cerrado en ΩM . De momento probamos un teorema análogo a los
anteriores:

Teorema 14.9 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. para x. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) Para todo λ > ω el modelo (Σ, λ, x) es notable.

b) Para cierto λ > ω el modelo (Σ, λ, x) es notable.

c) Para cada término de Skolem t(v1, . . . , vm, w1, . . . , wn), el conjunto Σ con-
tiene la fórmula ψt(v1, . . . , vm, w1, . . . , wn, x1, . . . , xn) de LR que equivale
en todo modelo a

t(v1, . . . , vm, w1, . . . , wn) es un ordinal ∧ t(v1, . . . , vm, w1, . . . , wn) < w1

→ t(v1, . . . , vm, w1, . . . , wn) = t(v1, . . . , vm, x1, . . . , xn).

Además, en tal caso, si (M, I) es un modelo (Σ, λ, x), λ′ < λ y x ∈ ΩM

cumple x < iλ′ , entonces x ∈ N({iδ | δ < λ′}).
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Demostración: a) → b) es obvio.

b) → c). Sea λ > ω tal que el modelo (Σ, λ, x) sea notable —llamémoslo
(M, I)— y consideremos un término de Skolem t(v1, . . . , vm, w1, . . . , wn). Sean

v1 < · · · < vm < w1 < · · · < wn < x1 < · · · < xn

tales que v1, . . . , vn sean los primeros elementos de I (es decir, i0, . . . , im−1) y
w1 = iω. Si a = M(t)[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn] es un ordinal en M y es menor que
w1 = iω, por hipótesis a ∈ N({in | n < ω}), luego existe un término de Skolem
s y un k < ω de manera que a = M(s)[i0, . . . , ik]. Podemos suponer m ≤ k.

Tenemos que M � t[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn] = s[i0, . . . , ik] y, por indiscerni-
bilidad, M � t[v1, . . . , vm, x1, . . . , xn] = s[i0, . . . , ik], luego

M � t[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn] = t[v1, . . . , vm, x1, . . . , xn].

Esto prueba que M � ψt, luego ψt ∈ Σ.

c) → a). Sea (M, I) un modelo (Σ, λ, x) con λ > ω. Sea ω ≤ λ′ < λ
(aśı, para λ′ = ω probamos el apartado a) y en general probamos la última
afirmación del enunciado). Sea x ∈ ΩM tal que x < iλ′ . Sea t un término
de Skolem y v1 < · · · < vm < w1 < · · · < wn ∈ I tales que w1 = iλ′ y
x = M(t)[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn].

Tomamos indiscernibles x1, . . . , xn, z1, . . . , zn tales que

v1 < · · · < vm < x1 < · · · < xn < w1 < · · · < wn < z1 < · · · < zn.

Como x < w1 y M � ψt[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn, z1, . . . , zn], tenemos que

M � t[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn] = t[v1, . . . , vm, z1, . . . , zn].

Por indiscernibilidad, esto implica

M � t[v1, . . . , vm, x1, . . . , xn] = t[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn],

y esto significa que x = M(t)[v1, . . . , vm, x1, . . . , xn] ∈ N({iδ | δ < λ′}).

Definición 14.10 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. para x. Diremos que
Σ es notable si cumple cualquiera de las condiciones del teorema anterior.

Los teoremas siguientes explican el interés de esta propiedad:

Teorema 14.11 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. notable para x. Con-
sideremos ordinales ω < λ′ < λ. Sea (M, I) un modelo (Σ, λ, x), tomemos
J = {iδ | δ < λ′} y sea N = N(J). Entonces (N, J) es un modelo (Σ, λ′, x) y
ΩN es una sección inicial de ΩM , es decir, todo elemento de ΩM por bajo de
uno de ΩN está en ΩN .
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Demostración: Es claro que N cumple las propiedades del teorema 14.2,
luego es un modelo (Σ, λ′, x). Si x ∈ ΩN existe un δ < λ′ tal que x < iδ < iλ′

(pues (N, J) no está acotado). Por consiguiente, si y ∈ ΩM cumple y < x,
entonces y < iλ′ , luego por el teorema 14.9 y ∈ N({iδ | δ < λ′}) = N . Aśı pues,
y ∈ ΩN .

Teorema 14.12 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. notable para x. Sea
(M, I) un modelo (Σ, λ, x). Entonces I es cerrado en ΩM , es decir, si λ′ < λ,
entonces iλ′ es el supremo en ΩM del conjunto {iδ | δ < λ′}.

Demostración: Si x ∈ ΩM cumple x < iλ′ , entonces por el teorema
anterior x ∈ N({iδ | δ < λ′}), que es un modelo (Σ, λ′, x). Como Σ no está
acotado, el modelo N tampoco lo está, luego existe un δ < λ′ tal que x < iδ.
Esto significa que x no es una cota superior del conjunto {iδ | δ < λ′}, luego la
menor cota superior es exactamente iλ′ .

Finalmente estamos en condiciones de colapsar los modelos:

Teorema 14.13 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. notable y bien fundado
para x. Entonces, para todo ordinal ĺımite λ existe un λ′ tal que Lλ′ [x] es un
modelo (Σ, λ, x) (con un cierto conjunto de indiscernibles). Si κ es un cardi-
nal no numerable entonces Lκ[x] es un modelo (Σ, κ, x) con un único posible
conjunto de indiscernibles Ix

κ . Además Ix
κ es cerrado y no acotado en κ.

Demostración: Sea (M, I) un modelo (Σ, λ, x). Entonces M cumple el
axioma de extensionalidad, pues es elementalmente equivalente a un modelo
Lλ0 [x], y está bien fundado por hipótesis. Por consiguiente podemos considerar
su colapso transitivo M ′. Sea π : M −→ M ′ la función colapsante.

Definimos a = {u ∈ M ′ | M(R)(π−1(u))}, con lo que π : M −→ (M ′, a) es
un isomorfismo de modelos de LR. Definimos I ′ = π[I], con lo que ((M ′, a), I ′)
es un modelo (Σ, λ, x).

En particular (M ′, a) es elementalmente equivalente a un cierto Lλ0 [x], luego
por el teorema 13.27 tenemos que (M ′, a) = Lλ′ [x], para cierto λ′. Aśı pues,
Lλ′ [x] es un modelo (Σ, λ, x).

Supongamos ahora que κ es un cardinal no numerable. Sea (Lλ[x], I) un
modelo (Σ, κ, x). Puesto que |I| = κ, ha de ser κ ≤ λ. Supongamos que
κ < λ. Como I no está acotado en ΩLλ[x] = λ, existe un λ′ < κ tal que
κ < iλ′ , y por ser notable κ ⊂ N = N({iδ | δ < λ′}), pero por otro lado
|N | = |{iδ | δ < λ′}| = |λ′| < κ, contradicción. Aśı pues, κ = λ y Lκ[x] es un
modelo (Σ, κ, x).

Supongamos ahora que (Lκ[x], I) y (Lκ[x], I ′) son ambos modelos (Σ, κ, x).
Sea π : I −→ I ′ una semejanza. Por el teorema 14.4 sabemos que π se extiende
a un isomorfismo π̄ : Lκ[x] −→ Lκ[x], pero el único isomorfismo de un conjunto
transitivo en śı mismo es la identidad (por la unicidad de colapso transitivo),
luego I ′ = π[I] = I.
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Llamemos Ix
κ al único posible conjunto de indiscernibles en Lκ[x]. Sabemos

que no está acotado y el teorema 14.12 implica que es cerrado (por ejemplo,
porque la aplicación que numera los indiscernibles es normal).

El teorema siguiente completa las propiedades básicas de los conjuntos de
indiscernibles Ix

κ :

Teorema 14.14 Sea x ⊂ Vω y Σ un conjunto de E.M. notable y bien fundado
para x. Si κ < µ son dos cardinales no numerables, entonces Ix

µ ∩ κ = Ix
κ y

Lκ[x] = N(Ix
κ) ≺ Lµ[x].

Demostración: En el modelo Lµ[x], definimos J = {iδ | δ < κ} y N =
N(J). Por el teorema 14.11 tenemos que N es un modelo (Σ, κ, x) y los ordinales
de N son una sección inicial de µ, es decir, ΩN = λ ≤ µ. Como Lκ[x] también
es un modelo (Σ, κ, x), ha se ser isomorfo a N . En particular ΩLκ[x] = κ ha de
ser semejante a λ, pero esto es tanto como decir que λ = κ.

Más aún, el isomorfismo entre Lκ[x] y N ha de transformar Ix
κ en J , pero

por otra parte ha de ser la identidad en κ, luego J = Ix
κ .

Si iδ ∈ Ix
µ ∩ κ, entonces δ ≤ iδ < κ, luego iδ ∈ J = Ix

κ . Por lo tanto
Ix
µ ∩ κ = Ix

κ .

Para probar que N = Lκ[x] basta ver que N es transitivo, pues dos modelos
transitivos isomorfos han de ser iguales. Tomemos u ∈ N y sea α = |u| < µ. Sea
f : α −→ u biyectiva. Por 13.18 concluimos que f ∈ Lµ[x]. Por consiguiente
Lµ[x] �

∨
fα f : α −→ [u] biyectiva, luego N cumple lo mismo, luego existen f ,

α ∈ N tales que N � [f ] : [α] −→ [u] biyectiva, luego Lµ[x] cumple lo mismo,
y al ser transitivo concluimos que f : α −→ u biyectiva. Ahora, si β < α, se
cumple Lµ[x] � [β] < [α], luego lo mismo sucede en N , luego existe un v ∈ N
tal que N � [v] = [f ]([β]), luego lo mismo sucede en Lµ[x], luego f(β) = v ∈ N .
Con esto hemos probado que u ⊂ N , luego N es transitivo.

Tenemos pendiente justificar que la existencia de un cardinal de Ramsey
implica la existencia de conjuntos de E.M. notables y bien fundados, pero antes
probaremos el teorema siguiente que concreta el problema:

Teorema 14.15 Sea x ⊂ Vω. Si existe un conjunto de E.M. notable y bien
fundado para x, entonces éste es único.

Demostración: Sea Σ un conjunto de E.M. notable y bien fundado para x.
Si n ∈ ω, n �= 0, por el teorema anterior Ix

ωω
∩ ωn = Ix

ωn
es c.n.a. en ωn y, como

Ix
ωω

es c.n.a. en ωω, concluimos que ωn ∈ Ix
ωω

.

Como (Lωω
[x], Ix

ωω
) es un modelo (Σ, ωω, x), si φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR),

se cumple que
φ ∈ Σ ↔ Lωω [x] � φ[ω1, . . . , ωn],

y el miembro derecho no depende de Σ, luego Σ es único.

Definición 14.16 Sea x ⊂ Lω. Llamaremos xE (x sostenido) al único conjunto
de E.M. notable y bien fundado para x, si es que existe tal conjunto.
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En lugar de “existe un conjunto de E.M. notable y bien fundado para x”,
diremos simplemente “existe xE”.

Es costumbre escribir 0E en lugar de ∅E.

Aunque la definición de los sostenidos puede parecer aparatosa, en realidad
la existencia de xE equivale a una condición relativamente simple:

Teorema 14.17 Sea x ⊂ Vω. La existencia de xE equivale a que exista un
ordinal ĺımite λ tal que Lλ[x] tenga un conjunto de indiscernibles no numerable.

Demostración: Ciertamente, si existe xE entonces Ix
ω1

es un conjunto no
numerable de indiscernibles en Lω1 [x].

Supongamos que Lλ[x] tiene un conjunto no numerable de indiscernibles
J . Pasando a una sección inicial podemos suponer que el ordinal de J es ω1.
También podemos suponer que λ es el mı́nimo ordinal tal que Lλ[x] tiene un
conjunto de indiscernibles de ordinal ω1. Sea N = N(J) ≺ Lλ[x] y sea M
el colapso transitivo de N . Transportando a M la relación N(R), obtenemos
un conjunto a ⊂ M tal que (M, a) es un modelo de LR isomorfo a N . Por
el teorema 13.27 resulta que a = x y M = Lλ′ [x]. Como los ordinales de N
son todos menores que λ y la función colapsante env́ıa ordinales a ordinales,
es claro que λ′ ≤ λ. Por otra parte, si I es la imagen de J por el colapso
transitivo, tenemos que I es un conjunto de indiscernibles en L′

λ[x] de ordinal
ω1 y Lλ′ [x] = N(I). Por la minimalidad de λ ha de ser λ = λ′. Aśı pues,
Lλ[x] = N(I).

Veamos ahora que I no está acotado en λ. En otro caso existe λ′ < λ tal
que I ⊂ λ′. Sea t un término de Skolem y sean α1 < · · · < αn ∈ I tales que
λ′ = Lλ[x](t)[α1, . . . , αn]. Sea I ′ = {i ∈ I | i > αn}. Vamos a probar que I ′ es
un conjunto de indiscernibles para Lλ′ [x] (claramente de ordinal ω1).

Consideremos una fórmula φ(x1, . . . , xm) ∈ Form(L). Teniendo en cuenta
que y = Lα[x] es definible en Lλ[x], es fácil definir por inducción sobre la
longitud de φ una fórmula ψ(α, x1, . . . , xm) tal que, para α < λ,

Lα[x] � φ[x1, . . . , xm] ↔ Lλ[x] � ψ[α, x1, . . . , xm].

El único caso no trivial es φ =
∧

uφ′(u, x1, . . . , xm), en cuyo caso tomamos

ψ =
∨

y(y = Lα[x] ∧
∧

y ∈ Y ψ′(α, u, x1, . . . , xm)).

Ahora, para todos los i1 < · · · < im ∈ I ′ se cumple

Lλ′ [x] � φ[i1, . . . , im] ↔ Lλ[x] � ψ[λ′, i1, . . . , im]

↔ Lλ[x] � χ[α1, . . . , αn, i1, . . . , im],

donde χ es la fórmula que resulta de sustituir en ψ la variable interpretada por
λ′ por el término t y pasar a una fórmula equivalente en LR. Por indiscernibi-
lidad esto no depende de i1, . . . , im (siempre y cuando sean mayores que αn),
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luego ciertamente I ′ es un conjunto de indiscernibles para Lλ′ [x] y contradice
la minimalidad de λ.

De entre todos los conjuntos de indiscernibles para Lλ[x] de ordinal ω1, no
acotados y tales que Lλ[x] = N(I), elijamos uno que tenga el menor iω posible.
El conjunto Σ = Σ(Lλ[x], I) es ciertamente un conjunto de E.M. bien fundado
y no acotado. Vamos a probar que (Lλ[x], I) es notable, con lo que Σ será xE.

En caso contrario, por el teorema 14.9, existe un término de Skolem

t(v1, . . . , vm, w1, . . . , wn)

tal que para todos los indiscernibles

v1 < · · · < vm < w1 < · · · < wn < x1 < · · · < xn

se cumple

Lλ[x] � t[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn] ∈ Ω ∧ t[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn] < [w1]

∧ t[v1, . . . , vm, w1, . . . , wn] �= t[v1, . . . , vm, x1, . . . , xn]. (14.1)

De hecho, la desigualdad será siempre < o siempre >.
Tomemos v1 < · · · < vm < iω. Sea u0 la sucesión de los n primeros in-

discernibles mayores que vm. Para cada α < ω1 sea uα la sucesión de los n
primeros indiscernibles mayores que todos los indiscernibles que aparecen en las
sucesiones uβ con β < α (que son una cantidad numerable). Sea

tα = Lλ[x](t)[v1, . . . , vm, uα(0), . . . , uα(n − 1)].

Si la desigualdad (14.1) es >, entonces para todos los α < β < ω1 se cumple
que

v1 < · · · < vm < uα(0) < · · · < uα(n − 1) < uβ(0) < · · · < uβ(n − 1),

luego tα > tβ . Tenemos, pues, una sucesión decreciente de ordinales, lo cual es
absurdo. Por consiguiente la desigualdad ha de ser <, y la sucesión {tα}α<ω1

es creciente.
Es inmediato comprobar que J = {tα | α < ω1} es un conjunto de indiscer-

nibles para Lλ[x] de ordinal ω1. Por construcción iω es el primer elemento de
uω, luego

tω = Lλ[x](t)[v1, . . . , vm, uω(0), . . . , uω(n − 1)] < iω.

Sea N = N(J). Estamos justo como al principio de la prueba. Repitiendo
todo el argumento llegamos a que el colapso transitivo de N ha de ser el propio
Lλ[x], que tiene como conjunto de indiscernibles a la imagen I ′ de J por la
función colapsante π, de modo que I ′ no está acotado en λ y Lλ[x] = N(I ′).
Además, el ω-ésimo elemento de I ′ será π(tω) ≤ tω < iω, lo que contradice la
elección de I.

Teniendo en cuenta el teorema 12.29, ahora es inmediato el teorema si-
guiente:

Teorema 14.18 Si existe un cardinal de Ramsey, entonces existe xE para todo
x ⊂ Vω.
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14.2 Los indiscernibles de Silver

En esta sección reformularemos los resultados que acabamos de obtener para
los modelos Lλ[x] en términos de las clases L[x].

Definición 14.19 Sea x ⊂ Vω tal que exista xE. Llamaremos indiscernibles de
Silver para x a los elementos de la clase

Ix =
⋃
κ
Ix
κ ⊂ Ω,

donde κ recorre los cardinales no numerables.

El teorema siguiente recoge las propiedades básicas de estos indiscernibles.

Teorema 14.20 Sea x ⊂ Vω tal que exista xE. Entonces Ix es la única clase
que cumple las propiedades siguientes:

a) Ix ⊂ Ω contiene a todos los cardinales no numerables.

b) Si κ es un cardinal no numerable, entonces Ix ∩ κ es c.n.a. en κ y tiene
ordinal κ.

c) Si κ es un cardinal no numerable, entonces Ix ∩ κ es un conjunto de
indiscernibles para Lκ[x] y todo a ∈ Lκ[x] es definible en Lκ[x] a partir de
Ix ∩ κ, es decir, existe una fórmula φ(x, x1, . . . , xn) ∈ Form(LR) y unos
a1, . . . , an ∈ Ix∩κ de modo que a es el único elemento de Lκ[x] que cumple
Lκ[x] � φ[a, a1, . . . , an].

Demostración: Por el teorema 14.14 tenemos que Ix∩κ = Ix
κ , que es c.n.a.

en κ, tiene ordinal κ y es un conjunto de indiscernibles para Lκ[x]. Además, si
κ < µ son cardinales no numerables, tenemos que Ix

µ ∩ κ = Ix
κ es c.n.a. en κ,

y como Ix
µ es c.n.a. en µ concluimos que κ ∈ Ix

µ , luego Ix contiene a todos los
cardinales no numerables.

Si a ∈ Lκ[x], como Lκ[x] = N(Ix
κ), existe un término de Skolem t tal que

a = Lκ[x](t)[a1, . . . , an], para ciertos a1, . . . , an ∈ Ix
κ . Como las funciones de

Skolem son definibles, la fórmula y = t(x1, . . . , xn) es equivalente a una fórmula
φ(x, x1, . . . , xn) ∈ Form(LR) que cumple el enunciado.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que I ′x es otra clase que cumple
el teorema. Sea Σκ = Σ(Lκ[x], I ′x ∩ κ). Claramente Σκ es un conjunto de
E.M. bien fundado y no acotado, pues la propiedad c) implica que Lκ[x] es el
núcleo de Skolem de I ′x ∩ κ. Veamos que Σκ es notable. Sea a < i′ω (el ω-
ésimo elemento de I ′x ∩ κ). Como I ′x ∩ κ es c.n.a. en κ, existe un n ∈ ω tal
que a < i′n. Sea t un término de Skolem tal que a = Lκ[x](t)[a1, . . . , am], para
ciertos a1 < · · · < am ∈ I ′x ∩ κ. Tomemos nuevos indiscernibles tales que

a1 < · · · < ar ≤ a < br+1 < · · · < bm < i′ω.

Aśı
a = Lκ[x](t)[a1, . . . , ar, br+1, . . . bm] ∈ N({i′n | n < ω}).
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Con esto podemos concluir que Σκ = xE, luego (Lκ[x], I ′x ∩ κ) es un modelo
(xE, κ, x). Por la unicidad de 14.13 concluimos que Ix ∩ κ = I ′x ∩ κ, para todo
cardinal no numerable κ, luego Iκ = I ′κ.

Observemos que, por el teorema 14.14, si existe xE y κ < µ son cardinales
infinitos, entonces Lκ[x] ≺ Lµ[x]. Esto nos permite dotar a la clase L[x] de
estructura de modelo de LR:

Definición 14.21 Sea x ⊂ Vω tal que exista xE. Si φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR)
y a1, . . . , an ∈ L[x], definimos

L[x] � φ[a1, . . . , an] ↔
∨

κ(κ es un cardinal no numerable

∧ a1, . . . , an ∈ Lκ[x] ∧ Lκ[x] � φ[a1, . . . , an]).

Por la observación precedente a la definición, la relación Lκ[x] � φ[a1, . . . , an]
no depende de κ: si es cierta para un cardinal no numerable (suficientemente
grande como para que Lκ[x] contenga a los parámetros) es cierta para todo κ.
De aqúı se sigue que esta relación � cumple todas las propiedades usuales. Por
ejemplo, veamos que

L[x] �
∧

zφ[a1, . . . , an] ↔
∧

a ∈ L[x] L[x] � φ[a, a1, . . . , an].

Si L[x] �
∧

zφ[a1, . . . , an] y a ∈ L[x], existe un cardinal no numerable κ
tal que a, a1, . . . , an ∈ Lκ[x]. Por definición Lκ[x] �

∧
zφ[a1, . . . , an], luego

Lκ[x] � φ[a, a1, . . . , an], luego L[x] � φ[a, a1, . . . , an].

Rećıprocamente, si
∧

a ∈ L[x] L[x] � φ[a, a1, . . . , an], sea κ un cardinal regu-
lar tal que a1, . . . , an ∈ Lκ[x]. En particular

∧
a ∈ Lκ[x] Lκ[x] � φ[a, a1, . . . , an],

luego Lκ[x] �
∧

zφ[a1, . . . , an], luego L[x] �
∧

zφ[a1, . . . , an].

Similarmente,

L[x] � (φ ∧ ψ)[a1, . . . , an] ↔ L[x] � φ[a1, . . . , an] ∧ L[x] � ψ[a1, . . . , an],

etc.

Una simple inducción muestra que si φ(x1, . . . , xn) es una fórmula metama-
temática sin descriptores (y �φ� es su versión formalizada), entonces∧

a1 · · · an ∈ L[x] (L[x] � �φ�[a1, . . . , an] ↔ φL[x](a1, . . . , an)).

A partir de aqúı, todos los conceptos de la teoŕıa de modelos son aplicables
a L[x], a pesar de ser una clase propia. Por ejemplo, la propia definición de
L[x] � φ implica que si κ es un cardinal no numerable, entonces Lκ[x] ≺ L[x].

Sabemos que si κ es regular Lκ[x] � ZFC−AP, luego L[x] � ZFC−AP. Por
otra parte, sabemos que se cumple APL[x], luego en definitiva L[x] � ZFC.

El teorema 14.20 admite este enunciado alternativo:
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Teorema 14.22 Sea x ⊂ Vω tal que exista xE. Entonces existe una única
función normal i : Ω −→ Ω tal que si Ix = {iα | α ∈ Ω}, entonces

a) Si κ es un cardinal no numerable, se cumple iκ = κ.

b) Ix es una clase de indiscernibles para L[x].

c) Todo a ∈ L[x] es definible en L[x] a partir de Ix.

Demostración: Sea Ix la clase de los indiscernibles de Silver para x. Sea
i : Ω −→ Ix la semejanza. Como Ix

κ ∩ κ tiene ordinal κ, la restricción de i−1 a
este conjunto tiene imagen κ, luego iκ = κ. Además, el hecho de que Ix

κ ∩ κ sea
c.n.a. en κ equivale a que i|κ : κ −→ κ es normal y, como esto vale para todo κ,
concluimos que i es normal.

Si φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR) y α1 < · · · < αn, β1 < · · · < βn ∈ Ix, tomamos
un cardinal no numerable κ mayor que αn y βn, de modo que

L[x] � φ[α1, . . . , αn] ↔ Lκ[x] � φ[α1, . . . , αn]

↔ Lκ[x] � φ[β1, . . . , βn] ↔ L[x] � φ[β1, . . . , βn].

Por consiguiente Ix es una clase de indiscernibles para L[x].

Dado a ∈ L[x], sea κ un cardinal no numerable tal que a ∈ Lκ[x]. Por el
teorema 14.20 existe una fórmula φ(u, u1, . . . , un) ∈ Form(LR) e indiscernibles
α1 < . . . < αn ∈ Ix ∩ κ de modo que a es el único elemento de Lκ[x] que
cumple Lκ[x] � φ[a, α1, . . . , αn]. Entonces L[x] � φ[a, α1, . . . , αn] y a es el único

elemento de L[x] que cumple esto, pues L[x] �
1∨
u φ[α1, . . . , αn].

Veamos la unicidad. Basta probar que si i′ cumple las condiciones del enun-
ciado, entonces I ′x es la clase de los indiscernibles de Silver, pues entonces i′

será necesariamente la única semejanza i entre ésta y Ω. Es fácil ver que I ′x
cumple las propiedades a) y b) del teorema 14.20, pero no es evidente que haya
de cumplir la propiedad c).

Para cada a ∈ L[x], sea F (a) el mı́nimo cardinal no numerable κ tal que Lκ[x]
contenga indiscernibles α1 < · · · < αn de modo que a sea el único elemento de
L[x] que cumpla L[x] � φ[a, α1, . . . , αn] (para una cierta fórmula φ).

Para cada cardinal no numerable κ definimos

G(κ) = κ+ ∪ ⋃
a∈Lκ[x]

F (a),

que es de nuevo un cardinal no numerable. Sea κ0 un cardinal arbitrario y∧
n ∈ ω κn+1 = G(κn), µ =

⋃
n∈ω

κn.

De este modo µ > κ0 es un cardinal no numerable con la propiedad de que
todo elemento de Lµ[x] es definible en L[x] (luego en Lµ[x]) a partir de I ′x ∩ µ.
Es claro que I ′x ∩ µ es un conjunto de indiscernibles para Lµ[x] y además es
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c.n.a. en µ. Igual que en 14.20 podemos concluir que Σ(Lµ[x], I ′x ∩ µ) = xE,
luego I ′x ∩µ = Ix ∩µ, para cardinales µ arbitrariamente grandes, luego I ′x = Ix.

Es fácil probar que si existe xE, entonces todo indiscernible de Silver para
x es un cardinal inaccesibleL[x]. En efecto, como ℵ1 es un cardinal regular, es
un cardinal regularL[x], y lo mismo vale para todos los indiscernibles. Por otra
parte, como ℵω es un cardinal ĺımite, también es un cardinal ĺımiteL[x], y lo
mismo vale para todos los indiscernibles, luego todos ellos son cardinales ĺımite
regularesL[x], es decir, inaccesiblesL[x].

En realidad los indiscernibles de Silver resultan ser cardinales débilmente
compactosL[x]. Esto se sigue de la versión para L[x] del teorema 14.4:

Teorema 14.23 Sea x ⊂ Vω tal que exista xE. Entonces toda aplicación estric-
tamente creciente π : Ix −→ Ix se extiende a una única inmersión elemental
π̄ : L[x] −→ L[x].

Demostración: Sean κ < µ cardinales no numerables de manera que
π|Ix∩κ : Ix ∩ κ −→ Ix ∩ µ. Por el teorema 14.4 esta aplicación se extiende a
una única inmersión elemental π̄|Lκ[x] : Lκ[x] −→ Lµ[x]. Más concretamente, π̄
actúa como sigue: si a ∈ Lκ[x], entonces a = Lκ[x](t)[α1, . . . , αn], para ciertos
α1 < · · · < αn ∈ Ix ∩ κ y un cierto término de Skolem t. Entonces,

π̄(a) = Lµ[x](t)[π(α1), . . . , π(αn)].

Ahora bien, esto puede reformularse aśı:

π̄(L[x](t)[α1, . . . , αn]) = L[x](t)[π(α1), . . . , π(αn)], (14.2)

pero esto no depende de κ o µ, luego tenemos definida π̄ : L[x] −→ L[x] que
extiende a π y se restringe a inmersiones elementales entre los modelos Lκ[x].
Es fácil ver entonces que π̄ es una inmersión elemental. La unicidad es clara,
pues una inmersión elemental ha de cumplir (14.2).

Como consecuencia:

Teorema 14.24 Si x ⊂ Vω y existe xE, los indiscernibles de Silver para x son
cardinales débilmente compactosL[x].

Demostración: Sea π : Ix −→ Ix creciente tal que ω1 sea el menor ordinal
no fijado. Sea π̄ : L[x] −→ L[x] la inmersión elemental que extiende a π.

Se cumple que ω1 es el menor ordinal no fijado por π̄, pues si α < ω1,
entonces α es definible en Lω1 [x] a partir de Ix ∩ ω1, es decir, existe una
fórmula φ(u, u1, . . . , un) y un conjunto de indiscernibles α1 < · · · < αn < ω1

de modo que α es el único elemento de Lω1 [x] (luego de L[x]) que cumple
L[x] � φ[α, α1, . . . , αn]. Como L[x] � φ[π̄(α), α1, . . . , αn], ha de ser π̄(α) = α.

Aśı pues, el teorema 12.18 nos da que ω1 es débilmente compactoL[x], pero
entonces todos los indiscernibles cumplen lo mismo.
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Si M es un modelo de un lenguaje formal L, se dice que a ∈ M es definible
en M si existe φ(x) ∈ Form(L) tal que a es el único elemento de M para el que
M � φ[a].

Por ejemplo, si M es un modelo transitivo de ZFC, entonces 0, 1, ℵ0, ℵM
1 ,

RM , el mı́nimo cardinal inaccesibleM (si existe) son ejemplos de conjuntos defini-
bles en M . La fórmula que define a RM es (cualquier equivalente sin descriptores
de) x = R.

Teorema 14.25 Si x ⊂ Vω y existe xE, entonces todo conjunto definible en L[x]
es numerable. En particular V �= L[x].

Demostración: Es consecuencia de que Lω1 [x] ≺ L[x]. Si a ∈ L[x] es
definible por la fórmula φ(u), entonces L[x] �

∨
u φ(u), luego Lω1 [x] �

∨
u φ(u),

luego existe un b ∈ Lω1 [x] tal que Lω1 [x] � φ[b], luego L[x] � φ[b], luego ha de
ser a = b ∈ Lω1 [x] y, por consiguiente, a es numerable.

En particular ℵL[x]
1 es numerable, luego ℵL[x]

1 �= ℵ1, luego L[x] �= V .

Aśı, por ejemplo, si existe 0E, se cumple que PωL es numerable, luego sólo
hay una cantidad numerable de subconjuntos constructibles de ω, aśı mismo,
ℵL

27 es un ordinal numerable y, en general, alguien que “viva” en L se equivocará
al identificar cualquier objeto que deba ser no numerable, pues el objeto que él
reconozca como ℵ27 o como R o como el menor cardinal débilmente compacto
(que lo hay) será en realidad un elemento de Lω1 . Todos los conjuntos que
quedan fuera de Lω1 serán conjuntos que ve, pero que no puede definir. Por
ejemplo, verá al auténtico ℵ1, pero no lo reconocerá como tal (ya hemos dicho
que su ℵ1 será en realidad un ordinal numerable), verá que ℵ1 es un cierto
cardinal débilmente compacto, pero no será ni “el menor cardinal débilmente
compacto”, ni “el ℵ1-ésimo cardinal débilmente compacto” ni, en general, “el
único conjunto tal que . . . ”

Del teorema anterior se sigue, en particular, que si existe un cardinal de
Ramsey entonces V �= L[x] para todo x ⊂ Vω.

14.3 Los sostenidos y la jerarqúıa de Lévy

Nos ocupamos ahora de la estructura lógica de los conceptos que hemos
definido. Ésta viene dada por el teorema siguiente:

Teorema 14.26 La fórmula “Σ es un conjunto de E.M. notable y bien fundado
para x” es Π1, luego “Existe xE” es Σ2.

Demostración: En la definición de conjunto de E.M. hemos exigido que
Σ = Σ(M, I), donde M es un modelo de LR elementalmente equivalente a
un modelo Lλ[x]. Observemos que esta hipótesis nos ha hecho falta por tres
motivos:

• Para garantizar que los modelos que satisfacen Σ tienen funciones de Sko-
lem definibles,



14.3. Los sostenidos y la jerarqúıa de Lévy 361

• para definir ΩM y probar que esta totalmente ordenado por la pertenencia
en todo modelo que satisfaga Σ,

• para garantizar que todo modelo transitivo que satisfaga Σ es de la forma
Lλ[x], para cierto λ.

Ahora bien, para garantizar estos hechos no hace falta exigir que los mode-
los satisfagan todas las sentencias verdaderas en un Lλ[x], sino únicamente un
conjunto de ellas Σx

0 definible expĺıcitamente en términos de x.
Por ejemplo, para garantizar la existencia de funciones definibles en un mo-

delo M basta con que satisfaga las sentencias

∧
x1 · · ·xn(

∨
x0 φ(x0, . . . , xn) →

1∨
x0(φ(x0, . . . , xn)

∧
∧

y(φ(y, x1, . . . , xn) → χ(x0, y)))),

para toda φ ∈ Form(LR). (En realidad, también se usa que M �
∨

y
∧

x x /∈ y.)
El teorema 13.27 requiere en su prueba que M satisfaga varias sentencias,

entre ellas ∨
fY α(α = ω ∧ φ(f, Y, α) ∧

∧
y(Ry → y ∈ Y )),

las sentencias
∨

y(αu(y) ∧ Ry), para u ∈ Vω, y otras más.

Cuando decimos que Σx
0 puede definirse expĺıcitamente queremos decir, más

concretamente, que
y = Σx

0 ↔ φ0(y, x, Vω),

donde φ0 es una fórmula ∆0 del lenguaje Lm de la teoŕıa de conjuntos. El
parámetro Vω aparece para acotar todas las variables que hagan referencia a
fórmulas, sucesiones finitas de fórmulas, números naturales, etc.). Una cons-
trucción detallada de φ0 requiere definir sistemáticamente los conceptos lógicos:
podemos suponer que los signos de LR son los números naturales (p.ej. R = 0,
∈= 1, == 2, x0 = 3, x1 = 4, . . . Aśı, las sucesiones de signos son los elementos
de ω<ω ⊂ Vω, para definir una fórmula hace falta referirse a una sucesión de
cadenas de signos (elementos de (ω<ω)<ω ⊂ Vω) que enumere las subfórmulas
necesarias para construir la fórmula paso a paso, etc. Lo importante es que
todas las definiciones necesarias para llegar a Σx

0 involucran únicamente objetos
de Vω, por lo que pueden formalizarse acotando todas las variables por Vω.

Si modificamos la definición de conjunto de E.M. sustituyendo “M es ele-
mentalmente equivalente a un modelo Lλ[x]” por “M � Σx

0”, todos los teoremas
que hemos probado siguen siendo válidos. Como al final terminamos teniendo
la unicidad de los conjuntos de E.M. notables y bien fundados para x y uno de
estos conjuntos respecto a la definición original lo es también respecto a la que
acabamos de dar, concluimos que ambas definiciones son equivalentes.

Por otra parte, debemos recordar que todo modelo Lλ[x] satisface las sen-
tencias de Σx

0 .

La fórmula “Σ es un conjunto de E.M. notable y bien fundado para x”
equivale a
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a) Σ es un conjunto de E.M. para x,

b) Σ es notable,

c) Para todo ordinal ĺımite λ, el modelo (Σ, α, x) está bien fundado.

donde a) lo entendemos en el sentido débil que acabamos de comentar.

Sea L′ el lenguaje formal que consta de los signos de LR más un conjunto de
constantes {cn}n∈ω. Para cada fórmula φ de LR sea φ′ la sentencia de L′ que
resulta de sustituir la variable xi por la constante ci. Para cada conjunto Σ de
fórmulas de LR sea Σ′ el conjunto formado por las siguientes sentencias de L′:

Todas las sentencias de Σx
0

φ′ para cada φ ∈ Σ,
ci ∈ Ω para cada i ∈ ω,
ci < cj para i < j < ω,
φ(ci1 , . . . , cin) ↔ φ(cj1 , . . . , cjn) para cada φ ∈ Form(LR),

i1 < · · · < in, j1 < · · · < jn.

Sea a′) la fórmula

Σ′ es consistente ∧
∧

φ ∈ Form(LR)(φ ∈ Σ ∨ ¬φ ∈ Σ),

donde la consistencia hay que entenderla en el sentido sintáctico de que no
puede probarse una contradicción a partir de las sentencias de Σ′. Aśı mismo
hay que entender que a′) es una fórmula con las variables libres Σ y x, es decir,
la construcción de Σ′ a partir de Σ forma parte de a′).

Veamos que a) ∧ b) ∧ c) es equivalente a a′) ∧ b) ∧ c).

En efecto, si se cumple a) ∧ b) ∧ c) entonces existe xE y Lω1 [x] es un modelo
de Σ′, interpretando las constantes {cn}n∈ω con indiscernibles. Por lo tanto Σ′

es consistente. Por otra parte, si φ ∈ Form(LR), se cumplirá φ ∈ Σ o ¬φ ∈ Σ
según si Lω1 [x] cumple o no φ al interpretar sus variables por indiscernibles.

Rećıprocamente, si suponemos a′) ∧ b) ∧ c) entonces, por el teorema de
completitud, Σ′ tiene un modelo M con funciones de Skolem definibles en el
cual I = {M(ci) | i ∈ ω} es un conjunto numerable de indiscernibles. Además
se cumple que Σ = Σ(M, I), pues ciertamente todas las fórmulas de Σ (con
las variables interpretadas en I) son verdaderas en M y, rećıprocamente, si
M � φ[a1, . . . , an], con a1 < · · · < an ∈ I, ha de ser φ ∈ Σ o, de lo contrario
¬φ ∈ Σ y se cumpliŕıa M � ¬φ[a1, . . . , an]. Por consiguiente Σ es un conjunto
de E.M., es decir, se cumple a).

Una comprobación rutinaria muestra que a′) es equivalente a una fórmula
φ1(Σ, x, Vω), donde φ1 es ∆0. (La consistencia de Σ′ significa que no existe
ninguna sucesión finita de fórmulas de L′ que demuestre x �= x, y esto puede
formularse acotando todas las variables en Vω, tal y como hemos comentado
antes.)
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Los teoremas 14.7 y 14.9 caracterizan la propiedad b) en términos puramente
sintácticos, luego b) también es equivalente a una formula φ2(Σ, x, Vω) con φ2

de tipo ∆0.

Finalmente, la propiedad c) tiene esta estructura:∧
MEaIλ((M, E, a) � Σx

0 ∧ I ⊂ M es un conjunto de indiscernibles de

ordinal λ ∧ M = N(I) ∧ Σ = Σ(M, I)) → E está bien fundada en M).

Queremos probar que esto es Π1. Por 1.37 sabemos que “estar bien fundada”
es ∆1, luego basta probar que

(M, E, a) � Σx
0 ∧ I ⊂ M es un conjunto de indiscernibles de

ordinal λ ∧ M = N(I) ∧ Σ = Σ(M, I))

es Σ1.

Para definir la relación (M, E, a) � φ[s], para s ∈ M<ω (bajo el convenido de
que los signos de LR son números naturales) necesitamos construir una función
f : Vω × M<ω −→ 2 (sólo hemos de especificarla, no demostrar su existen-
cia) de modo que f(φ, s) = 1 si y sólo si el dominio de s incluye a todas las
variables libres en φ y se cumple M � φ[s]. Todas las variables involucradas
pueden acotarse por Vω y M<ω. Para exigir que I tenga ordinal λ necesitamos
una semejanza g : (λ,∈) −→ (I, E). El punto más delicado es formalizar que
M = N(I), pero, una vez contamos con que M � Σx

0 , esto equivale a que todo
elemento de M sea definible a partir de I, lo cual se formaliza sin dificultad. En
resumen, podemos escribir nuestra fórmula como∨

fgY (Y = M<ω ∧ f : Vω × Y −→ 2 ∧ g : (λ,∈) −→ (I, E) semejanza ∧ · · ·).

En definitiva, tenemos que la fórmula “Σ es un conjunto de E.M. notable y
bien fundado para x” puede expresarse mediante una fórmula

∧
Xψ(Σ, x, Vω),

con ψ de tipo ∆0. Ahora bien, Vω = Lω y sabemos que y = Lα es de tipo ∆1.
Una simple manipulación nos da∧

Xyz(z = ω ∧ y = Lz → ψ(Σ, x, y)),

y esto es una fórmula φ(Σ, x) de tipo Π1.

Como consecuencia de este teorema y del teorema de Lévy-Shoenfield obte-
nemos que los sostenidos son absolutos para modelos transitivos que sean clases
propias:

Teorema 14.27 Sea M un modelo transitivo de ZFC tal que Ω ⊂ M y sea
x ∈ M tal que x ⊂ Vω. Entonces

(existe xE)M ↔ existe xE ∧ xE ∈ M.

Además, en tal caso (xE)M = xE.
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Demostración: Sea ψ(y, Σ, x) una fórmula ∆0 tal que
∧

y ψ(y, Σ, x) equi-
valga a que Σ es un conjunto de E.M. notable y bien fundado para x.

Si existe xE y xE ∈ M , entonces
∧

y φ(y, xE, x), luego también se cumple∧
y ∈ M ψ(y, xE, x), lo que significa que (xE es un conjunto de E.M. notable y

bien fundado para x)M , es decir, (existe xE)M y (xE)M = xE.

Supongamos ahora que (existe xE)M y (xE)M = xE. Sea Σ = (xE)M ⊂ Vω.
Hemos de probar que

∧
y ψ(y, Σ, x).

Consideremos A = x × {0} ∪ Σ × {1} ⊂ Vω. Claramente A ∈ M , luego
L[A] ⊂ M . Además A es una función tal que x = A−1[{0}] y Σ = A−1[{1}]. Sea
φ(y, z) ≡ ψ(y, z−1[{1}], z−1[{0}]). Claramente φ es ∆0 y

∧
y ψ(y, Σ, x) equivale

a
∧

y φ(y, A). Si esto no se cumpliera, tendŕıamos que
∨

y¬φ(y, A) y, por el
teorema 13.32, también

∨
y ∈ L[A]¬φ(y, A). En particular

∨
y ∈ M¬φ(y, A), es

decir, ¬
∧

y ∈ M ψ(y, Σ, x), por lo que (Σ �= xE)M , contradicción.

Aśı, por ejemplo, L[0E] es un modelo de ZFC en el que existe 0E pero no existe
0EE (por el teorema 14.25). Vemos, pues, que la existencia de un sostenido no
implica la existencia de los demás.

Ejercicio: Demostrar que la existencia de 0� no implica la existencia de un cardinal
inaccesible (ni, por consiguiente, de ningún otro cardinal grande).

En general, xE no es absoluto para modelos transitivos de ZFC que no sean
clases propias, pero śı lo es para extensiones genéricas:

Teorema 14.28 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea x ⊂ Vω

tal que x ∈ M , sea P ∈ M un c.p.o. y G un filtro P-genérico sobre M . Entonces

(existe xE)M [G] → (existe xE)M .

Demostración: Sea κ = (|P|+)M . Entonces P conserva los cardinales ≥ κ.
Sean {κn}n∈ω cardinalesM tales que κ ≤ κ0 < κ1 < · · · y sea κω el supremo de
los anteriores. Todos ellos son cardinalesM [G]. Si (existe xE)M [G] entonces

(xE)M [G] = {φ ∈ Form(LR) | Lκω
[x] � φ[κ1, . . . , κn]},

pero esto es absoluto para M−M [G], luego (xE)M [G] ∈ M y por 14.26 concluimos
que ((xE)M [G] es un conjunto de E.M. notable y bien fundado para x)M , luego
(existe xE)M y, de hecho, (xE)M = (xE)M [G].

Aśı pues, no es posible fabricar sostenidos mediante extensiones genéricas.
En particular, si un modelo transitivo numerable M cumple V = L entonces
en ninguna extensión genérica de M existen sostenidos. En la sección siguiente
entenderemos la importancia de este hecho.

14.4 El lema del cubrimiento

En esta sección mostraremos las consecuencias de un profundo teorema que
enunciamos sin demostración, pues la prueba es muy compleja y exige un análisis
minucioso de la estructura de la clase L de los conjuntos constructibles (ver [5]):
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Teorema 14.29 (Lema del cubrimiento de Jensen) Si no existe 0E enton-
ces para todo conjunto X ⊂ Ω no numerable existe un conjunto Y ∈ L tal que
X ⊂ Y y |X| = |Y |.

Es decir, si no existe 0E, entonces todo conjunto no numerable de ordinales
puede cubrirse por un conjunto constructible del mismo cardinal. El teorema
siguiente muestra que la no existencia de 0E implica que el universo V es muy
parecido a L.

Ejercicio: Demostrar el rećıproco del lema de Jensen. Ayuda: Considerar

X = {ωα | α < ω1}.

Si existe 0� entonces ℵω1 es regularL.

Teorema 14.30 Supongamos que no existe 0E. Entonces:

a) (HCS) Para todo cardinal singular κ tal que 2cf κ < κ se cumple κcf κ = κ+.

b) Si κ es un cardinal regularL, entonces |κ| ≤ ℵ1 ∨ cf κ = |κ|. En particular
κ no es un cardinal singular.

c) Si κ es un cardinal singular entonces (κ+)L = κ+.

Demostración: a) Sea κ un cardinal tal que 2cf κ < κ y sea A = [κ]cf κ, el
conjunto de los subconjuntos de κ de cardinal cf κ. Por el lema de Jensen, para
cada x ∈ A existe un y ∈ L tal que x ⊂ y ⊂ κ y |y| = ℵ1 cf κ.

Como hay a lo sumo |PLκ| = |(κ+)L| ≤ κ+ subconjuntos constructibles y
de κ y cada uno de ellos puede cubrir a lo sumo a (ℵ1 cf κ)cf κ = 2cf κ < κ
subconjuntos x de cardinal cf κ, concluimos que |A| ≤ κ+, o sea, κcf κ ≤ κ+. La
otra desigualdad se cumple siempre.

b) Si κ es un cardinal regularL y ℵ2 ≤ κ, sea X ⊂ κ no acotado tal que
|X| = cf κ. Por el lema de Jensen existe un conjunto Y ∈ L tal que X ⊂ Y ⊂ κ
y |Y | = ℵ1|X|. Como κ es regularL ha de ser |Y | = |κ|, y por consiguiente
|κ| = ℵ1 cf κ = cf κ (la alternativa es |κ| = ℵ1, en contra de la hipótesis).

c) Sea κ un cardinal singular y µ = (κ+)L. Si fuera µ �= κ+, entonces |µ| = κ
y, como κ es singular, cf µ ≤ cf κ < κ, es decir, cf µ < µ, luego por b) habŕıa de
ser µ ≤ ℵ1, lo cual es absurdo.

Hemos visto que si ZFC es consistente, también lo es

ZFC +
∧

α < ω 2ℵα = ℵα+2.

Sin embargo, ahora sabemos que no es posible probar que si ZFC es consis-
tente también lo es

ZFC +
∧

α ≤ ω 2ℵα = ℵα+2,

pues esto contradice la hipótesis de los cardinales singulares, de modo que tal
prueba nos daŕıa

�
ZFC

Consis ZFC → Consis ZFC + existe 0E,
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de donde

�
ZFC+existe 0�

Consis ZFC + existe 0E.

Por el teorema de incompletitud, esto implica que la existencia de 0E es
contradictoria y por consiguiente —dado nuestro argumento— también ZFC
seŕıa contradictorio.

En general, vemos que para demostrar la consistencia de ¬HCS necesitamos
suponer al menos la consistencia de que exista 0E. De hecho, puede probarse
que se necesita una hipótesis algo más fuerte que la existencia de un cardinal
medible.

Otra consecuencia es que la HCS se cumple necesariamente en toda extensión
genérica construida a partir de un modelo de ZFC + V=L (pues en caso contrario
0E existiŕıa en la extensión y, por el teorema 14.28, también en el modelo de
partida.

El apartado b) del teorema anterior nos previene de la dificultad de encontrar
una extensión genérica que conserve los cardinales pero no las cofinalidades.
Para que ello sea posible en el modelo base M debe existir 0E, pues si no existe
en M tampoco existirá en la extensión M [G], luego todo cardinal regular en M
es regular en LM = LM [G] y por b) es regular en M [G].

Veamos ahora una consecuencia de la propiedad c). En 6.27 hemos demos-
trado que si ZFC es consistente también lo es ZF + ℵ1 es singular. Ahora
veremos que no es posible demostrar que si ZFC es consistente también lo es
ZF + ℵ1 y ℵ2 son singulares. De hecho, por el mismo argumento que hemos
empleado con la HCS, basta probar el teorema siguiente:

Teorema 14.31 (ZF) Si ℵ1 y ℵ2 son singulares, entonces existe un modelo
transitivo M de ZFC en el que existe 0E.

Demostración: Observemos que ha de ser cf ℵ1 = cf ℵ2 = ℵ0, ya que la
cofinalidad es siempre un cardinal regular. Sea κ = ℵ1 y µ = (κ+)L ≤ ℵ2,
luego cf µ = ℵ0. Sean A ⊂ κ y B ⊂ µ subconjuntos no acotados en κ y µ,
respectivamente, de ordinal ω. Sea C = A × {0} ∪ B × {1}. Sea M = L[C]. Es
claro que C ⊂ L, luego C ∈ M , de donde se sigue a su vez que A, B ∈ M .

Como κ es un cardinal, también es un cardinalM y, como A ∈ M , se cumple
cfM κ = ℵ0. Igualmente cfM µ = ℵ0. Ahora bien, si κ < α < µ, entonces
|α|L = κ, luego |α|M = κ. Por consiguiente, si µ fuera un cardinalM , seŕıa
µ = (κ+)M , pero esto es imposible, pues M cumple ZFC y un cardinal sucesor
no puede ser singular. Aśı pues, µ no es un cardinalM y en particular µ < (κ+)M .

Aśı pues ((κ+)L < κ+)M , luego por el apartado c) del teorema anterior
(relativizado a M) concluimos que (existe 0E)M .
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14.5 Inmersiones elementales

Terminamos el caṕıtulo demostrando que la existencia de xE equivale a la
existencia de una inmersión elemental no trivial j : L[x] −→ L[x]. Una impli-
cación la tenemos probada ya (teorema 14.23). La implicación contraria tiene
interés —entre otros motivos— porque es el último paso de la prueba del lema
de Jensen.

Para empezar, observemos en general que si j : M −→ N es una inmersión
elemental no trivial entre modelos transitivos de ZFC y κ es el mı́nimo ordinal
no fijado, entonces κ es un cardinalM . Esto se prueba con el mismo argumento
empleado en 11.33. Al igual que alĺı, podemos definir

U = {X ∈ PMκ | κ ∈ j(X)},

y con los mismos argumentos podemos probar lo siguiente:

a) ∅ /∈ U , κ ∈ U ,

b)
∧

XY ∈ U X ∩ Y ∈ U ,

c)
∧

X ∈ U
∧

Y ∈ M(X ⊂ Y ⊂ κ → Y ∈ U),

d)
∧

X ∈ PMκ (X ∈ U ∨ κ \ X ∈ U),

El conjunto U no es exactamente un ultrafiltro en κ, pero podemos definir
la ultrapotencia Ult∗U (M) como el conjunto de clases de equivalencia reducidas1

de la clase {f ∈ M | f : κ −→ M} respecto de la relación

f =U g ↔ {α ∈ κ | f(α) = g(α)} ∈ U.

Definimos la relación de pertenencia R en Ult∗U (M) de la forma usual y
probamos el teorema 11.14 sin más cambio que la comprobación (siempre trivial)
de que los conjuntos involucrados están en M .

Tenemos aśı que Ult∗U (M) es un modelo de ZFC, pero el argumento de 11.16
para probar que está bien fundado no vale ahora, pues si {fn} ∈ Mκ∩M cumple
que

∧
n ∈ ω [fn+1]∗ R [fn], podemos asegurar que

Xn = {α ∈ κ | fn+1(α) ∈ fn(α)} ∈ U,

pero no tenemos la garant́ıa de que {Xn}n∈ω ∈ M , por lo que no podemos
concluir que

⋂
n∈ω

Xn ∈ U y, en particular, que la intersección sea no vaćıa.

No obstante tenemos otro argumento basado en la prueba del teorema 11.33.
Definimos k∗ : Ult∗U (M) −→ N mediante k∗([f ]∗) = j(f)(κ). Se comprueba
como en este teorema que k∗ es una inmersión elemental2 y que j∗U ◦ k∗ = j,
donde j∗U : M −→ Ult∗U (M) es la inmersión natural.

1Todo esto vale tanto si M es un conjunto como una clase propia, pero nos va a interesar
el segundo caso, aśı que hemos de tomar clases reducidas como en la definición 11.13.

2Hasta ahora nunca hemos trabajado con una inmersión natural de un modelo no transitivo
que es una clase propia en otro modelo, pero la definición es la obvia.
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Ahora es claro que la relación R en Ult∗U (M) es conjuntista y bien fundada.
Es conjuntista porque si [f ]∗ ∈ Ult∗U (M), la restricción de k∗ a

{x ∈ Ult∗U (M)} | x R [f ]∗} −→ k∗([f ]∗)

es inyectiva, luego la clase de la izquierda es un conjunto.

Similarmente, si existiera una sucesión {xn}n∈ω ∈ Ult∗U (M) de manera que∧
n ∈ ω xn+1 R xn, también tendŕıamos que

∧
n ∈ ω k∗(xn+1) ∈ k∗(xn), lo cual

es imposible.

Por consiguiente podemos colapsar la ultrapotencia, lo que nos da una clase
transitiva UltU (M) con la propiedad fundamental

φUltU (M)([f1], . . . , [fn]) ↔ {α < κ | φM (f1(α), . . . , fn(α))} ∈ U,

una inmersión elemental natural jU : M −→ UltU (M), y una inmersión elemen-
tal k : UltU (M) −→ N dada por k([f ]) = j(f)(κ) tal que jU ◦ k = j.

El mismo argumento del teorema 11.22 prueba que
∧

α < κ jU (α) = α.
Por otra parte, si d es la identidad en κ, se comprueban inmediatamente las
desigualdades κ ≤ [d] < jU (κ). Por consiguiente, κ es también el menor ordinal
fijado por jU .

Con estas herramientas podemos probar lo siguiente:

Teorema 14.32 Sea x ⊂ Vω y supongamos que existe una inmersión elemental
no trivial j : L[x] −→ L[x]. Entonces existe otra con la propiedad adicional de
que el mı́nimo ordinal no fijado κ es el mismo y si µ es un cardinal ĺımite tal
que cf µ > κ entonces j(µ) = µ.

Demostración: Sea U según la discusión anterior y consideremos la in-
mersión natural jU : L[x] −→ UltU (L[x]). Toda inmersión elemental j fija a los
números naturales y a ω. Como el rango de x es a lo sumo ω, el teorema 11.20
nos da que j(x) = x. Como L[x] cumple V = L[x], la ultrapotencia UltU (L[x])
ha de cumplir V = L[j(x)] = L[x], luego ha de ser UltU (L[x]) = L[x]. Aśı pues,
jU : L[x] −→ L[x]. Vamos a probar que jU cumple el teorema.

Ya hemos visto que κ es el menor ordinal no fijado por jU . El mismo argu-
mento del teorema 11.23 j) nos da que

jU (µ) =
⋃

α<µ
jU (α),

pero si α < µ y a ∈ jU (α), entonces a = [f ] para cierta f que podemos suponer
f : κ −→ α (y además f ∈ L[x]). Por lo tanto ha de ser

|jU (α)| ≤ |(κα)L[x]| < µ,

pues L[x] cumple la HCG. De aqúı se sigue que jU (α) < µ, luego jU (µ) ≤ µ, y
la otra desigualdad es obvia.
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Teorema 14.33 (Kunen) Si x ⊂ Vω, la existencia de xE equivale a la existen-
cia de una inmersión elemental no trivial j : L[x] −→ L[x].

Demostración: Según comentábamos al principio de la sección, una im-
plicación es clara por el teorema 14.23. Para probar la contraria, en virtud del
teorema anterior podemos partir de una inmersión elemental j : L[x] −→ L[x]
con la propiedad adicional de que si κ es el menor ordinal no fijado y µ es un
cardinal ĺımite tal que cf µ > κ, entonces j(µ) = µ.

Para cada ordinal β, definimos inductivamente los conjuntos siguientes:

K0(β) = {µ < β | µ es un cardinal ĺımite con cf µ > κ},
Kα+1(β) = {µ ∈ Kα(β) | |Kα(β) ∩ µ| = µ},

Kλ(β) =
⋂

δ<λ

Kδ(β).

La cota β la hemos introducido únicamente para que en la recursión no
aparezcan clases propias, pero la podemos suprimir definiendo Kα =

⋃
β∈Ω

Kα(β).
Se comprueba inmediatamente que

K0 = {µ <∈ Ω | µ es un cardinal ĺımite con cf µ > κ},
Kα+1 = {µ ∈ Kα | |Kα ∩ µ| = µ},

Kλ =
⋂

δ<λ

Kδ.

Probamos ahora por inducción que cada Kα es una clase propia y que si λ
es un ordinal ĺımite con cf λ > κ y {µδ}δ<λ es una sucesión creciente en Kα

entonces
⋃

δ<λ

µδ ∈ Kα.

Ciertamente K0 es una clase propia, pues para todo ordinal δ es claro que
ℵδ+κ+ ∈ K0 y es mayor que δ.

Si cf λ > κ y {µδ}δ<λ es una sucesión creciente en K0 entonces µ =
⋃

δ<λ

µδ es

claramente un cardinal ĺımite y, como {µδ}δ<λ es una sucesión cofinal creciente
en µ, ha de ser κ ≤ cf λ ≤ cf µ, luego µ ∈ K0.

Si Kα cumple estas propiedades, sea β un ordinal y sea µ0 ∈ Kα tal que
µ0 ≥ β. Definidos {µδ}δ<γ tomamos µγ ∈ Kα mayor que todos los anteriores
y de modo que |Kα ∩ µγ | > µδ para todo δ < γ. Sea µ =

⋃
δ<κ+

µδ ∈ Kα. Aśı

µ ≥ |Kα∩µ| ≥ |Kα∩µδ+1| > µδ, para todo δ < κ+, luego ha de ser |Kα∩µ| = µ
y por lo tanto µ ∈ Kα+1. Esto prueba que Kα+1 no está acotado en Ω, luego
es una clase propia.

Supongamos que {µδ}δ<λ es una sucesión creciente en Kα+1 con cf λ > κ
y sea µ =

⋃
δ<λ

µδ. Por la hipótesis de inducción µ ∈ Kα. Además se cumple

que |Kα ∩ µ| ≥ |Kα ∩ µδ| = µδ, para todo δ < λ, luego |Kα ∩ µ| = µ y por
consiguiente µ ∈ Kα+1.

Supongamos ahora la hipótesis de inducción para todo δ < λ. Sea ν ∈ K0

tal que ν > λ y sea α un ordinal arbitrario. La aplicación ν × λ −→ ν dada por
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(β, δ) �→ λ · β + δ es biyectiva. Es fácil construir una sucesión creciente {µδ}δ<ν

tal que α < µ0 y µλ·β+δ ∈ Kδ. Sea µ =
⋃

δ<ν

µδ.

Para cada δ < λ se cumple que µ =
⋃

β<ν

µλ·β+δ y, como cf µ ≥ cf ν > κ,

tenemos por hipótesis de inducción que µ ∈ Kδ para todo δ < λ, luego µ ∈ Kλ

y µ ≥ α. Aśı pues, Kλ es una clase propia. La segunda propiedad es obvia.

En lo sucesivo µ será un elemento fijo de Kω1 . Notemos que, como µ ∈ K0,
se cumple j(µ) = µ. Veamos que j|Lµ[x] : Lµ[x] −→ Lµ[x] es una inmersión
elemental.

Ante todo, si a ∈ Lµ[x], tenemos que (a ∈ Lµ[x])L[x] y, como j es elemental,
(j(a) ∈ Lj(µ)[j(x)])L[x], es decir, j(a) ∈ Lµ[x], luego ciertamente se cumple que
j|Lµ[x] : Lµ[x] −→ Lµ[x].

Sea φ ∈ Form(LR) y s ∈ Lµ[x]n. Si Lµ[x] � φ[s], entonces (Lµ[x] � φ[s])L[x],
luego (Lj(µ)[j(x)] � j(φ)[j(s)])L[x], luego Lj(µ)[j(x)] � j(φ)[j(s)].

Sabemos que j(x) = x, j(µ) = µ y, suponiendo que los signos de LR tie-
nen rango finito, también j(φ) = φ. Además, si s = (a1, . . . , an), entonces
j(s) = (j(a1), . . . , j(an)). En definitiva, hemos probado que si a1, . . . , an ∈ Lµ[x]
entonces

Lµ[x] � φ[a1, . . . , an] → Lµ[x] � φ[j(a1), . . . , j(an)].

Llamaremos i = j|Lµ[x]. Acabamos de probar que i : Lµ[x] −→ Lµ[x] es una
inmersión elemental.

Para cada α < ω1 sea Xα = Kα∩µ. Como µ ∈ Kα+1 se cumple que |Xα| = µ.
Sea Mα = N(κ ∪ Xα) ≺ Lµ[x] y sea πα : Mα −→ Nα la función colapsante.
Transportando a través de πα la interpretación del relator R, tenemos que Nα

es un modelo transitivo de LR elementalmente equivalente a Lµ[x], luego por
el teorema 13.27 ha de ser Nα = Lλ[x], para un cierto ordinal λ. Una simple
inducción prueba que para todo δ ∈ Mα se cumple πα(δ) ≤ δ, luego ha de ser
λ ≤ µ (todo ordinal en Lλ[x] ha de ser menor que µ), pero por otra parte

µ = |Xα| ≤ |Mα| = |Nα| = |Lλ[x]| = |λ|,

de modo que λ = µ. Aśı pues, Nα = Lµ[x] y llamando iα = π−1
α tenemos una

inmersión elemental iα : Lµ[x] −→ Lµ[x]. Como κ ⊂ Mα, se cumple que πα|κ
es la identidad, luego iα|κ también es la identidad. Definimos κα = iα(κ).

Hemos de probar que {κα | α < ω1} es un conjunto de indiscernibles para
Lµ[x]. De momento demostramos lo siguiente:

a) Si α < ω1, entonces κα es el menor ordinal mayor que κ en Mα.

b) Si α < β < ω1 y a ∈ Mβ , entonces iα(a) = a. En particular iα(κβ) = κβ .

c) Si α < β < ω1, entonces κα < κβ .

En efecto:

a) κ ≤ iα(κ) = κα ∈ Mα. Veamos que κ /∈ Mα y aśı κ < κα.
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Si a ∈ Mα, entonces a = Lµ[x](t)[β1, . . . , βn], para cierto término de Skolem
t y ciertos ordinales β1, . . . , βn ∈ κ∪Xα. Ahora bien, j fija a todos los ordinales
menores que κ y a todos los de X0, luego a los de Xα, de modo que j(βi) = βi,
para todo i, con lo que j(a) = a. Como j(κ) �= κ, no puede ser κ ∈ Mα.

Si existiera un β ∈ Mα tal que κ < β < κα = iα(κ), entonces πα(β) < κ, de
donde β = iα(πα(β)) = πα(β) < κ, contradicción. (Hemos usado que iα|κ es la
identidad).

b) Si a ∈ Mβ , entonces a = Lµ[x](t)[β1, . . . , βn], para cierto término de
Skolem t y ciertos ordinales β1, . . . , βn ∈ κ ∪ Xβ . Si βi ∈ Xβ ⊂ Kβ ⊂ Kα+1,
entonces |Kα ∩ βi| = βi, luego |Xα ∩ βi| = βi y, como

πα|Xα∩βi : Xα ∩ βi −→ πα(βi)

es inyectiva, tenemos que |πα(βi)| ≥ βi. Por otra parte es claro que πα(βi) ≤ βi,
luego πα(βi) = βi, y también iα(βi) = βi. Si βi ∈ κ sabemos que también
i(βi) = βi. Por consiguiente iα(a) = a.

c) Tenemos que Kβ ⊂ Kα, luego µ ∩ Kβ ⊂ µ ∩ Kα, luego κ ∪ Xβ ⊂ κ ∪ Xα,
luego Mβ ⊂ Mα y, por a), κα ≤ κβ .

Como κ < κα, también κα = iα(κ) < iα(κα), mientras que por b) se cumple
que iα(κβ) = κβ . Aśı pues, κα �= κβ .

Definimos ahora, para α < β < ω1, los modelos Mαβ = N(κα∪Xβ) ≺ Lµ[x].
Igual que con los Mα, probamos que el colapso de Mαβ es Lµ[x]. Sea παβ la
función colapsante y sea iαβ su inversa, de modo que iαβ : Lµ[x] −→ Lµ[x] es
una inmersión elemental. También es claro que παβ |κα

= iαβ |κα
es la identidad

en κα. Probemos:

d) Si α < β < ω1 y γ < α o β < γ < ω1, entonces iαβ(κγ) = κγ .

e) Si α < β < ω1, entonces iαβ(κα) = κβ .

En efecto:

d) Si γ < α entonces κγ < κα, luego sabemos que iαβ(κγ) = κγ .
Si a ∈ Mβ+1, entonces a = Lµ[x](t)[δ1, . . . , δn], para un cierto término de

Skolem t y ciertos ordinales δ1, . . . , δn ∈ κ ∪ Xβ+1. Si δi ∈ Xβ+1 ⊂ Kβ+1,
entonces |Kβ ∩ δi| = |Xβ ∩ δi| = δi y παβ |Xβ∩δi : Xβ ∩ δi −→ παβ(δi) es
inyectiva, luego |παβ(δi)| ≥ δi. Por lo tanto παβ(δi) = δi e iαβ(δi) = δi. Lo
mismo ocurre si δi ∈ κ < κα, luego iαβ(a) = a.

Por consiguiente, si β < γ < ω1, tenemos que κγ ∈ Mγ ⊂ Mβ+1, luego
iαβ(κγ) = κγ .

e) Claramente κα ≤ iαβ(κα). Si κβ < iαβ(κα), entonces παβ(κβ) < κα (esto
es correcto, pues κβ ∈ Mβ ⊂ Mαβ). Aśı, κβ = iαβ(παβ(κβ)) = παβ(κβ) < κα,
contradicción. Por consiguiente κα ≤ iαβ(κα) ≤ κβ . Sea δ = iαβ(κα) ∈ Mαβ .

Si fuera κα ≤ δ < κβ , tendŕıamos δ = Lµ[x](t)[ε1, . . . , εm, η1, . . . , ηn], donde
t es un término de Skolem, ε1, . . . , εm < κα y η1, . . . , ηn ∈ Xβ . Entonces

Lµ[x] �
∨

x1 · · ·xm ∈ [κα] [κα] ≤ t(x1, . . . , xm, [η1], . . . , [ηn]) < [κβ ].
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Puesto que κα = iα(κ), κβ = iα(κβ) y ηi = iα(ηi) para todo i, tenemos
también que

Lµ[x] �
∨

x1 · · ·xm ∈ [κ] [κ] ≤ t(x1, . . . , xm, [η1], . . . , [ηn]) < [κβ ].

Tomemos ε1, . . . , εm < κ tales que γ = Lµ[x](t)[ε1, . . . , εm, η1, . . . , ηn] cumpla
κ ≤ γ < κβ . Entonces γ ∈ Mβ , y en la prueba de a) hemos visto que κ /∈ Mβ ,
luego de hecho κ < γ < κβ , en contradicción con a).

Ahora ya es fácil probar que {κα | α < ω1} es un conjunto (no numerable)
de indiscernibles para Lµ[x]. Sea φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(LR) y α1 < · · · < αn,
β1 < · · · < βn ordinales en ω1. Tomemos γ1 < · · · < γn < ω1 de manera que
αn, βn < ω1. Aplicando la inmersión iαnγn obtenemos:

Lµ[x] � φ[κα1 , . . . , καn−1 , καn
] ↔ Lµ[x] � φ[κα1 , . . . , καn−1 , κγn

].

Aplicando sucesivamente iαn−1 γn−1 , etc. llegamos a

Lµ[x] � φ[κα1 , . . . , καn
] ↔ Lµ[x] � φ[κγ1 , . . . , κγn

].

Similarmente,

Lµ[x] � φ[κβ1 , . . . , κβn
] ↔ Lµ[x] � φ[κγ1 , . . . , κγn

],

luego
Lµ[x] � φ[κα1 , . . . , καn ] ↔ Lµ[x] � φ[κβ1 , . . . , κβn ].

Por el teorema 14.17 existe xE.

Según 13.21, si κ es un cardinal débilmente compacto y κ < α < κ+ existe
una inmersión elemental no trivial j : Lα −→ Lβ para cierto β. Es fácil ver
que la prueba vale igualmente para Lα[x], con x ⊂ Vω. Como los cardinales
débilmente compactos son consistentes con el axioma de constructibilidad y
los sostenidos no, concluimos que la existencia de una inmersión elemental no
trivial j : Lα[x] −→ Lβ [x] no implica la existencia de xE. No ocurre lo mismo si
añadimos una condición:

Teorema 14.34 Sea x ⊂ Vω y sea j : Lα[x] −→ Lβ [x] una inmersión elemental
no trivial. Supongamos que el mı́nimo ordinal no fijado κ cumple κ < |α|.
Entonces existe xE.

Demostración: Notemos que si X ∈ PL[x]κ, entonces

X ∈ PL[x]Lκ[x] ⊂ Lκ+ [x] ⊂ Lα[x]

por 13.18. En particular está definido j(X), luego podemos definir

U = {X ∈ PL[x]κ | κ ∈ j(X)}.

Este conjunto U cumple (para M = L[x]) las propiedades a) – d) enumeradas
en la página 367, las cuales bastan para construir la ultrapotencia Ult∗U (L[x]) y
la inmersión elemental (no trivial) j∗U : L[x] −→ Ult∗U (L[x]).



14.5. Inmersiones elementales 373

El teorema quedará probado si demostramos que la relación de pertenen-
cia R en la ultrapotencia es conjuntista y bien fundada, pues entonces po-
dremos colapsarla a una clase transitiva UltU (L[x]) que necesariamente ha de
ser UltU (L[x]) = L[x], por lo que tendremos la inmersión natural no trivial
jU : L[x] −→ L[x] y podremos aplicar el teorema anterior.

La prueba de 11.15 vale igualmente en el contexto actual, por lo que la
relación de pertenencia en Ult∗U (L[x]) es conjuntista. Supongamos ahora que
existe una sucesión {fn}n∈ω tal que

∧
n ∈ ω [fn+1]∗ R [fn]∗. Esto significa que

{δ < κ | fn+1(δ) ∈ fn(δ)} ∈ U

para todo n ∈ ω. Sea λ un ordinal ĺımite tal que
∧

n ∈ ω fn ∈ Lλ[x]. Sea
M = N(κ + 1 ∪ {fn | n ∈ ω}) ≺ Lλ[x]. El colapso transitivo de M ha de ser
de la forma Lη[x]. Sea π : M −→ Lη[x] la función colapsante. Observemos que
|η| = |Lη[x]| = |M | = |κ| ≤ κ < |α|, luego η < α.

Sea gn = π(fn). Claramente
∧

δ ≤ κ π(δ) = δ. Como fn es una función de
dominio κ, lo mismo se cumple en Lλ[x] y en M , luego gn : κ −→ V . (Aqúı
usamos que π(κ) = κ.)

Si α < κ, se cumple que fn+1(δ) ∈ fn(δ) si y sólo si esto se cumple en Lλ[x],
si y sólo si se cumple en M , si y sólo si gn+1(δ) ∈ gn(δ) se cumple en Lη[x] si y
sólo si esto se cumple (en V ). Por consiguiente

Xn = {δ < κ | gn+1(δ) ∈ gn(δ)} ∈ U

para todo n ∈ ω. La diferencia es que ahora sabemos que gn ∈ Lη[x] ⊂ Lα[x],
luego está definido j(gn). El hecho de que Xn ∈ U se traduce en que

κ ∈ j(Xn) = {δ < j(κ) | j(gn+1)(δ) ∈ j(gn)(δ)},

de modo que
∧

n ∈ ω j(gn+1)(κ) ∈ j(gn)(κ), lo cual es absurdo.

Ejercicio: Probar el rećıproco del teorema anterior.





Caṕıtulo XV

Más sobre cardinales
medibles

En los últimos caṕıtulos hemos estudiado indirectamente los cardinales medi-
bles a través del estudio de cardinales más débiles. Ahora volvemos a ocuparnos
directamente de estos cardinales. En las dos primeras secciones desarrollamos
una teoŕıa de ultrapotencias más potente que la que hemos manejado hasta
ahora. Con ella probaremos que si κ es un cardinal medible y U es una medida
en κ, entonces κ sigue siendo un cardinal medible en L[U ]. En otras palabras,
demostraremos que la existencia de un cardinal medible es consistente con un
axioma de constructibilidad relativa V = L[U ]. Este modelo L[U ] satisface, por
una parte, ciertas propiedades de unicidad que pueden tenerse por indicios de la
consistencia de los cardinales medibles y, por otra parte, veremos que cumplen
la hipótesis del continuo generalizada, con lo que tendremos la consistencia de la
existencia de cardinales medibles con la determinación más simple de la función
del continuo. Esto es el punto de partida para explorar —mediante extensiones
genéricas— otras posibilidades. En las dos últimas secciones estudiaremos más
a fondo la relación entre los cardinales medibles y los cardinales R-medibles que
introdujimos en el caṕıtulo X.

15.1 Producto de medidas

En esta sección estudiamos un producto de medidas que nos hará falta en
la sección siguiente para desarrollar la teoŕıa de ultrapotencias iteradas. El
producto que vamos a definir no es más que el usual en teoŕıa de la medida
reformulado en términos de ultrafiltros.

Recordemos que si κ es un cardinal medible y hemos fijado una medida U
en κ, diremos que una propiedad φ(α) se cumple “para casi todo α” si

{α < κ | φ(α)} ∈ U.

Lo abreviaremos por
∧∗

α φ(α).
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Definición 15.1 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Sea n ∈ ω,
n > 0. Si X ⊂ nκ y α < κ, llamamos

Xα = {(α1, . . . , αn−1) ∈ n−1κ | (α, α1, . . . , αn−1) ∈ X}.

Para cada n ≥ 1 definimos los conjuntos Un ⊂ P(nκ) mediante

U1 = U, Un+1 = {X ∈ P(n+1κ) |
∧∗

α Xα ∈ Un}.

Teorema 15.2 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ.

a) Para cada n ≥ 1, se cumple que Un es un ultrafiltro κ-completo no prin-
cipal en nκ.

b) Si Z1, . . . , Zn ∈ U , entonces Z1 × · · · × Zn ∈ Un.

c) Un conjunto C ∈ Un+1 si y sólo si{
(α0, . . . , αn−1) ∈ nκ

∣∣ {β < κ | (α0, . . . , αn−1, β) ∈ C} ∈ U
}

∈ Un.

Demostración: a) Para n = 1 es obvio. Supongámoslo cierto para n. Si
α < κ, entonces (n+1κ)α = nκ ∈ Un, luego

∧
α (n+1κ)α ∈ Un, lo que implica

que n+1κ ∈ Un+1. Similarmente, ∅α = ∅, de donde se sigue que ∅ /∈ Un+1.
Si X ∈ Un+1 y X ⊂ Y ⊂ n+1κ, entonces

∧∗
α Xα ∈ Un y

∧
α Xα ⊂ Yα,

luego
∧∗

α Yα ∈ Un, lo que implica que Y ∈ Un+1.
Sea {Xα}α<µ una familia de µ < κ elementos de Un+1. Entonces tenemos

que
∧

α < µ
∧∗

β (Xα)β ∈ Un y, como la intersección de los µ elementos de
U donde esto ocurre sigue estando en U , de hecho

∧∗
β
∧

α < µ (Xα)β ∈ Un,

luego
∧∗

β
⋂

α<µ
(Xα)β ∈ Un, pero esto equivale a

∧∗
β
( ⋂

α<µ
Xα

)
β

∈ Un, luego⋂
α<µ

Xα ∈ Un+1.

Con esto tenemos que Un+1 es un ultrafiltro κ-completo en n+1κ.

SI X ⊂ n+1κ, o bien
∧∗

α Xα ∈ Un o bien
∧∗

α Xα /∈ Un, luego
∧∗

α Xα ∈ Un

o bien
∧∗

α nκ \ Xα ∈ Un, lo cual equivale a que X ∈ Un+1 o n+1κ \ X ∈ Un+1.
Aśı pues, Un+1 es un ultrafiltro.

Si {(α0, . . . , αn)} ∈ Un+1, entonces
∧∗

α {(α0, . . . , αn)}α ∈ Un, pero clara-
mente {(α0, . . . , αn)}α ⊂ {α0}, luego tendŕıamos que {α0} ∈ Un y aśı Un seŕıa
principal. Por consiguiente Un+1 no es principal.

b) Observemos que

(Z1 × · · · × Zn+1)α =
{

Z2 × · · · × Zn+1 si α ∈ Z1,
∅ si α /∈ Z1.

Aśı, si suponemos —por hipótesis de inducción— que Z2 × · · ·×Zn+1 ∈ Un,
entonces

{α < κ | (Z1 × · · · × Zn+1)α ∈ Un} = Z1 ∈ U,
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luego
∧∗

α (Z1 × · · · × Zn+1)α ∈ Un y, por lo tanto, Z1 × · · · × Zn+1 ∈ Un+1.

c) Por inducción. Si n = 1 tenemos que

C ∈ U2 ↔
∧∗

α Cα ∈ U ↔
∧∗

αβ β ∈ Cα ↔
∧∗

αβ (α, β) ∈ C

↔
∧∗

α {β < κ | (α, β) ∈ C} ∈ U ↔
{
α < κ

∣∣ {β < κ | (α, β) ∈ C} ∈ U
}

∈ U.

Si vale para n, tenemos que C ∈ Un+2 ↔
∧∗

α0 Cα0 ∈ Un+1 ↔∧∗
α0

{
(α1, . . . , αn) ∈ nκ

∣∣ {β < κ | (α1, . . . , αn, β) ∈ Cα0} ∈ U
}

∈ Un

↔
∧∗

α0

{
(α1, . . . , αn) ∈ nκ

∣∣ {β < κ | (α0, α1, . . . , αn, β) ∈ C} ∈ U
}

∈ Un ↔∧∗
α0

{
(α0, α1, . . . , αn) ∈ nκ

∣∣ {β < κ | (α0, α1, . . . , αn, β) ∈ C} ∈ U
}

α0
∈ Un

↔
{
(α0, α1, . . . , αn) ∈ nκ

∣∣ {β < κ | (α0, α1, . . . , αn, β) ∈ C} ∈ U
}

∈ Un+1.

De este modo tenemos que una medida U en un cardinal κ define de forma
natural medidas Un en los productos nκ sin más que establecer que un conjunto
tiene medida 1 si y sólo si casi todas sus secciones tienen medida 1. Ahora
hemos de trasladar estas medidas producto al caso en que el conjunto de ı́ndices
es un conjunto arbitrario de ordinales, no necesariamente un número natural.

Definición 15.3 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Sea E un
conjunto finito (no vaćıo) de ordinales. Sea n = |E| y sea π : E −→ n la
semejanza. Sea π̄ : nκ −→ κE la biyección natural inducida por π mediante
π̄(f) = π ◦ f . Sea

UE = {π̄[X] | X ∈ Un}.

En definitiva, UE es la medida correspondiente a Un en κE a través de la
identificación entre κE y nκ resultante de hacer corresponder los ı́ndices de E
y n en orden creciente.

Si |E| > 1 y α es su mı́nimo elemento, definimos E′ = E \ {α} y para cada
X ⊂ κE y cada β < κ definimos

Xβ = {t|E′ | t ∈ X ∧ t(α) = β}.

El teorema siguiente es la traducción obvia del teorema anterior a conjuntos
de ı́ndices arbitrarios:

Teorema 15.4 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Sea E un
conjunto de ordinales finito no vaćıo. Entonces

a) UE es un ultrafiltro κ-completo no principal en κE.

b) Si |E| = 1 entonces UE se corresponde con U a través de la identificación
obvia entre κE y κ.
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c) Si |E| > 1, β es el mı́nimo de E y E′ = E \ {β}, entonces

X ∈ UE ↔
∧∗

α Xα ∈ UE′ .

d) Si |E| > 1, β es el máximo de E y E′ = E \ {β}, entonces

C ∈ UE ↔
{
t ∈ κE′ ∣∣ {α < κ | tFα ∈ C} ∈ U

}
∈ UE′ ,

donde tFα representa la aplicación que resulta de extender t asignándole
a β el valor α.

Existe una relación sencilla entre las medidas que acabamos de definir:

Definición 15.5 Sean E ⊂ F conjuntos de ordinales no vaćıos y sea κ un
cardinal. Definimos iEF : P(κE) −→ P(κF ) mediante

iEF (X) = {t ∈ κF | t|E ∈ X}.

Teorema 15.6 Sea κ un cardinal medible, U una medida en κ y E ⊂ F con-
juntos de ordinales finitos no vaćıos. Sea X ⊂ κE. Entonces

X ∈ UE ↔ iEF (X) ∈ UF .

Demostración: Veamos primero el caso en que E = {a}, donde a es el
mı́nimo de F . Sea F ′ = F \ {a}. Podemos suponer que F ′ �= ∅, pues en otro
caso E = F y el resultado es trivial. Sea X̄ = {f(a) | f ∈ X} ⊂ κ (es el
conjunto que se corresponde con X en la identificación entre κE y κ). Por el
teorema anterior tenemos que iEF (X) ∈ UF ↔

∧∗
α iEF (X)α ∈ UF ′ . Ahora

bien,

iEF (X)α = {t|F ′ | t ∈ iEF (X) ∧ t(a) = α} = {t|F ′ | t(a) ∈ X̄ ∧ t(a) = α}

= {t|F ′ | α ∈ X̄} =
{

κF ′
si α ∈ X̄,

∅ si α /∈ X̄.

Por lo tanto iEF (X) ∈ UF ↔ X̄ ∈ U ↔ X ∈ UE .

Ahora veamos el teorema por inducción sobre |F |. Si E = F el resultado
es obvio. Supongamos |E| < |F |. Sea a el mı́nimo de F y sea F ′ = F \ {a}.
Supongamos que a ∈ E. Si E = {a} estamos en el caso anterior. En caso
contrario E′ = E \ {a} �= ∅.

Es fácil ver que iEF (X)α = iE′F ′(Xα). Por consiguiente

iEF (X) ∈ UF ↔
∧∗

α iEF (X)α ∈ UF ′ ↔
∧∗

α iE′F ′(Xα) ∈ UF ′ ↔

[por hip. de ind.]
∧∗

α Xα ∈ UE′ ↔ X ∈ UE .

Finalmente, supongamos que a /∈ E. Entonces iEF (X)α = iEF ′(X) y

iEF (X) ∈ UF ↔
∧∗

α iEF (X)α ∈ UF ′ ↔
∧∗

α iEF ′(X) ∈ UF ′ ↔

[por hip. de ind.]
∧∗

α X ∈ UE ↔ X ∈ UE .
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Queremos definir productos infinitos de la medida U , es decir, medidas sobre
subconjuntos de ακ, pero no es posible definirlas sobre todos los subconjuntos
de ακ, sino únicamente sobre un álgebra que definimos a continuación:

Definición 15.7 Sea κ un cardinal y α un ordinal. Un conjunto Z ⊂ ακ tiene
soporte finito si existe un E ⊂ α finito y un X ⊂ κE de modo que Z = iEα. En
tal caso diremos que E es un soporte de Z.

Claramente, si Z = iEα(X) y E ⊂ F son finitos, entonces Z = iFα(iEα(X)),
con lo que F también es un soporte de Z.

Se cumple además que si iEα(X) = iEα(Y ) entonces X = Y .

Llamaremos Bα al conjunto de todos los subconjuntos de ακ con soporte
finito.

La prueba del teorema siguiente no presenta ninguna dificultad:

Teorema 15.8 Sea κ un cardinal y α un ordinal. Entonces:

a) Si E ⊂ α entonces ∅ = iEα(∅) y ακ = IEα(κE), luego ∅, ακ ∈ Bα.

b) Si X, Y ∈ Bα existen E ⊂ α finito y A, B ⊂ κE tales que X = iEα(A),
Y = iEα(B).

c) iEα(X) ∩ iEα(Y ) = iEα(X ∩ Y ), iEα(X) ∪ iEα(Y ) = iEα(X ∪ Y ),

iEα(X) \ iEα(Y ) = iEα(X \ Y ).

d) Bα es un álgebra de subconjuntos de ακ.

Definición 15.9 Sea κ un cardinal medible, U una medida en κ y α un ordinal.
Definimos Uα ⊂ Bα como sigue: Si Z ∈ Bα, Z = iEα(X), con E ⊂ α finito y
X ⊂ κE , entonces

Z ∈ Uα ↔ X ∈ UE .

Para que esta definición sea aceptable hemos de probar que no depende de la
elección del soporte E, es decir, suponemos que Z = iEα(X) = iFα(Y ) y hemos
de comprobar que X ∈ UE ↔ Y ∈ UF . Ahora bien:

X ∈ UE ↔ iE E∪F (X) ∈ UE∪F , Y ∈ UF ↔ iF E∪F (Y ) ∈ UE∪F ,

luego basta probar que iE E∪F (X) = iF E∪F (Y ). En efecto, si f ∈ κE∪F y
g ∈ ακ es cualquier extensión de f , se cumple

f ∈ iE E∪F (X) ↔ f |E ∈ X ↔ g ∈ Z ↔ g|F ∈ Y ↔ f |F ∈ Y ↔ f ∈ iF E∪F (Y ).

Esta “medida” en ακ no es realmente una medida en el sentido que esta-
mos dándole nosotros al término. No ya sólo porque no está definida en toda
el álgebra Pακ, sino porque no es ni siquiera σ-aditiva. No obstante, es un
ultrafiltro, y esto bastará para nuestros fines:
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Teorema 15.10 Si κ es un cardinal medible, U es una medida en κ y α es un
ordinal, entonces Uα es un ultrafiltro en Bα.

Demostración: ακ = iEα(κE) y κE ∈ UE , luego ακ ∈ Uα. Igualmente,
∅ = iEα(∅) y ∅ /∈ UE , luego ∅ /∈ Uα.

Si iEα(X), iEα(Y ) ∈ Uα, entonces X, Y ∈ UE , luego X ∩ Y ∈ UE , luego
iEα(X) ∩ iEα(Y ) = iEα(X ∩ Y ) ∈ Uα.

Si iEα(X) ∈ Uα, iEα(X) ⊂ iEα(Y ), entonces X ∈ UE y X ⊂ Y , luego
Y ∈ UE y también iEα(Y ) ∈ Uα.

Dado iEα(X) ∈ Bα, o bien X ∈ UE o bien κE \X ∈ UE , luego iEα(X) ∈ Uα

o bien ακ \ iEα(X) = iEα(κE \ X) ∈ Uα.

15.2 Ultrapotencias iteradas

Queremos definir ultrapotencias de V respecto de los filtros Uα que acabamos
de definir, pero, como no son σ-completos, para garantizar que las ultrapoten-
cias estén bien fundadas necesitamos introducir una condición de finitud en sus
elementos acorde con la condición de finitud que cumplen los elementos de Uα.

Definición 15.11 Sea κ un cardinal medible y α un ordinal. Diremos que una
función f ∈ V

ακ tiene soporte finito E ⊂ α si existe una función g ∈ V κE

tal
que

∧
t ∈ ακ f(t) = g(t|E).

Es fácil ver que si E es un soporte de f y E ⊂ F ⊂ α (con F finito) entonces
F es también un soporte de f .

Sea Pα la clase de las funciones de V
ακ con soporte finito. Es claro que si

f , g ∈ Pα tienen soporte E (y notemos que dos funciones siempre tienen un
soporte común) entonces los conjuntos

{t ∈ ακ | f(t) = g(t)} y {t ∈ ακ | f(t) ∈ g(t)}

también tienen soporte E, luego están en el álgebra Bα. Definimos en Pα la
relación de equivalencia

f =α g ↔ {t ∈ ακ | f(t) = g(t)} ∈ Uα,

y definimos Ult∗Uα
(V ) como la clase formada por las clases de equivalencia

restringidas (formadas por elementos de rango mı́nimo), como es usual. En
Ult∗Uα

(V ) definimos la relación

[f ]∗α Rα [g]∗α ↔ {t ∈ ακ | f(t) ∈ g(t)} ∈ Uα.

Aśı mismo definimos j∗α : V −→ Ult∗Uα
(V ) mediante j∗α(a) = [ca]∗α. Es claro

que la función constante ca tiene soporte finito.
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La prueba del teorema 11.14 se adapta fácilmente a este contexto. Únicamen-
te hay que añadir la comprobación de que los conjuntos y funciones que aparecen
tienen soporte finito. Por ejemplo, si φ es una fórmula y t es un término, es
claro que un soporte finito común de f1, . . . , fn es también un soporte finito del
conjunto

{t ∈ ακ | φV (f1(t), . . . , fn(t))}
y de la función

g(t) = tV (f1(t), . . . , fn(t)).

El único punto de la prueba que requiere una comprobación adicional es la
equivalencia entre (11.3) y (11.4). En nuestro contexto seŕıan∨

f ∈ Pα{t ∈ ακ | αV (f(t), f1(t), . . . , fn(t))} ∈ Uα. (15.1)

y
{t ∈ ακ |

∨
x ∈ V αV (x, f1(t), . . . , fn(t))} ∈ Uα. (15.2)

Por las observaciones anteriores ya sabemos que todos los conjuntos invo-
lucrados tienen soporte finito. La única cuestión es que en la prueba de que
(11.4) implica (11.3) se construye una función f , y ahora hemos de compro-
bar que tiene soporte finito. Ahora bien, si E es un soporte finito común de
f1, . . . , fn y del conjunto de (15.2), entonces existen funciones gi ∈ κE de modo
que fi(t) = gi(t|E), aśı como un conjunto A ∈ UE tal que∨

x ∈ V αV (x, g1(t|E), . . . , gn(t|E)) ↔ t|E ∈ A.

Para cada t ∈ A definimos g(t) de modo que αV (g(t), g1(t), . . . , gn(t)) y
tomamos g(t) = ∅ si t /∈ A. Aśı, si f ∈ V

ακ viene dada por f(t) = g(t|E),
resulta que f tiene soporte E y el conjunto

{t ∈ ακ | αV (f(t), f1(t), . . . , fn(t))}

contiene a iEα(A), luego está en Uα.

Aśı pues, el teorema fundamental es válido para las ultrapotencias Ult∗Uα
(V ).

El paso siguiente es, naturalmente, colapsarlas.

Teorema 15.12 En las condiciones de la definición anterior, la relación Rα

es conjuntista en Ult∗Uα
(V ).

Demostración: Sea [f ]∗α ∈ Ult∗Uα
(V ). Hemos de probar que la clase

C = {[g]∗α ∈ Ult∗Uα
(V ) | [g]∗α Rα [f ]∗α}

es un conjunto. Si [g]∗α está en esta clase, entonces {t ∈ ακ | f(t) ∈ g(t)} ∈ Uα.
Sea E un soporte finito común de f y g y, por lo tanto, de este conjunto. Existe
X ∈ UE de modo que

g(t) ∈ f(t) ↔ t|E ∈ X.
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Sea h ∈ V κE

tal que
∧

t ∈ ακ g(t) = h(t|E). Sea h′ la función que coincide
con h en X y vale ∅ fuera de X. Sea g′ ∈ V

ακ dada por g′(t) = h′(t|E).
Entonces g y g′ coinciden sobre iEα(X) ∈ Uα, luego [g]∗α = [g′]∗α, y además∧

t ∈ ακ rang g′(t) ≤ rang f(t). De aqúı se sigue fácilmente que rang g′ ≤ rang f .
Si llamamos ρ al rango de f , la aplicación Pα∩Vρ+1 −→ C dada por g �→ [g]∗α

es suprayectiva, luego C es un conjunto.

Teorema 15.13 En las condiciones anteriores, la relación Rα está bien fun-
dada en Ult∗Uα

(V ).

Demostración: En caso contrario existe una sucesión {fn}n∈ω en Pα tal
que

∧
n ∈ ω [fn+1]∗α Rα [fn]∗α. A su vez, esto significa que

Xn = {t ∈ ακ | fn+1(t) ∈ fn(t)} ∈ Uα.

La intersección
⋂

n∈ω
Xn no tiene por qué ser un elemento de Uα (ni siquiera

de Bα), pero vamos a probar que es no vaćıa, con lo que si t es uno de sus
elementos, tendremos que

∧
n ∈ ω fn+1(t) ∈ fn(t), lo cual es absurdo y el

teorema quedará probado.

Vamos a construir una sucesión {tβ}β<α que cumpla:

a) tβ : β −→ κ,

b)
∧

βγ(β < γ → tβ ⊂ tγ),

c) Si α = β + γ, entonces
∧

n ∈ ω {s ∈ γκ | tβ
Fs ∈ Xn} ∈ Uγ ,

donde tβ
Fs representa a la yuxtaposición definida de forma natural.

Es claro que t0 = ∅ cumple estas condiciones. Supongamos construido tβ
y sea α = β + γ. Por hipótesis {s ∈ γκ | tβ

Fs ∈ Xn} = iEnγ(An), para cierto
En ⊂ α finito y An ∈ UEn

. No es restricción suponer que 0 ∈ En. Llamemos
E′

n = En \ {0}. Por el teorema 15.4, sabemos que
∧∗

δ (An)δ ∈ UE′
n
, o sea,

Bn = {δ < κ | (An)δ ∈ UE′
n
} ∈ U . Podemos tomar δ ∈ ⋂

n∈ω
Bn ∈ U .

Definimos tβ+1 = tβ
Fδ (es decir, extendemos tβ haciendo tβ+1(β) = δ).

Si n ∈ ω, sea F ′
n el conjunto que resulta de restar 1 a cada uno de los números

naturales que pueda haber en E′
n. Sea A′

n ⊂ κF ′
n el conjunto que se corresponde

con (An)δ a través de la semejanza entre E′
n y F ′

n. Claramente A′
n ∈ UF ′

n
, pues

si r = |E′
n| = |F ′

n|, los conjuntos A′
n y (An)δ se corresponden con el mismo

subconjunto de rκ.
Si γ < ω, tomamos γ′ = γ − 1 (notemos que γ > 0 porque β < α). Aśı

α = (β + 1) + γ′. Si γ ≥ ω tomamos γ′ = γ, y también α = (β + 1) + γ′. En
cualquier caso F ′

n ⊂ γ′. Sea X = iF ′
n γ′(A′

n) ∈ Uγ′ .
Aśı, si s ∈ X, tenemos que s|F ′

n
∈ A′

n, luego (δFs)|E′
n

∈ (An)δ, luego
(δFs)|En

∈ An, luego δFs ∈ iEnγ(An), luego tβ+1
Fs = tβ

FδFs ∈ Xn. Esto
prueba que {s ∈ γ′

κ | tβ+1
Fs ∈ Xn} ∈ Uγ′ .
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Supongamos definidos {tδ}δ<λ, con λ < α, y sea tλ =
⋃

δ<λ

tδ. Veamos que
cumple lo pedido.

Sea α = λ + γ y sea n ∈ ω. Como Xn ∈ Uα, ha de ser Xn = iEα(A), con
E ⊂ α finito y A ∈ UE . Sea λ ∩ E ⊂ δ < λ. Sea λ = δ + ε, de modo que
α = δ + (ε + γ). Por hipótesis de inducción tenemos que

Y = {s ∈ ε+γκ | tδ
Fs ∈ Xn} ∈ Uε+γ .

Se cumple que s ∈ Y ↔ tδ
Fs ∈ Xn ↔ (tδFs)|E ∈ A, pero esto depende

únicamente de la restricción de s al conjunto {ζ < ε + γ | δ + ζ ∈ E}. Pero si
δ + ζ ∈ E, ha de ser δ + ζ ≥ λ = δ + ε, luego ζ ≥ ε, luego ζ = ε + η, con η < γ.

Por consiguiente, si llamamos F = {η < γ | λ + η ∈ E}, resulta que un
soporte de Y es el conjunto ε + F = {ε + η | η ∈ F}.

Aśı pues, Y = iε+F,ε+γ(ε + B), para un cierto conjunto ε + B ∈ Uε+F .
Llamemos B ∈ UF al trasladado de B por la semejanza ε+ : F −→ ε + F y sea
Z = iFγ(B) ∈ Uγ .

Sea tλ = tδ
Ft, con t ∈ εκ. Entonces, si s ∈ Z, tenemos que s|F ∈ B, luego

(tFs)|ε+F ∈ ε + B, luego tFs ∈ Y , luego tλ
Fs = tδ

FtFs ∈ Xn. Esto prueba que
Z ⊂ {s ∈ λκ | tλ

Fs ∈ Xn} ∈ Uλ.

Tenemos, pues, construida la sucesión {tβ}β<α.

Si α = β + 1, entonces {δ < κ | tβ
Fδ ∈ Xn} ∈ U , luego tomando un δ en la

intersección de estos conjuntos obtenemos un tα = tβ
Fδ ∈ ⋂

δ<α

Xn.

Si α es un ĺımite, tomamos tα =
⋃

β<α

tβ y se cumple lo mismo, pues si n ∈ ω,

como Xn ∈ Uα, ha de ser de la forma Xn = iEα(A), para un cierto E ⊂ α finito
y A ∈ UE . Existe β < α tal que E ⊂ β. Sea α = β + γ. Entonces

{s ∈ γκ | tβ
Fs ∈ Xn} ∈ Uγ ,

pero si s es cualquier elemento de este conjunto, tλ|E = (tβFs)|E ∈ A, luego
también tλ ∈ Xn.

Definición 15.14 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Para cada
ordinal α, llamaremos Ultα

U (V ) al colapso transitivo de Ult∗Uα
(V ).

Aśı, si φ(x1, . . . , xn) es una fórmula (metamatemática) y f1 · · · fn ∈ Pα se
cumple el teorema fundamental:

φUltα
U (V )([f1]α, . . . , [fn]α) ↔ {t ∈ ακ | φV (f1(t), . . . , fn(t))} ∈ Uα.

En particular Ultα
U (V ) es un modelo transitivo de ZFC.

La aplicación i0α : V −→ Ultα
U (V ) dada por i0α(a) = [ca]α es una inmersión

elemental. La razón del doble sub́ındice es que podemos definir más inmersiones:
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Teorema 15.15 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Si 1 ≤ α ≤ β,
la aplicación iαβ : Ultα

U (V ) −→ Ultβ
U (V ) dada por iαβ([f ]α) = [g]β, donde

g(s) = f(s|α), es una inmersión elemental.

Demostración: Hemos de comprobar que iαβ está bien definida. Tomamos
f y f ′ ∈ Pα tales que [f ]α = [f ′]α y hemos de probar que [g]β = [g′]β .

Por hipótesis {s ∈ ακ | f(s) = f ′(s)} = iEα(A), donde E ⊂ α finito y
A ∈ UE . Si s ∈ iEβ(A), entonces s|α ∈ iEα(A), luego f(s|α) = f ′(s|α), luego
g(s) = g′(s). Esto prueba que

iEβ(A) ⊂ {s ∈ βκ | g(s) = g′(s)} ∈ Uβ ,

luego [g]β = [g′]β .
Veamos que iαβ es una inmersión elemental. Para ello consideramos una

fórmula φ(x1, . . . , xn) y clases [f1]α, . . . , [fn]α ∈ Ultα
U (V ).

Si φUltα
U (V )([f1]α, . . . , [fn]α), entonces

{s ∈ ακ | φV (f1(s), . . . , fn(s))} = iEα(A),

con E ⊂ α finito y A ∈ UE . Es fácil ver entonces que

iEβ(A) ⊂ {s ∈ βκ | φV (g1(s), . . . , gn(s))} ∈ Uβ ,

luego φUltβ
U

(V )([g1]β , . . . , [gn]β), es decir, φUltβ
U

(V )(iαβ([f1]α), . . . , iαβ([fn]α)).

Notemos que iαα es simplemente la identidad en Ultα
U (V ). Si definimos

Ult0U (V ) = V y tomamos como i00 la identidad en V , entonces tenemos inmersio-
nes elementales iαβ : Ultα

U (V ) −→ Ultβ
U (V ) para todos los ordinales 0 ≤ α ≤ β.

El teorema siguiente afirma esencialmente que las ultrapotencias iteradas con
las inmersiones iαβ forman un sistema inductivo de modelos:

Teorema 15.16 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Entonces,
para todos los ordinales α ≤ β ≤ γ se cumple que iαβ ◦ iβγ = iαγ .

Demostración: Podemos suponer α < β < γ. Veamos primero el caso
α = 0. Si x ∈ V , entonces (iαβ ◦ iβγ)(x) = iβγ([cx]β) = [g]γ , donde g(s) =
cx(s|β) = x, es decir, g = cx y, por consiguiente, (iαβ ◦ iβγ)(x) = [cx]γ = iαγ(x).

Supongamos ahora que 0 < α < β < γ. Sea [f ]α ∈ Ultα
U (V ). Entonces

(iαβ ◦ iβγ)([f ]α) = iβγ([g]β) = [h]γ , donde h(s) = g(s|β) = s|α. Por lo tanto
(iαβ ◦ iβγ)([f ]α) = iαγ([f ]α).

El teorema siguiente afirma que, para ordinales ĺımite λ, la ultrapotencia
Ultλ

U (V ) es el ĺımite inductivo de las ultrapotencias anteriores.

Teorema 15.17 Sea κ un cardinal medible, U una medida en κ y λ un ordinal
ĺımite. Entonces todo [f ]λ ∈ Ultλ

U (V ) es de la forma iδλ([g]δ), para un δ < λ y
un [g]δ ∈ Ultδ

U (V ).
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Demostración: Sea E ⊂ λ un soporte finito de f y sea δ < λ tal que
E ⊂ δ. Sea h : κE −→ V tal que f(s) = h(s|E) y sea g : δκ −→ V dada por
g(s) = h(s|E). De este modo [g]δ ∈ Ultδ

U (V ) y claramente iδλ([g]δ) = [f ]λ.

Informalmente podemos pensar en las ultrapotencias iteradas como una su-
cesión creciente de modelos de ZFC, y entonces el teorema anterior dice que
Ultλ

U (V ) es la unión de los modelos anteriores. No obstante hemos de tener pre-
sente que desde un punto de vista conjuntista la situación es justo la contraria:
pronto probaremos que las ultrapotencias forman una sucesión decreciente de
clases propias.

Según comentamos en el caṕıtulo XI, las ultrapotencias son definibles en
ZFC, y lo mismo es válido para las ultrapotencias iteradas (y sus inmersiones
elementales), es decir, las fórmulas x = [f ]α, x ∈ UltαU (V ), y = iαβ(x), etc.
pueden definirse sin hacer referencia a clases propias. Como consecuencia, si M
es un modelo transitivo de ZFC, κ es un cardinal medibleM , U es una medidaM

en κ y α ∈ M es un ordinal, podemos definir

Ultα
U (M) = {x ∈ M | (x ∈ Ultα

U (V ))M}.

Claramente, Ultα
U (M) es un modelo transitivo de ZFC, pues si θ es un axioma

de ZFC, se cumple (θUltα
U (V ))M , pero esto es lo mismo que θUltα

U (M). Aśı mismo
están definidas las inmersiones elementales iMαβ : Ultα

U (M) −→ Ultβ
U (M), para

α ≤ β ∈ ΩM .

Ahora podemos probar que las ultrapotencias iteradas son realmente ultra-
potencias iteradas en sentido literal:

Definición 15.18 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Definimos
κα = i0α(κ) y Uα = i0α(U), de modo que κα es un cardinal medibleUltα

U (V ) y
Uα es una medidaUltα

U (V ) en κα. Por consiguiente está definida la ultrapotencia
UltUα(Ultα

U (V )).

Ahora probamos que ésta es simplemente la siguiente ultrapotencia de V :

Teorema 15.19 Sea κ un cardinal medible, U una medida en κ y α un ordinal.
Entonces

Ultα+1
U (V ) = UltUα(Ultα

U (V )) y iα α+1 = i
Ultα

U (V )
01 .

Demostración: Si α = 0 es obvio. Supongamos que α > 1. Vamos a
definir un isomorfismo

Φ : Ultα+1
U (V ) −→ UltUα(Ultα

U (V )).

Con ello la primera parte del teorema estará probada, pues el único isomor-
fismo entre dos clases transitivas es la identidad.

Si f ∈ Pα+1, para cada t ∈ ακ sea ft : κ −→ V la aplicación dada por
ft(β) = f(tFβ). Sea F : ακ −→ V dada por F (t) = ft. Es claro que si f tiene
soporte E ∪ {α} entonces F tiene soporte E, luego [F ]α ∈ Ultα

U (V ).
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Como {t ∈ ακ | F (t) : cκ(t) −→ V } = ακ ∈ Uα, tenemos [F ]α : κα −→ V ,
luego podemos considerar [[F ]α] ∈ UltUα(Ultα

U (V )).

Vamos a ver que Φ([f ]α+1) = [[F ]α] está bien definida.

Si [f ]α+1 = [g]α+1, sea E ∪ {α} un soporte finito para f y g. Sea

A = {t ∈ α + 1κ | f(t) = g(t)} ∈ Uα+1.

Claramente A tiene también soporte E∪{α}, luego A = iE∪{α}α+1(C), para
un cierto C ∈ UE∪{α}. Por el teorema 15.4,

Y =
{
t ∈ κE

∣∣ {β < κ | tFβ ∈ C} ∈ U
}

∈ UE .

Tomemos t ∈ iEα(Y ). Entonces t|E ∈ Y , luego {β < κ | t|EFβ ∈ C} ∈ U .
Para cada β en este conjunto, (tFβ)|E∪{α} ∈ C, luego tFβ ∈ A, luego concluimos
que f(tFβ) = g(tFβ). Hemos probado que

{β < κ | t|EFβ ∈ C} ⊂ {β < κ | f(tFβ) = g(tFβ)} ∈ U.

Por consiguiente,

iEα(Y ) ⊂
{
t ∈ ακ

∣∣ {β < κ | f(tFβ) = g(tFβ)} ∈ U
}

∈ Uα.

Por definición de F y G, esto equivale a que{
t ∈ ακ

∣∣ {β < κ | F (t)(β) = G(t)(β)} ∈ U
}

∈ Uα.

Por el teorema fundamental {β < [cκ] | [F ]α(β) = [G]α(β)} ∈ [cU ], o sea,
{β < κα | [F ]α(β) = [G]α(β)} ∈ Uα, lo cual se cumple igualmente relativizado
a Ultα

U (V ) y, el teorema fundamental relativizado a este modelo nos da que
[[F ]α] = [[G]α], es decir, que Φ([f ]α+1) = Φ([g]α+1).

Invirtiendo este razonamiento llegamos a la inyectividad de Φ. En efecto, si
Φ([f ]α+1) = Φ([g]α+1), entonces [[F ]α] = [[G]α], luego

{β < [cκ] | [F ]α(β) = [G]α(β)} ∈ [cU ],

de donde {
t ∈ ακ

∣∣ {β < κ | F (t)(β) = G(t)(β)} ∈ U
}

∈ Uα,

o también:

Y =
{
t ∈ ακ

∣∣ {β < κ | f(tFβ) = g(tFβ)} ∈ U
}

∈ Uα.

Sea A = {t ∈ α +1κ | f(t) = g(t)} = iE∪{α}(C), para un cierto C ⊂ κE∪{α}.
Basta probar que C ∈ UE∪{α}.

Si t ∈ Y , entonces {β < κ | f(tFβ) = g(tFβ)} ∈ U . Si β está en este
conjunto, entonces tFβ ∈ A, luego t|EFβ ∈ C. Por consiguiente

{β < κ | t|EFβ ∈ C} ∈ U.
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Esto prueba que

Y ⊂ Z =
{
t ∈ ακ

∣∣ {β < κ | t|EFβ ∈ C} ∈ U
}

∈ Uα.

Sea D =
{
t ∈ κE

∣∣ {β < κ | tFβ ∈ C} ∈ U
}
. Claramente Z = iEα(D), luego

D ∈ UE y el teorema 15.4 nos da que C ∪ UE∪{α}, como hab́ıa que probar.

Reemplazando el igualador por el relator de pertenencia en los dos argumen-
tos anteriores obtenemos análogamente la relación

[f ]α+1 ∈ [g]α+1 ↔ Φ([f ]α+1) ∈ Φ([g]α+1).

Veamos que Φ es suprayectiva. Para ello tomamos [h] ∈ UltUα(Ultα
U (V )).

Entonces h ∈ Ultα
U (V ) cumple que h : κα −→ Ultα

U (V ). Sea h = [F ]α. Como
([F ]α : [cκ] −→ V )Ultα

U (V ), tenemos que {t ∈ ακ | F (t) : κ −→ V } ∈ Uα y,
modificando F fuera de este conjunto, podemos suponer que∧

t ∈ ακ F (t) : κ −→ V.

Sea f : α+1κ −→ V dada por f(t) = F (t|α)(t(α)). Es fácil ver que si E
es un soporte de F entonces E ∪ {α} es un soporte de f , luego f ∈ Pα+1

y [f ]α+1 ∈ Ultα+1
U (V ). Se comprueba inmediatamente que F es la función

construida a partir de f en la definición de Φ, luego Φ([f ]α+1) = [[F ]α] = [h].

Con esto queda probada la igualdad Ultα+1
U (V ) = UltUα(Ultα

U (V )). Más
aún, tenemos que Φ es la identidad. Veamos ahora la correspondiente a las
inmersiones.

Si [f ]α ∈ Ultα
U (V ), entonces iα α+1([f ]α) = [g]α+1, donde g(t) = f(t|α).

Por otro lado, i
Ultα

U (V )
01 ([f ]α) = [c[f ]α ]α, donde el supeŕındice denota clase

módulo Uα.
Si t ∈ ακ y β < κ, entonces f(t) = f((tFβ)|α) = g(tFβ) = gt(β) = G(t)(β).

Aśı pues, {β < κ | f(t) = G(t)(β)} = κ ∈ U , luego{
t ∈ ακ

∣∣ {β < κ | f(t) = G(t)(β)} ∈ U
}

= ακ ∈ Uα,

pero esto equivale a que{
t ∈ ακ

∣∣ {β < cκ(t) | f(t) = G(t)(β)} ∈ cU (t)
}

= ακ ∈ Uα,

luego el teorema fundamental nos da que {β < κα | [f ]α = [G]α(β)} ∈ Uα o, lo
que es lo mismo, {β < κα | c[f ]α(β) = [G]α(β)} ∈ Uα, lo cual sigue siendo cierto
relativizado a Ultα

U (V ), con lo que

[c[f ]α ]α = [[G]α] = Φ([g]α+1) = [g]α+1 = iα α+1([f ]α).

Por lo tanto iα α+1 = i
Ultα

U (V )
01 .
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Ahora podemos probar el resultado general sobre ultrapotencias iteradas:

Teorema 15.20 (Teorema de factorización) Sea κ un cardinal medible, U
una medida en κ y α, β ordinales. Entonces

Ultβ
Uα(Ultα

U (V )) = Ultα+β
U (V )

y si γ ≤ β, entonces iα+γ α+β = i
Ultα

U (V )
γβ .

Demostración: Por inducción sobre β. Para β = 0 es trivial. Si es cierto
para β, relativizamos el teorema anterior a Ultα

U (V ), lo que nos da que1

Ultβ+1
Uα (Ultα

U (V )) = Ult(Uα)β (Ultβ
Uα(Ultα

U (V ))),

donde (Uα)β = i
Ultα

U (V )
0β (Uα) = iα α+β(i0α(U)) = i0 α+β(U) = Uα+β .

Aplicando la hipótesis de inducción y otra vez el teorema anterior, conclui-
mos que

Ultβ+1
Uα (Ultα

U (V )) = UltUα+β (Ultα+β
U (V )) = Ultα+β+1

U (V ).

Para probar la relación entre las inmersiones elementales podemos suponer
γ < β + 1, pues si se da la igualdad es trivial. Aplicando la relativización
del teorema anterior, la hipótesis de inducción y de nuevo el teorema anterior,
vemos que

i
Ultα

U (V )
γ β+1 = (iγβ ◦ iβ β+1)Ultα

U (V ) = iα+γ α+β ◦ i
Ultβ

Uα (Ultα
U (V ))

01

= iα+γ α+β ◦ i
Ultα+β

U
(V )

01 = iα+γ α+β ◦ iα+β α+β+1 = iα+γ α+β+1.

Supongamos el teorema para todo δ < λ. Vamos a definir un isomorfismo

Φ : Ultλ
Uα(Ultα

U (V )) −→ Ultα+λ
U (V ),

que tendrá que ser la identidad.

Si x ∈ Ultλ
Uα(Ultα

U (V )), por el teorema 15.17 relativizado a Ultα
U (V ), existen

un δ < λ y un x′ ∈ Ultδ
Uα(Ultα

U (V )) = Ultα+δ
U (V ) tales que x = i

Ultα
U (V )

δλ (x′).
Sea Φ(x) = iα+δ α+λ(x′).

Veamos en primer lugar que la definición de Φ no depende de la elección de
δ. Si x = i

Ultα
U (V )

δλ (x′) = i
Ultα

U (V )
δ′λ (x′′) con δ < δ′, entonces

i
Ultα

U (V )
δ′λ (x′′) = x = i

Ultα
U (V )

δλ (x′) = i
Ultα

U (V )
δ′λ (iUltα

U (V )
δδ′ (x′)),

luego x′′ = i
Ultα

U (V )
δδ′ (x′) = iα+δ α+δ′(x′) y, por lo tanto,

iα+δ′ α+λ(x′′) = iα+δ′ α+λ(iα+δ α+δ′(x′)) = iα+δ α+λ(x′).

1Notemos que el α del teorema anterior es ahora β.
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Si x, y ∈ Ultλ
Uα(Ultα

U (V )), podemos tomar el mismo δ para ambos, y

x = y ↔ i
Ultα

U (V )
δλ (x′) = i

Ultα
U (V )

δλ (y′) ↔ x′ = y′

↔ iα+δ α+λ(x′) = iα+δ α+λ(y′) ↔ Φ(x) = Φ(y).

Veamos ahora que Φ es suprayectiva. Si a ∈ Ultα+λ
U (V ), por el teorema 15.17

existe un δ < λ tal que a = iα+δ α+λ(b), con b ∈ Ultα+δ
U (V ) = Ultδ

Uα(Ultα
U (V )).

Sea x = i
Ultα

U (V )
δλ (b). Es inmediato que Φ(x) = a.

Esto nos da la igualdad de las ultrapotencias (y que Φ es la identidad). Por
último,

i
Ultα

U (V )
δλ (x) = Φ(iUltα

U (V )
δλ (x)) = iα+δ α+λ(x),

luego i
Ultα

U (V )
δλ = iα+δ α+λ.

Ahora es claro que las ultrapotencias iteradas forman una sucesión decre-
ciente de clases:

Teorema 15.21 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Si α ≤ β
son ordinales, se cumple que Ultβ

U (V ) ⊂ Ultα
U (V ).

Demostración: Si β = α + δ, entonces

Ultβ
U (V ) = Ultδ

Uα(Ultα
U (V )) ⊂ Ultα

U (V ).

Terminamos con un par de resultados técnicos que nos serán necesarios en
la sección siguiente.

Teorema 15.22 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ.

a) Si α < β entonces κα es el menor ordinal no fijado por iαβ.

b) Si x ∈ Ultα
U (V ), x ⊂ κα y α ≤ β, entonces x = iαβ(x) ∩ κα.

c) La sucesión {κα}α∈ω es normal.

d) Si µ es un cardinal tal que 2κ < µ, entonces κµ = µ.

e) Si µ es un cardinal tal que
∧

ν < µ νκ < µ y cf µ > κ (en particular si µ
es ĺımite fuerte y cf µ > κ), entonces

∧
α < µ i0α(µ) = µ.

Demostración: a) Es claro que U1 = U (salvo la identificación κ = 1κ)
y que Ult1U (V ) es la ultrapotencia usual. Además κ0 = κ, luego el teorema se
cumple para i01 por el teorema 11.23.

Veamos que se cumple para i0β por inducción sobre β. Si vale para i0β ,

entonces i0β+1 = i0β ◦ iβ β+1. Por el teorema anterior iβ β+1 = i
Ultβ

U
(V )

01 , luego
por el caso i01 relativizado a Ultβ

U (V ), tenemos que κβ = i0β(κ) es el menor
ordinal no fijado por iβ β+1 y, por hipótesis de inducción, κ es el menor ordinal
no fijado por i0β . De aqúı se sigue claramente el caso de i0 β+1.
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Si κ es el menor ordinal no fijado por cada i0δ, para δ < λ, veamos que
i0λ(γ) = γ para todo γ < κ por inducción sobre γ. Si para todo ε < γ se
cumple i0λ(ε) = ε, por el teorema 15.17 existe un δ < λ tal que γ = iδλ(ε),
para un cierto ε ≤ iδλ(ε) = γ < κ. Por hipótesis de inducción (para δ) tenemos
que i0δ(ε) = ε, luego γ = iδλ(ε) = iδλ(i0δ(ε)) = i0λ(ε) = ε (por hipótesis de
inducción en γ). Aśı pues, γ = i0λ(γ).

Por otra parte, i0λ(κ) = i1λ(i01(κ)) ≥ i01(κ) > κ.

Con esto tenemos probado a) para las inmersiones i0β . En general, haciendo
β = α + γ, el teorema anterior nos da que iαβ = i

Ultα
U (V )

0γ , luego, el resultado
para iαβ es la relativización a Ultα

U (V ) del caso ya probado.

b) Si γ ∈ x ⊂ κα, entonces γ = iαβ(γ) ∈ κα ∩ iαβ(x). Si γ ∈ κα ∩ iαβ(x),
entonces γ = iαβ(γ) ∈ iαβ(x), luego γ ∈ x.

c) κα+1 = i0 α+1(κ) = iα α+1(i0α(κ)) = iα α+1(κα) > κα.

Si δ < λ, entonces κδ ≤ iδλ(κδ) = κλ, luego
⋃

δ<λ

κδ ≤ κλ.

Si γ < κλ, entonces γ = iδλ(α), para un δ < λ y un cierto α. Aśı iδλ(α) =
γ < κλ = iδλ(κδ), luego α < κδ. Por el apartado anterior γ = iδλ(α) = α < κδ.

Aśı pues, κλ =
⋃

δ<λ

κδ y la sucesión es normal.

d) Obviamente µ ≤ κµ. Si δ < µ y [f ]δ ∈ κδ, podemos exigir que f : δκ −→ κ
(con soporte finito). A lo sumo hay ℵ0 · |δ| soportes posibles y, para cada uno
de ellos, hay a lo sumo κκ funciones f posibles. En total tenemos |δ| 2κ < µ
funciones posibles, luego |κδ| < µ, luego κδ < µ. Aśı pues, κµ =

⋃
δ<µ

κδ ≤ µ.

e) Si [f ]α ∈ i0α(µ), entonces f : ακ −→ µ con soporte finito. Como cf µ > κ
existe un ordinal δ < µ tal que f : ακ −→ δ y, por tanto, [f ] ∈ i0α(δ), es decir,
i0α(µ) ⊂ ⋃

δ<µ

i0α(δ).

Además hay a lo sumo ℵ0·|α| soportes finitos posibles para f y, para cada uno
de ellos, hay a lo sumo |δ|κ funciones f posibles. En total |i0α(δ)| ≤ |α|·|δ|κ < µ,
luego i0α(δ) < µ. Por consiguiente i0α(µ) ≤ µ. La otra desigualdad es obvia.

Teorema 15.23 Sea D una medida normal en un cardinal medible κ, sea λ un
ordinal ĺımite y x ∈ Ultλ

D(V ). Entonces

x ∈ Dλ ↔
∨

α < λ {κδ | α ≤ δ < λ} ⊂ x.

Demostración: Supongamos que x ∈ Dλ. Por el teorema 15.17 existe un
α < λ tal que x = iαλ(y), para cierto y ∈ Ultα

D(V ). Como iαλ(y) ∈ iαλ(Dα), se
cumple que y ∈ Dα.

Si α ≤ δ < λ, sea z = iαδ(y). Entonces z ∈ Dδ y, como Dδ es una medida
normalUltδ

D(V ) en µδ, el teorema 11.26 (junto con el teorema de factorización)
nos da que κδ ∈ iδ δ+1(z), luego κδ = iδ+1 λ(κδ) ∈ iδ+1 λ(iδ δ+1(z)) = iδλ(z) = x.



15.3. El modelo L[U] 391

Rećıprocamente, si x /∈ Dλ, entonces κλ \ x ∈ Dλ, luego, por la parte ya
probada, existe un β < λ tal que {κδ | β ≤ δ < λ} ⊂ κλ \ x, luego no se cumple
la condición del enunciado.

15.3 El modelo L[U]

Finalmente estamos en condiciones de estudiar el modelo canónico de un
cardinal medible. En realidad los primeros resultados no necesitan de ultra-
potencias iteradas. En primer lugar observamos que un cardinal medible sigue
siéndolo en el modelo L[U ]. Omitimos la prueba, pues es una comprobación
simplićısima.

Teorema 15.24 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Sea U =
U ∩ L[U ]. Entonces U ∈ L[U ] = L[U ] y U es una medidaL[U ] en κ. Si U es
normal, entonces U es normalL[U ].

En particular tenemos que si es consistente la existencia de un cardinal
medible, también lo es la existencia de un cardinal medible con una medida
(normal, si queremos) U tal que V = L[U ].

El siguiente paso es probar que L[U ] cumple la hipótesis del continuo ge-
neralizada. Probaremos algunos resultados previos. El primero es un sencillo
resultado general sobre constructibilidad relativa:

Teorema 15.25 Sea M un modelo transitivo de ZF−AP y sea A un conjunto
tal que A∩M ∈ M . Entonces

∧
α ∈ ΩM Lα[A] = Lα[A∩M ]. En particular, si

Ω ⊂ M se cumple L[A] = L[A ∩ M ].

Demostración: Por inducción sobre α. Para α = 0 es claro. Si vale para
α, entonces Lα[A] = Lα[A ∩ M ] = Lα[A ∩ M ]M ∈ M , luego Lα[A] ⊂ M y aśı
A ∩ Lα[A] = A ∩ M ∩ Lα[A ∩ M ], de donde

Lα+1[A] = DA(Lα[A]) = DA∩Lα[A](Lα[A]) = D(A∩M∩Lα[A∩M ])(Lα[A ∩ M ])

= DA∩M (Lα[A ∩ M ]) = Lα+1[A ∩ M ].

El caso ĺımite es trivial.

Teorema 15.26 Sean κ ≤ µ cardinales infinitos, con µ no numerable, y sea
U ⊂ Pκ tal que U ∈ Lµ[U ]. Sea M ≺ Lµ[U ] tal que κ ∪ {U} ⊂ M . Entonces el
colapso transitivo de M es Lλ[U ], para cierto λ ≤ µ.

Demostración: Sea π : M −→ N la función colapsante. Obviamente π
fija a todos los ordinales menores que κ, luego también a todos los subconjuntos
de κ (que están en M), luego π(U) = π[U ∩ M ] = U ∩ N ∈ N .

Como no estamos suponiendo que µ sea regular, no podemos asegurar que
Lµ[U ] � ZFC−AP, pero a pesar de ello el teorema 13.24 nos dice que tiene
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sentido afirmar que Lµ[U ] � V = L[U ]. Concretamente, si φ(f, Y, α) es la
fórmula del teorema 13.24, tenemos que

Lµ[U ] �
∧

x
∨

αfY (φ(f, Y, α) ∧ x ∈ Y ).

Lo mismo se cumple en M y en N , lo cual se traduce en que∧
x ∈ N

∨
α ∈ ΩN x ∈ Lα[U ∩ N ],

de donde N = Lλ[U ∩ N ], para cierto ordinal ĺımite λ = ΩN . El teorema
anterior nos da que Lλ[U ∩ N ] = Lλ[U ]. Notemos que éste exige que M (en
nuestro caso N) sea un modelo transitivo de ZF−AP, pero esto sólo lo hemos
usado para asegurar que Lα[A ∩ M ] ⊂ M , (para α ∈ M), pero en nuestro caso
es Lα[U ∩ N ] ⊂ Lλ[U ∩ N ] (para α < λ), lo cual es obvio.

Se cumple que λ ≤ µ porque
∧

α ∈ M π(α) ≤ α, luego N tiene a lo sumo los
mismos ordinales que M .

Descomponemos la prueba de la HCGL[U ] en dos partes, la primera de las
cuales es un simple argumento de condensación que no requiere la medibilidad.

Teorema 15.27 Si κ es un cardinal infinito y V = L[U ] para cierto U ⊂ Pκ,
entonces

∧
µ ≥ κ 2µ = µ+.

Demostración: Como µ cumple la misma hipótesis que κ, basta probarlo
para κ. Fijemos un x ⊂ κ y sea µ ≥ κ un cardinal no numerable tal que U ,
x ∈ Lµ[U ]. Sea M = N(κ ∪ {U, x}) ≺ Lµ[U ]. Claramente |M | = κ. Por
el teorema anterior, el colapso transitivo de M es Lλ[U ], para cierto λ ≤ µ.
Además la función colapsante fija a los ordinales menores que κ, luego x ∈ Lλ[U ].

Por otra parte, |λ| = |Lλ[U ]| = |M | = κ, luego λ < κ+. Con esto hemos
probado que Pκ ⊂ Lκ+ [U ], luego 2κ ≤ |Lκ+ [U ]| = κ+.

Para probar la HCG bajo κ hemos de usar un argumento de condensación
más delicado, basado en el teorema 12.30. Aunque suponemos una medida nor-
mal, luego veremos que el teorema es válido para medidas cualesquiera (porque,
según veremos, el modelo L[U ] no depende de la medida U).

Teorema 15.28 (Silver) Sea κ un cardinal medible y D una medida normal
en κ. Entonces L[D] cumple la HCG.

Demostración: Podemos suponer que V = L[D]. En vista del teorema
anterior, sólo hemos de probar que si ℵ0 ≤ µ < κ entonces 2µ = µ+.

Supongamos que 2µ > µ+, para cierto cardinal µ < κ. El conjunto Pµ esta
bien ordenado por �D. Sea f : γ −→ Pµ la semejanza. Obviamente µ+ < γ.
Sea x = f(µ+). Sea α el mı́nimo ordinal tal que x ∈ Lα[D].

Si β < µ+, entonces f(β) �D f(µ+), luego f(β) ∈ Lα[D] (recordemos que
los conjuntos Lα[D] son segmentos iniciales para el buen orden constructible).
Por lo tanto |Pµ ∩ Lα[D]| ≥ µ+.

Sea ν un cardinal regular tal que κ, α < ν y D ∈ Lν [D]. Aplicamos el
teorema 12.30 a M = Lν [D], P = Pµ ∩ M y X = µ ∪ {D, x, α} (y el lenguaje
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L0 de la teoŕıa de conjuntos). Ciertamente |P | ≤ 2µ < κ y |X| = µ. Aśı pues,
existe un submodelo elemental N ≺ M tal que |N | = κ, µ ∪ {D, x, α} ⊂ N ,
|P ∩ µ| ≤ µ y κ ∩ N ∈ D.

Sea π : N −→ N ′ el colapso transitivo de N . Claramente N ′ = Lλ[π[D]],
para cierto ordinal ĺımite λ. Veamos que π[D] = D ∩ N ′.

Como
∧

δ ∈ N π(δ) ≤ δ, podemos definir g : κ −→ κ mediante

g(δ) =
{

π(δ) si δ ∈ κ ∩ N ,
0 en otro caso.

De este modo,
∧

δ < κ g(δ) ≤ δ. Si {δ < κ | g(δ) < δ} ∈ D, por el teorema
11.26 existiŕıa un cierto ordinal γ < κ tal que {δ < κ | g(δ) = γ} ∈ D y, como
también κ∩N ∈ D, la intersección, es decir, el conjunto {δ ∈ κ∩N | π(δ) = δ}
está en D, pero esto es imposible, porque π es inyectiva.

Aśı pues, {δ < κ | g(δ) = δ} ∈ D y, cortando de nuevo con κ∩N , concluimos
que Z = {δ ∈ κ ∩ N | π(δ) = δ} ∈ D.

Si y ∈ D ∩ N , entonces π(y) ⊃ π(y ∩ Z) = y ∩ Z ∈ D, luego π(y) ∈ D ∩ N ′.
Si y ∈ D ∩ N ′ entonces y = π(w), con w ∈ N , pero y ∩ Z ⊂ w y además

y ∩Z ∈ D, luego w ∈ D ∩N y, por lo tanto, y ∈ π(D). De aqúı se sigue que, en
efecto, π(D) = π[D ∩ N ] = D ∩ N ′.

De este modo, llegamos a que N ′ = Lλ[D∩N ′] = Lλ[D] por el teorema 15.25.
Como µ ⊂ N es obvio que

∧
δ < µ π(δ) = δ. De aqúı que Pµ ∩ N = Pµ ∩ N ′ y,

en particular, x ∈ N ′ = Lλ[D]. Por minimalidad de α ha de ser α ≤ λ, luego
|Pµ ∩ N | = |Pµ ∩ N ′| ≥ |Pµ ∩ Lα[D]| ≥ µ+.

Sin embargo, también tenemos que |Pµ∩N | = |Pµ∩M ∩N | = |P ∩N | ≤ µ,
contradicción.

Con esto tenemos una determinación de la función del continuo consistente
con un cardinal medible. Ahora vamos a probar varios resultados de unicidad
sobre el modelo L[D]. El primero es el siguiente:

Teorema 15.29 Sea D una medida normal en un cardinal κ. Entonces κ es el
único cardinal medibleL[D].

Demostración: Podemos suponer que V = L[D]. Supongamos que existe
otro cardinal medible µ. Sea j : V −→ M la inmersión correspondiente a su
ultrapotencia asociada y veamos que M = V , en contradicción con 11.23.

Como
∧

x x ∈ L[D], ha de ser (
∧

x x ∈ L[j(D)])M , luego M = L[j(D)].
Si κ < µ entonces j(D) = D y llegamos a que M = L[D] = V . Supongamos,

pues, que µ < κ. Sea Z = {α < κ | α es fuertemente inaccesible ∧ µ < α} ∈ D.
Por el teorema 11.23 k) tenemos que j(κ) = κ y

∧
α ∈ Z j(α) = α.

Veamos que j(D) = D ∩ M , para lo cual basta ver que j(D) ⊂ D ∩ M , ya
que j(D) es un ultrafiltroM y D ∩ M es un filtroM . Sea x ∈ j(D), x = [f ].
Podemos suponer que f : µ −→ D. Sea Y =

⋂
δ<µ

f(δ) ∈ D.

Como {δ < µ |
∧

x ∈ Y x ∈ f(δ)} = µ ∈ U , el teorema fundamental de las
ultrapotencias nos da que

∧
x ∈ j(Y ) x ∈ [f ], o sea, j(Y ) ⊂ [f ] = x.
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Ahora, Y ∩ Z ∈ D y j fija a todos sus elementos, luego

Y ∩ Z = j[Y ∩ Z] ⊂ j(Y ) ⊂ x,

con lo que x ∈ D.
Consecuentemente, M = L[j(D)] = L[D ∩ M ] = L[D] = V .

El siguiente resultado, debido a Kunen, es más delicado y requiere algunos
pasos previos. Aqúı es donde necesitamos las ultrapotencias iteradas. Conside-
ramos a los modelos Lλ[A] como modelos del lenguaje formal LR. Se entiende
que los núcleos de Skolem se calculan respecto a las funciones de Skolem defini-
bles.

Teorema 15.30 Sea D ⊂ Pκ tal que D ∈ L[D]. Sea A un conjunto de ordinales
tal que κ+ ≤ |A|. Sea µ un cardinal tal que D ∈ Lµ[D] y A ⊂ Lµ[D]. Sea
M = N(κ ∪ A ∪ {D}) ≺ Lµ[D]. Entonces PL[D]κ ⊂ M y, por tanto, todo
conjunto x ⊂ κ, x ∈ L[D] es definible en Lµ[D] a partir de κ∪A, es decir, existe
un término de Skolem t tal que para ciertos α1, . . . , αn < κ y γ1, . . . , γm ∈ A,

Lµ[D] � [x] = t[α1, . . . , αn, γ1, . . . γm].

Demostración: Por el teorema 15.26, el colapso transitivo de M es de la
forma Lλ[D], para cierto ordinal λ. Como A ⊂ M , ha de ser (κ+)L[D] ≤ κ+ ≤ λ.
En la prueba del teorema 15.27 hemos visto que

PL[D]κ ⊂ (Lκ+ [D])L[D] ⊂ Lκ+ [D] ⊂ Lλ[D] = π[M ]

y, como π fija a los ordinales menores que κ, también PL[D]κ ⊂ M .

Ahora probamos que si partimos de un modelo L[D] y construimos una
ultrapotencia de orden µ suficientemente grande, el modelo al que llegamos, aśı
como la medida Dµ = i0µ(D), son independientes de D.

Teorema 15.31 Sea κ un ordinal y D ⊂ Pκ tal que D ∈ L[D], κ es un
cardinalL[D] y D es una medida normalL[D] en κ. Sea µ > κ+ un cardinal
regular y sea F el filtro de los conjuntos cerrados no acotados en µ. Entonces

a) Dµ = F ∩ Ultµ
D(L[D]).

b) Ultµ
D(L[D]) = L[F ].

c) Dµ = F ∩ L[F ].

Demostración: a) Tenemos que µ > κ+ ≥ (κ+)L[D] = (2κ)L[D]. Sea
M = Ultµ

D(L[D]). Por el teorema 15.22 d) se cumple i0µ(κ) = κµ = µ, por lo
que Dµ es un ultrafiltroM en µ.

Si x ∈ Dµ, por 15.23 sabemos que
∨

α < µ {κδ | α ≤ δ < µ} ⊂ x, y este
conjunto es c.n.a. en µ porque la sucesión {κδ}δ<µ es normal. Por lo tanto
x ∈ F . Vemos aśı que Dµ ⊂ F ∩ M y, como Dµ es un ultrafiltroM , ha de ser
Dµ = F ∩ M .
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b) Tenemos que (V = L[D])L[D] y, como i0µ es una inmersión elemental,
(V = L[Dµ])M , es decir, M = L[Dµ]. Consecuentemente,

Ultµ
D(L[D]) = L[Dµ] = L[F ∩ M ] = L[F ].

c) es trivial.

Teorema 15.32 Sean D1, D2 ⊂ Pκ, de manera que Dj ∈ L[Dj ] y Dj es una
medida normalL[Dj ] en κ (para j = 1, 2). Entonces D1 = D2.

Demostración: Por simetŕıa basta probar que D1 ⊂ D2. Sea µ un cardinal
regular mayor que κ+ y F el filtro generado por los conjuntos c.n.a. de µ. Sean
Mj = Ultµ

Dj
(L[Dj ]) y sean ij0µ : L[Dj ] −→ Mj las inmersiones elementales

naturales. Por el teorema anterior

M1 = L[F ] = M2 y i10µ(D1) = i20µ(D2) = F ∩ L[F ] = F .

Sea A un conjunto de ordinales tal que |A| = κ+ y de modo que todo α ∈ A
cumpla µ ≤ α, i10µ(α) = i20µ(α) = α. Existe por el teorema 15.22 e). Sea ν un
cardinal tal que A ⊂ ν, D ∈ Lν [Dj ] y ij0µ(ν) = ν, para j = 1, 2 (de nuevo por
15.22).

Si x ∈ D1, entonces x ⊂ κ y por el teorema 15.30 existe un término de
Skolem t tal que para ciertos α1, . . . , αn < κ, γ1, . . . , γm ∈ A se cumple

Lν [D1] � [x] = t[α1, . . . , αn, γ1, . . . , γm] (15.3)

Sea y ∈ Lν [D2] tal que

Lν [D2] � [y] = t[α1, . . . , αn, γ1, . . . , γm] (15.4)

Veamos que x = y, para lo cual probamos primero que z1 = i10µ(x) coincide
con z2 = i20µ(y). Tenemos que i10µ fija a ν y a todos los parámetros de t en
(15.3), y que i10µ(D1) = F . Por lo tanto, al aplicar i10µ a (15.3), obtenemos

Lν [F ] � [z1] = t[α1, . . . , αn, γ1, . . . , γm],

y al aplicar i20µ a (15.4) obtenemos

Lν [F ] � [z2] = t[α1, . . . , αn, γ1, . . . , γm],

luego z1 = z2 y por 15.22 es

x = κ ∩ i10µ(x) = κ ∩ z1 = κ ∩ z2 = κ ∩ i20µ(y) = y.

Ahora, i20µ(y) = z2 = z1 = i10µ(x) ∈ i10µ(D1) = i20µ(D2), luego x = y ∈ D2.
Aśı pues, D1 ⊂ D2.

El teorema siguiente es la parte técnica del teorema de Kunen, que probamos
inmediatamente después:
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Teorema 15.33 Sean κ y D tales que D ∈ L[D] y D es una medida normalL[D]

en κ. Sea κ < α < i01(κ). Entonces no existe ningún U ⊂ Pα de modo que U
es una medida normalL[U ] en α.

Demostración: Supongamos que existe tal U . Sea

j : L[U ] −→ UltU (L[U ]) = L[j(U)]

la inmersión natural. Sea µ un cardinal regular mayor que α+++. Sea F el filtro
generado por los c.n.a. en µ. Sea F = F ∩ L[F ].

Se cumple que j(µ) = µ, pues si β < µ y γ ∈ j(β), entonces γ es de la forma
[f ], para cierta f : α −→ β tal que f ∈ L[U ]. Por lo tanto

|j(β)|L[U ] ≤ |αβ|L[U ] < µ,

pues L[U ] cumple la HCG. Por el teorema 11.23 j), j(µ) =
⋃

β<µ

j(β) ≤ µ.

Por el teorema 15.31, F = (Uµ)L[U ]. Por otra parte, j(U) es una medida
normalL[j(U)] en j(α), y por 11.23,

j(α) < ((2α)+)L[U ] ≤ (α++)L[U ] ≤ α++,

luego j(α)+ ≤ α+++ < µ. Podemos aplicar también el teorema 15.31, que nos
da que F = (j(U)µ)L[j(U)].

Aplicando j a F = (Uµ)L[U ] obtenemos que j(F ) = (j(U)µ)L[J(U)], luego
concluimos que j(F ) = F .

Sea α = [f ]D (respecto a UltD(L[D]). Como α < i01(κ), podemos suponer
que f : κ −→ κ. Como D es normalL[D], tenemos que κ = [d], donde d es la
identidad en κ. Aśı,

∧
δ < κ cf (δ)(d(δ)) = f(δ), de donde i01(f)([d]) = [f ], es

decir, i01(f)(κ) = α.
Sabemos que κ1 = i01(κ) es el menor ordinal no fijado por i1µ, y puesto

que α, κ < i01(κ), se cumple que i1µ(α) = α e i1µ(κ) = κ. Aplicando i1µ a la
igualdad i01(f)(κ) = α obtenemos que i0µ(f)(κ) = α.

Sea A un conjunto de ordinales tal que |A| = κ+ y∧
δ ∈ A(i0µ(δ) = δ = j(δ)).

Existe por los teoremas 15.22 y 11.23. Igualmente sea ν un cardinal tal que
A ⊂ ν, i0µ(ν) = ν = j(ν), f , D ∈ Lν [D].

Sea gκ : κ × κ −→ κ la semejanza respecto al orden canónico en κ × κ. Por
el teorema 15.30, el conjunto gκ[f ] es definible en Lν [D] a partir de A∪κ, luego
f también lo es (pues la fórmula gκ(u, v) = w es equivalente a una fórmula
relativizada a Lν [D]). Por lo tanto i0µ(f) es definible en Ultµ

D(L[D]) = L[F ] a
partir de A ∪ κ y α = i0µ(f)(κ) es definible a partir de A ∪ (κ + 1), o sea,

Lν [F ] � [α] = t[α1, . . . , αn, γ1, . . . , γm, κ],
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donde t es un término de Skolem, α1, . . . , αn < κ y γ1, . . . , γm ∈ A. Aplicando
j obtenemos que

Lν [F ] � [j(α)] = t[α1, . . . , αn, γ1, . . . , γm, κ],

luego j(α) = α, cuando según 11.23 habŕıa de ser α < j(α).

Finalmente podemos probar:

Teorema 15.34 (Kunen)

a) Sea D una medida normal en un cardinal κ. Si V = L[D] entonces κ es
el único cardinal medible y D es la única medida normal en κ.

b) Si κ es un ordinal, D ⊂ Pκ y D es una medida normalL[D] en κ, entonces
D es el único subconjunto de κ que cumple esto.

c) Si κ1 < κ2 son ordinales y para i = 1, 2 se cumple que Di ∈ L[Di] y
Di es una medida normalL[D1] en κi, entonces existe un ordinal α tal que
L[D2] = Ultα

D1
(L[D1]) y D2 = i0α(D1). En particular los modelos L[D1]

y L[D2] son elementalmente equivalentes.

Demostración: a) Sabemos que κ es el único cardinal medible por el
teorema 15.29. Si D′ es otra medida normal en κ, entonces D∩L[D] y D′∩L[D′]
son medidas normales en κ (en L[D] y L[D′] respectivamente), luego el teorema
15.32 nos dice que D ∩ L[D] = D′ ∩ L[D′], pero, como V = L[D], concluimos
que D ⊂ D′, y como son ultrafiltros ha de ser D = D′.

b) es el teorema 15.32.

c) Sea α el único ordinal tal que i0α(κ1) ≤ κ2 < i0 α+1(κ1). Existe porque
la sucesión {i0α(κ)} es normal (teorema 15.22).

Aplicamos el teorema anterior tomando κ = i0α(κ1), D = i0α(D1) y como
α (del teorema anterior) a κ2. En efecto, por el teorema de factorización se
cumple que (κ ≤ κ2 < i01(κ))L[D] y D es una medida normalL[D1] en κ.

Como también se cumple que D2 es una medida normalL[D2] en κ2, ha de
ser κ2 = i0α(κ1) o, de lo contrario, U = D2 contradiŕıa el teorema anterior.

Consecuentemente, i0α(D1) es una medida normalL[i0α(D1)] en κ2, luego por
b) ha de ser i0α(D1) = D2.

Ahora, como L[D1] cumple V = L[D1], aplicando i0α obtenemos que la
ultrapotencia Ultα

D(L[D1]) cumple V = L[D2], luego Ultα
D(L[D1]) = L[D2]).

Casi estamos a punto de probar la unicidad de todos los modelos L[U ]. Nos
falta un último paso previo:

Teorema 15.35 Sea κ un cardinal medible y U una medida en κ. Sea D una
medida normalL[U ] en κ. Entonces L[U ] = L[D].
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Demostración: Claramente L[D] ⊂ L[U ]. Sea D = D ∩ L[D]. Tenemos
que D ∈ L[D] = L[D]. Vamos a probar que U ∩ L[D] ∈ L[D], con lo que el
teorema 15.25 nos dará que L[U ] = L[U ∩ L[D]] ⊂ L[D] = L[D].

Sea j : V −→ UltU (V ) la inmersión natural. Sea α = j(κ), sea d la identidad
en κ y δ = [d]U . Se comprueba inmediatamente que si x ⊂ κ entonces

x ∈ U ↔ δ ∈ j(x).

Como D es una medida normalL[D] en κ, también se cumple que j(D) es
una medida normalL[j(D)] en α, luego por el teorema anterior existe un ordinal
β tal que α = i0β(κ), j(D) = i0β(D) y L[j(D)] = Ultβ

D̄
(L[D]).

Vamos a probar que si x ⊂ κ y x ∈ L[D], entonces j(x) = i0β(x). De este
modo podremos concluir que

U ∩ L[D] = {x ∈ L[D] | x ⊂ κ ∧ δ ∈ j(x)}

= {x ∈ L[D] | x ⊂ κ ∧ δ ∈ i0β(x)} ∈ L[D],

con lo que el teorema quedará probado.

Sea A un conjunto de ordinales tal que |A| = κ+ y∧
γ ∈ A(β ≤ γ ∧ i0β(γ) = γ = j(γ)).

Sea µ un cardinal tal que A ⊂ µ, D ∈ Lµ[D] e i0β(µ) = µ = j(µ).
Ahora, si x ⊂ κ y x ∈ L[D], por el teorema 15.30 existe un término de

Skolem t tal que

Lµ[D] � [x] = t[α1, . . . , αn, γ1, . . . , γm],

para ciertos α1, . . . , αn < κ y γ1, . . . , γm ∈ A. Aplicando i0β y j obtenemos que
i0β(x) = j(x).

He aqúı el teorema de unicidad del modelo canónico:

Teorema 15.36 Sea κ un cardinal medible y U1, U2 dos medidas en κ. Enton-
ces L[U1] = L[U2].

Demostración: Sea Di una medida normalL[Ui] en κ. Por el teorema
anterior L[Ui] = L[Di] y por el teorema de Kunen (apartado b) D1 = D2, luego
L[U1] = L[U2].

Combinando este teorema con los anteriores vemos que si κ es un cardinal
medible y U es una medida en κ, entonces L[U ] es un modelo de ZFC+HCG
independiente de U , en el que κ es el único cardinal medible, en el que existe una
única medida normal y además si κ′ es otro cardinal medible con otra medida
U ′, entonces los modelos L[U ] y L[U ′] son elementalmente equivalentes.

El hecho de que dispongamos de un modelo “tan concreto” con un cardinal
medible puede verse como una evidencia (no concluyente, por supuesto) de la
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consistencia de los cardinales medibles, pues nos proporciona una teoŕıa muy
simple en la que el cardinal medible no es “una cosa extraña” cuya existencia
postulamos, sino que tenemos una descripción muy detallada de él, de sus medi-
das y de “su entorno” (por ejemplo, de la función del continuo). La descripción
de las medidas a la que nos referimos es la que proporciona el teorema siguiente:

Teorema 15.37 Sea κ un cardinal medible, D una medida normal en κ y su-
pongamos que V = L[D]. Sea i0ω : V −→ Ultω

D(V ) la inmersión natural. Para
cada medida U en κ existe un ordinal δ < κω tal que

U = {x ⊂ κ | δ ∈ i0ω(x)}.

Demostración: Sea j : V −→ UltU (V ) la inmersión natural. Sea δ = [d]U ,
donde d es la identidad en κ. Por el teorema anterior V = L[U ]. Con la notación
empleada en la prueba del teorema 15.35, ahora tenemos que D = D y existe un
ordinal β tal que δ < j(κ) = i0β(κ), j(D) = i0β(D), U = {x ⊂ κ | δ ∈ i0β(x)}.

Observemos que, como V = L[D] = L[U ], se cumple Ultβ
D(V ) = L[i0β(D)]

y UltU (V ) = L[j(D)], luego Ultβ
D(V ) = UltU (V ).

Veamos que β < ω. Si fuera β ≥ ω, como κ es un cardinal medible, κω es
medibleUltω

D(V ), luego κω es regularUltω
D(V ) y Ultω

D(V ) ⊂ Ultβ
D(V ), luego κω es

regularUltβ
D

(D). Sin embargo, κω tiene cofinalidad numerableUltU (V ), ya que la
sucesión {κn}n<ω está en UltU (V ) por 11.23 c) y no está acotada en κω por
15.22 c), contradicción.

Aśı pues, β < ω, de donde δ < i0β(κ) = κβ < κω. El mı́nimo ordinal no
fijado por iβω es κβ , luego iβω(δ) = δ. Por consiguiente, para todo x ⊂ κ se
cumple

x ∈ U ↔ δ ∈ i0β(x) ↔ δ ∈ i0ω(x).

Ejercicio: En las condiciones del teorema anterior, demostrar que todos los conjuntos
Uδ = {x ⊂ κ | δ ∈ i0ω(κ)}, con κ ≤ δ < κω son medidas en κ.

Teorema 15.38 Sea κ un cardinal medible, D una medida normal en κ y su-
pongamos que V = L[D]. Entonces hay exactamente κ+ medidas en κ.

Demostración: Por el teorema anterior el número de medidas es a lo sumo
|κω| = |i0ω(κ)| y a su vez éste es a lo sumo igual al número de aplicaciones de
ωκ en κ, que por la HCG es a lo sumo κ+. De hecho hay exactamente κ+ por
la HCG y el siguiente teorema general.

Teorema 15.39 Si κ es un cardinal medible, entonces existen al menos 2κ

medidas en κ.

Demostración: Sea C el conjunto de los subconjuntos acotados de κ. Un
sencillo cálculo muestra que |C| = κ. Para cada x ⊂ κ, sea Ax = {x∩α | α < κ}.
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Aśı, si |x| = κ se cumple que |Ax| = κ y si x �= y son subconjuntos de κ entonces
|Ax ∩ Ay| < κ, pues si β ∈ (x \ y) ∪ (y \ x) entonces Ax ∩ Ay ⊂ {x ∩ α | α ≤ β}.

Sea A = {Ax | x ⊂ κ ∧ |x| = κ}. Entonces A ⊂ PC, |A| = 2κ, y∧
x ∈ A |x| = κ,

∧
xy ∈ A(x �= y → |x ∩ y| < κ).

A través de una biyección entre C y κ obtenemos una familia B ⊂ κ tal
que |B| = 2κ,

∧
x ∈ B |x| = κ y

∧
xy ∈ B(x �= y → |x ∩ y| < κ). Además∧

x ∈ B |κ\x| = κ, pues en caso contrario, si y ∈ B es distinto de x, tendŕıamos
que |x ∩ y| < κ y |(κ \ x) ∩ y| < κ, luego |y| < κ, contradicción.

Sea U una medida en κ. Fijemos una partición

κ = P ∪ Q, P ∩ Q = ∅, |P | = |Q| = κ.

Entonces P ∈ U o Q ∈ U . Pongamos que P ∈ U . Para cada x ∈ B sea
fx : κ −→ κ biyectiva tal que fx[P ] = x. Sea Ux = fx[U ] (en el sentido de 11.6).
Precisamente por 11.6 tenemos que Ux es una medida en κ y además x ∈ Ux.

Si x, y ∈ B son distintos, entonces se cumple Ux �= Uy, pues en caso contrario
x ∩ y ∈ Ux, lo cual es imposible porque |x ∩ y| < κ. Por lo tanto {Ux}x∈B es
una familia de 2κ medidas en κ.

Terminamos el caṕıtulo con una aplicación interesante:

Teorema 15.40 Si κ es un cardinal medible y cumple 2κ > κ+, entonces existe
un conjunto transitivo M tal que M �ZFC +

∨
κ κ es un cardinal medible.

Demostración: Sea D una medida normal en κ y sea D = D∩L[D]. Sean

j : V −→ UltD(V ) y i0ω : L[D] −→ Ultω
D̄(L[D])

las inmersiones naturales. Por comodidad llamaremos N = UltD(V ). Conside-
ramos la sucesión {κα}α∈Ω definida en L[D] a partir de la medida D.

Notemos que en L[D], se cumple |κω| ≤ κ+ (hay a lo sumo κ+ aplicaciones
de ωκ en κ), luego también (en V ) |i0ω(κ)| ≤ κ+. Por consiguiente κω ≤ κ++.

Por otro lado, según 11.23 h) se cumple j(κ) > 2κ ≥ κ++, de modo que
κω < j(κ).

Sea F =
{
x ⊂ κω

∣∣ ∨
m ∈ ω {κn | m ≤ n < ω} ⊂ x

}
. Por el teorema 15.23

relativizado a L[D] tenemos que∧
x(x ∈ D

ω ↔ x ∈ L[D
ω
] ∩ F ),

pues Ultω
D̄(L[D]) = L[D

ω
]. En otras palabras, L[D

ω
] ∩ F = D

ω ∈ L[D
ω
].

Por otro lado, F = F ∩ N ∈ N , ya que {κn}n∈ω ∈ N . Por consiguiente:

L[D
ω
] = L[L[D

ω
] ∩ F ] = L[F ] = L[F ∩ N ] = L[F ] ⊂ N.

Además, D
ω

= L[D
ω
] ∩ F = L[F ] ∩ F ∩ N = F . Aśı, (F es una medida

normal en κω)L[F ], luego también ((F es una medida normal en κω)L[F ])N . En
particular,

(
∨

α < j(κ)
∨

U ⊂ Pα(U es una medida normal en α)L[U ])N .
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Ahora usamos que j es elemental, con lo que∨
α < κ

∨
U ⊂ Pα(U es una medida normal en α)L[U ].

Claramente κ es (fuertemente) inaccesibleL[U ], luego M = Vκ ∩ L[U ] es un
modelo transitivo de ZFC y además M � [α] es un cardinal medible.

Esto significa que la consistencia de que exista un cardinal medible κ tal
que 2κ > κ+ no puede probarse ni siquiera suponiendo la consistencia de que
exista un cardinal medible. Aśı pues, aunque tenemos ya la existencia de un
cardinal medible es consistente con la HCG, este teorema nos advierte que la
consistencia de otras variantes no puede probarse tan fácilmente como podŕıa
pensarse. De hecho, un teorema de Kunen prueba que bajo la hipótesis del
teorema anterior puede construirse un modelo con cualquier cantidad prefijada
de cardinales medibles.

15.4 Cardinales débilmente medibles

En el caṕıtulo X introdujimos los cardinales R-medibles en relación con el
problema de si es posible extender la medida de Lebesgue a todos los subcon-
juntos de R. Recordemos que un cardinal κ es R-medible si existe una medida
fuerte en κ, es decir, una medida κ-aditiva en Pκ respecto a la cual los pun-
tos tienen medida nula. El teorema 10.26, junto con las observaciones de la
sección 11.1, muestra que los cardinales R-medibles mayores que 2ℵ0 son preci-
samente los cardinales medibles, mientras que los cardinales R-medibles ≤ 2ℵ0

son los que permiten extender la medida de Lebesgue (teorema 10.27). Sucede
que las propiedades principales de los cardinales R-medibles se siguen de una
propiedad más débil que conviene estudiar separadamente:

Definición 15.41 Una medida débil en un cardinal κ es un ideal I en κ que
cumple las propiedades siguientes:

a)
∧

α ∈ κ {α} ∈ I,

b) I es κ-completo (definición 11.1),

c) I cumple la condición de cadena numerable (definición 7.42 con B = Pκ).

Diremos que κ es un cardinal débilmente medible2 si existe una medida débil
en κ.

Aśı, si µ es una medida fuerte en κ en el sentido de 10.25, el ideal Iµ de los
conjuntos nulos para µ es una medida débil en κ. En efecto, que µ sea no trivial
equivale a la propiedad a), que µ sea κ-aditiva equivale a b) (teorema 10.17) y
la condición de cadena numerable se cumple por el teorema 10.2 f).

Por consiguiente, todo cardinal R-medible es débilmente medible.
2No existe un nombre estándar para estos cardinales. Lo más frecuente es referirse a ellos

como “cardinales con un ideal κ-completo σ-saturado”.
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Si I es una medida débil en un cardinal κ, podemos hablar de conjuntos
nulos en κ (los de I), conjuntos de medida 1 (los del filtro dual de I, es decir, los
de complementario nulo) y conjuntos de medida positiva (los que no son nulos),
si bien —naturalmente— la medida de un conjunto no está definida.

En estos términos las condiciones de la definición de medida débil pueden
parafrasearse diciendo que los puntos tienen medida nula, la unión de menos
de κ conjuntos nulos es nula y toda familia de conjuntos de medida positiva
disjuntos dos a dos es a lo sumo numerable. Notemos que, de hecho, las dos
primeras propiedades implican que todo subconjunto de κ de cardinal menor
que κ es nulo (pues es unión de menos de κ puntos).

Ejercicio: Probar que si existe un cardinal κ con un ideal I que cumple la definición
de medida débil salvo que es σ-completo en vez de κ-completo, el menor de tales
cardinales es débilmente medible.

El teorema 10.26 es válido en realidad para cardinales débilmente medibles:

Teorema 15.42 Sea κ un cardinal débilmente medible. Entonces κ es débil-
mente inaccesible y si κ > 2ℵ0 entonces es un cardinal medible.

Demostración: El argumento empleado en el teorema 10.26 en virtud del
cual los cardinales R-medibles son débilmente inaccesibles es válido literalmente
para cardinales débilmente medibles (nos referimos, concretamente, a la prueba
de que son regulares, al principio de la demostración, y a la de que son cardinales
ĺımite, al final de la misma. Obviamente un cardinal débilmente medible ha de
ser no numerable.)

El resto de la prueba es una combinación de la parte correspondiente de
10.26 y un refinamiento del argumento de 10.23:

Sea I una medida débil en un cardinal κ. Supongamos que existe un conjunto
X ∈ κ de medida positiva (y, por consiguiente, de cardinal κ) tal que

I|X = {A ⊂ X | A ∈ I}

sea un ideal primo en X.
Es claro que I|X es un ideal κ-completo de X que contiene a los puntos,

luego su filtro dual es un ultrafiltro κ-completo no principal en X. A través de
una biyección con κ podemos obtener un ultrafiltro análogo en κ, es decir, una
medida en κ. Concluimos, pues, que en este caso κ es un cardinal medible.

El teorema quedará demostrado si probamos en el caso contrario κ ≤ 2ℵ0 .
El caso contrario es que para todo X ⊂ κ de medida positiva el ideal I|X
no es primo, de modo que existe un Y ⊂ X tal que tanto Y como X \ Y
tienen medida positiva. En definitiva, estamos suponiendo que todo conjunto
de medida positiva puede partirse en dos subconjuntos de medida positiva.

Definimos un árbol A de subconjuntos de κ, donde el orden es la relación
inversa de la inclusión. Cada nivel de A estará formado por subconjuntos de κ
de medida positiva disjuntos dos a dos. Empezamos por Niv0A = {κ}. Supuesto
definido NivαA, partimos cada uno de sus elementos en dos conjuntos disjuntos
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de medida positiva. Los conjuntos obtenidos forman Nivα+1A, de modo que
cada elemento de NivαA tiene exactamente dos extensiones en el nivel siguiente.
Supuestos definidos NivδA para todo δ < λ, definimos NivλA como el conjunto
de todas las intersecciones X =

⋂
δ<λ

Xδ, donde Xδ ∈ NivδA y X tiene medida
positiva.

Toda rama de A tiene altura numerable. En efecto, si {Xα}α<β es una rama,
entonces {Xα \ Xα+1}α+1<β es una familia de conjuntos de medida positiva
disjuntos dos a dos, luego ha de ser numerable. Por consiguiente la altura de A
es a lo sumo ω1.

Aśı mismo, cada nivel de A es una familia de conjuntos disjuntos de medida
positiva, luego los niveles son numerables. Por consiguiente, el número de ramas
de altura α < ω1 es a lo sumo ℵℵ0

0 = 2ℵ0 , luego en total A tiene a lo sumo
ℵ1 · 2ℵ0 = 2ℵ0 ramas.

Sea {Cα}α<µ, µ ≤ 2ℵ0 , una enumeración de todas las ramas de A tales que
Zα =

⋂
X∈Cα

X �= ∅.

El conjunto Zα ha de tener medida nula, o de lo contrario la rama se podŕıa
prolongar. Más aún, {Zα}α<µ es una partición de κ en conjuntos nulos disjuntos
dos a dos. Por consiguiente I no es µ-completo, luego κ ≤ µ ≤ 2ℵ0 .

Aśı pues, para cardinales > 2ℵ0 las propiedades “ser débilmente medible”,
“ser R-medible” y “ser medible” son equivalentes.

El concepto de medida normal tiene sentido igualmente para cardinales
débilmente medibles:

Definición 15.43 Diremos que una medida débil en un cardinal κ es normal
si para toda familia {Xα}α<κ de conjuntos de medida 1 se cumple que la inter-
sección diagonal '

α<κ
Xα tiene también medida 1.

Como en el caso de los cardinales medibles, las medidas normales se carac-
terizan en términos de funciones regresivas:

Teorema 15.44 Una medida débil en un cardinal κ es normal si y sólo si
cuando f : κ −→ κ cumple que el conjunto {α < κ | f(α) < α} tiene medida
positiva, entonces existe un γ < κ tal que {α < κ | f(α) = γ} tiene medida
positiva.

Demostración: El argumento de 11.26 se adapta de forma obvia para
probar una implicación. Supongamos ahora que una medida débil I cumple la
propiedad del enunciado y veamos que es normal. Sea {Xα}α<κ una familia de
subconjuntos de κ de medida 1 y supongamos que su intersección diagonal X
no tiene medida 1. Entonces κ \ X tiene medida positiva.

Para cada α ∈ κ \ X tenemos que α /∈ ⋂
δ<α

Xδ, luego existe un f(α) < α

tal que α /∈ Xf(α). Si α ∈ X definimos f(α) = α. Aśı tenemos una aplicación
f : κ −→ κ tal que {α < κ | f(α) < α} = κ \ X tiene medida positiva. Por
hipótesis existe un δ < κ tal que Y = {α < κ | f(α) = δ} tiene medida positiva.
Ahora bien, es claro que Y ⊂ κ \ Xδ, luego Y debeŕıa ser nulo.
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Teorema 15.45 Todo cardinal débilmente medible tiene una medida débil nor-
mal.

Demostración: Diremos que una función g : X −→ κ, definida sobre
un conjunto X ⊂ κ es fuertemente no acotada si no existe ningún γ < κ ni
un Y ⊂ X de medida positiva tal que

∧
α ∈ Y g(α) < γ, es decir, si g no

está acotada en ningún conjunto de medida positiva. Sea F la familia de todas
las funciones fuertemente no acotadas en κ. Como todo conjunto de medida
positiva no está acotado en κ, la identidad en κ pertenece a F que es, pues, no
vaćıo.

Si g, h ∈ F, diremos que g < h (resp. g ≤ h) si Dominio(g) ⊂ Dominio(h) y
para todo α en el dominio de g se cumple g(α) < h(α) (resp. g(α) ≤ h(α)).

Notemos que g ≤ h no significa g < h ∨ g = h.

Diremos que g ∈ F es minimal si no existe h ∈ F tal que h < g. Vamos a
probar que F tiene un elemento minimal. En caso contrario, para cada g ∈ F

existe h ∈ F tal que h < g. Tomemos g ∈ F arbitraria. Sea W una familia
maximal de funciones h < g con dominios disjuntos dos a dos. Como I cumple
la condición de cadena numerable, W es numerable, de donde se sigue que la
unión f de las funciones de W cumple f ∈ F. (Dado un subconjunto X de su
dominio de medida positiva, la intersección de X con el dominio de alguna de
las funciones h ∈ W ha de tener medida positiva (por la numerabilidad), luego
h no está acotada en (una parte de) X y f no está acotada en X). Además
es claro que f < g y X = Dominio(g) \ Dominio(f) ha de ser nulo, pues en
caso contrario f |X ∈ F y existiŕıa h ∈ F tal que h < f |X , con lo que W ∪ {h}
contradiŕıa la maximalidad de W .

Como g era arbitraria, podemos construir una sucesión de funciones de F tal
que g0 > g1 > g2 > · · · y de modo que Dominio(gn)\ Dominio(gn+1) ∈ I para
todo n. Entonces

⋂
n<ω

Dominio(gn) tiene medida positiva (en caso contrario

todas las gn tendŕıan dominio nulo) y esto es absurdo porque un α en esta
intersección cumple g0(α) > g1(α) > g2(α) > · · ·

Este argumento prueba en realidad que para toda g ∈ F existe h ∈ F minimal
tal que h ≤ g. Por consiguiente, si W es una familia maximal de funciones
minimales de F con dominios disjuntos dos a dos y f : X −→ κ es la unión de
todas ellas, entonces f ∈ F y X tiene medida 1.

De hecho, si sustituimos una función de W por la extensión resultante de
asignarle el valor 0 en (el conjunto nulo) κ \ X, la familia W sigue cumpliendo
lo mismo, pero ahora f : κ −→ κ.

Veamos que si g : Y −→ κ es una función definida en un conjunto Y ⊂ κ
de medida positiva tal que

∧
α ∈ Y g(α) < f(α), entonces g es constante en un

conjunto de medida positiva.
En efecto, ha de existir h ∈ W tal que la intersección de Y con el dominio de

h tenga medida positiva (porque W es numerable). Si Z es esta intersección, no
puede ser que g|Z ∈ F, pues entonces seŕıa g|Z < h, en contra de la minimalidad
de h, luego g|Z está acotada por un cierto γ < κ en un subconjunto de Z de
medida positiva. Equivalentemente, g−1[γ] tiene medida positiva, pero por la
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κ-completitud de I, alguno de los conjuntos {g−1[{α}]}α<γ ha de tener medida
positiva.

Sea J = f [I] en el sentido del teorema 11.6 (que vale igualmente para idea-
les). Tenemos que J es un ideal κ-completo en κ. Para cada γ < κ tenemos
que f está acotada en Y = f−1[{γ}], luego Y ha de ser nulo (si tuviera medida
positiva, X ∩ Y también la tendŕıa y f estaŕıa acotada en él). Por consiguiente
{γ} ∈ J .

Una familia no numerable de subconjuntos de κ de medida positiva módulo
J daŕıa lugar a una familia análoga módulo I sin más que aplicar f−1, luego J
cumple la condición de cadena numerable y es, por lo tanto, una medida débil
en κ.

Finalmente, para probar que J es normal tomamos g : κ −→ κ tal que el
conjunto Z = {α < κ | g(α) < α} /∈ J . Entonces Y = f−1[Z] /∈ I, y para todo
α ∈ Y se cumple que g(f(α)) < f(α). Por la construcción de f concluimos
que f ◦ g es constante en un conjunto de medida positiva módulo I, luego g es
constante en un conjunto de medida positiva módulo J .

Ejercicio: Probar que todo cardinal R-medible tiene una medida fuerte µ tal que Iµ

es una medida (débil) normal.

Necesitamos un par de propiedades de las medidas débiles normales:

Teorema 15.46 Sea I una medida débil normal en un cardinal κ.

a) Los conjuntos cerrados no acotados en κ tienen medida 1.

b) Si g : X −→ κ cumple que
∧

α ∈ X g(α) < α y X tiene medida positiva,
entonces g está acotada casi por todas partes, es decir, existe un γ < κ tal
que el conjunto {α ∈ X | g(α) ≥ γ} es nulo.

Demostración: a) El teorema de Fodor [15.15] afirma que si un conjunto
E cumple que toda aplicación f : E −→ κ tal que

∧
α ∈ E f(α) < α es constante

en un conjunto no acotado, entonces E es estacionario.
Si E es un conjunto de medida positiva, ciertamente cumple esta propiedad

(f ha de ser constante en un conjunto de medida positiva, en particular no
acotado), luego todo conjunto de medida positiva es estacionario. Esto implica
que todo conjunto c.n.a. C ha de tener medida 1, pues κ \C no es estacionario,
luego ha de ser nulo.

b) Todo Y ⊂ X de medida positiva tiene un subconjunto de medida positiva
donde g es constante. En efecto, para probarlo basta aplicar el teorema 15.44 a
la función g̃ : κ −→ κ dada por

g̃(α) =
{

g(α) si α ∈ Y ,
α si α ∈ κ \ Y .

Sea W una familia maximal de subconjuntos de X de medida positiva dis-
juntos dos a dos en los que g es constante y sea Z la unión de todos ellos.
Claramente X \ Z tiene medida 0 (por la maximalidad de W ) y como W es
numerable y κ es regular, existe un γ < κ tal que

∧
α ∈ Z g(α) < γ.
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Como aplicación probamos lo siguiente:

Teorema 15.47 Todo cardinal débilmente medible es débilmente de Mahlo.

Demostración: Sea κ un cardinal débilmente medible y sea I una medida
débil normal en κ. Basta probar que el conjunto de los cardinales regulares
menores que κ tiene medida 1, pues entonces, como el conjunto de los cardinales
ĺımite menores que κ es c.n.a., la intersección tendrá también medida 1, luego
en particular será estacionaria, pero dicha intersección es el conjunto de los
cardinales débilmente inaccesibles menores que κ.

Supongamos, por el contrario, que el conjunto X de los ordinales ĺımite
λ < κ tales que cf λ < λ tiene medida positiva. Entonces existe un conjunto
Y ⊂ X de medida positiva y un λ0 < κ tales que

∧
λ ∈ Y cf λ = λ0.

Para cada λ ∈ Y , sea {αλδ}δ<λ0 una sucesión cofinal creciente en λ. Para
cada δ < λ0, podemos aplicar el teorema anterior a la aplicación λ �→ αλδ < λ,
lo que nos da un γδ < κ tal que αλδ < γδ para casi todo λ ∈ Y . Sea γ =⋃
δ<λ0

γδ < κ. Entonces, por la κ-completitud de Y tenemos que αλδ < γ para

casi todo λ ∈ Y y todo δ < λ0. Pero entonces λ ≤ γ para casi todo λ ∈ Y ,
lo cual es absurdo, pues Y tiene medida positiva y, por consiguiente, no está
acotado.

En realidad puede probarse que si κ es débilmente medible y E tiene medida
positiva, entonces E ∩ λ es estacionario en λ para casi todo λ. De aqúı se sigue
que los cardinales débilmente medibles son en realidad débilmente κ-Mahlo. La
prueba requiere el uso de ultrapotencias genéricas (una mezcla de ultrapotencias
y extensiones genéricas) que no vamos a estudiar aqúı.

Ejercicio: Probar que si κ es un cardinal débilmente medible entonces no existen
κ-árboles de Aronszajn, por lo que en 12.10 no puede eliminarse la hipótesis de que κ
sea fuertemente inaccesible. Ayuda: Adaptar la prueba de 12.11.

Vemos que los cardinales débilmente medibles se parecen a los cardinales
medibles en que son débilmente κ-Mahlo (en lugar de fuertemente κ-Mahlo)
y que son casi débilmente compactos. Ahora vamos a probar que son casi
cardinales de Ramsey:

Teorema 15.48 Sea I una medida débil normal en un cardinal κ, sea γ < κ y
sea f : [κ]<ω −→ γ una partición. Entonces existe H ⊂ κ de medida 1 tal que
la imagen de [H]<ω por f es numerable.

Demostración: Basta probar que para cada n existe un conjunto Hn ⊂ κ
de medida 1 tal que la imagen de [Hn]n por f es a lo sumo numerable. Entonces
la intersección de todos los Hn cumplirá el teorema. Equivalentemente, podemos
suponer una partición f : [κ]n −→ γ y encontrar H ⊂ κ de medida 1 tal que
f tome una cantidad numerable de valores en [H]n. Razonamos por inducción
sobre n.

Para n = 1 tenemos f : κ −→ γ. Sea W una familia maximal de subconjun-
tos de κ de medida positiva disjuntos dos a dos donde f sea constante y sea H
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su unión. Como W es numerable, f [H] también lo es, y H tiene medida 1 por
la maximalidad de W (si κ \H tuviera medida positiva, se podŕıa descomponer
en γ conjuntos donde f es constante, luego alguno tendŕıa medida positiva por
la κ-completitud de I).

Supongamos que el teorema vale para n y sea f : [κ]n+1 −→ γ. Para cada
α < κ sea fα : [κ \ {α}]n −→ γ dada por fα(x) = f({α} ∪ x). Por hipótesis de
inducción existe un conjunto Xα ⊂ κ \ {α} de medida 1 tal que la imagen de
[Xα]n por fα es numerable. Sea Aα ⊂ γ esta imagen y sea X = '

α<κ
Xα, que

tiene medida 1 porque la medida es normal.
Si α < α1 < · · · < αn están en X, entonces {α1, . . . , αn} ∈ [Xα]n, luego

f({α, α1, . . . , αn}) = fα({α1, . . . , αn}) ∈ Aα.

Sea Aα = {aαm | m < ω}. Aplicamos el caso n = 1 a la función gm : X −→ γ
dada por gm(α) = aαm. Existe un conjunto Hm ⊂ X de medida 1 tal que
gm[Hm] es numerable. Sea H =

⋂
m∈ω

Hm ⊂ X, que tiene medida 1 y

⋃
α∈H

Aα =
⋃

n∈ω
gm[H]

es numerable. La imagen por f de [H]n+1 está en esta unión, luego es numerable.

Esta propiedad es suficiente para demostrar los apartados a) y c) del teo-
rema 12.30:

Teorema 15.49 Sea I una medida débil normal en un cardinal κ y µ < κ un
cardinal infinito, sea L un lenguaje formal tal que |L| ≤ µ y M un modelo de
L con κ ⊂ M . Sean P , X ⊂ M tales que |P | < κ y |X| ≤ µ. Entonces existe
un submodelo elemental N ≺ M tal que

|N | = κ, X ⊂ N, |P ∩ N | ≤ µ y N ∩ κ tiene medida 1.

Demostración: Añadamos a L un relator monádico cuya interpretación
en M sea la pertenencia a P , aśı como un conjunto de constantes que nombren
a cada elemento de X. Se sigue cumpliendo que |L| ≤ µ. Sea ahora L la
extensión de L que resulta de añadirle funtores de Skolem según la definición
1.11. Se sigue cumpliendo |L| ≤ µ. Podemos considerar a M como modelo de
L sin más que interpretar los funtores de Skolem con unas funciones de Skolem
prefijadas.

Para cada término de Skolem t(x1, . . . , xn) de L, sea ft : [κ]n −→ P ∪ {0}
la función dada por

ft(α1, . . . , αn) =
{

M(t)[α1, . . . , αn] si M(t)[α1, . . . , αn] ∈ P ,
0 si M(t)[α1, . . . , αn] /∈ P .

Por el teorema anterior existe Ht ⊂ κ de medida 1 tal que ft[[Ht]n] es
numerable. Como hay a lo sumo µ < κ términos de Skolem, H =

⋂
t
Ht ⊂ κ

tiene también medida 1.
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Sea N = N(H) ≺ M . Es claro que |N | = κ, aśı como que X ⊂ N y,
como H ⊂ N ∩ κ, tenemos también que N ∩ κ tiene medida 1. Falta ver que
|P ∩ N | ≤ µ. Ahora bien, si x ∈ P ∩ M entonces x = M(t)[α1, . . . , αn] para
cierto término de Skolem t y ciertos α1 < · · · < αn ∈ H, luego x ∈ ft[[H]n], que
es un conjunto numerable. Vemos aśı que P ∩ N está contenido en una unión
de µ conjuntos numerables, luego su cardinal es a lo sumo µ.

Si I es una medida débil normal en un cardinal κ y llamamos D a su filtro
dual, el argumento del teorema de Silver 15.28 es válido punto por punto para
probar el teorema siguiente:

Teorema 15.50 Si I es una medida débil normal en un cardinal κ, entonces
L[I] cumple la hipótesis del continuo generalizada.

A su vez, de aqúı deducimos un teorema muy interesante:

Teorema 15.51 (Solovay) Si κ es un cardinal débilmente medible e I es una
medida débil normal en κ, entonces κ es un cardinal medibleL[I].

Demostración: Sea I = I ∩ L[I]. Es inmediato comprobar que I es una
medida débil normalL[I] en κ, luego κ es débilmente medibleL[I]. Ahora bien,
como L[I] cumple la HCG, ha de ser (κ > 2ℵ0)L[I], luego por el teorema 15.42
concluimos que κ es medibleL[I].

Esto significa que si es consistente la existencia de un cardinal débilmente
medible (en particular la de un cardinal R-medible), también es consistente la
existencia de un cardinal medible o, léıdo al revés, que si queremos probar que es
consistente que exista un cardinal débilmente medible (o R-medible) tendremos
que suponer al menos que es consistente la existencia de un cardinal medible.

Otra consecuencia es que si κ es un cardinal débilmente medible, entonces
en L[I] existen los sostenidos, luego existen los sostenidos (en V ).

En la sección siguiente probaremos que la consistencia de que exista un
cardinal medible implica la consistencia de que 2ℵ0 sea R-medible, pero antes
terminaremos esta sección con otra consecuencia de los resultados que hemos
probado. Necesitamos un último resultado técnico.

Recordemos que dos funciones f y g en un cardinal regular µ son casi dis-
juntas si existe γ < µ tal que

∧
α(γ ≤ α < µ → f(α) �= g(α)). Una familia F

de funciones en µ es casi disjunta si sus elementos son funciones casi disjuntas
dos a dos.

Teorema 15.52 Sea κ un cardinal débilmente medible y µ < κ un cardinal
regular. Entonces toda familia F ⊂ µκ de funciones casi disjuntas cumple que
|F| ≤ κ.

Demostración: Si |F| > κ, como cada f : µ −→ κ está acotada por un
β < κ, existe G ⊂ F tal que |G| = κ y G ⊂ µβ, para cierto β < κ.



15.5. Más sobre cardinales R-medibles 409

Sea F : [G]2 −→ µ la partición dada por F ({f, g}) = un γ < µ tal que∧
α(γ ≤ α < µ → f(α) �= g(α)).

Por el teorema 15.48 existe H ⊂ G de cardinal κ tal que A = F [[H]2] ⊂ µ es
numerable. Sea A ⊂ α < µ. Entonces f(α) �= g(α), para todo par de funciones
distintas f , g ∈ H. Esto nos da una aplicación inyectiva H −→ β, lo cual es
imposible pues |H| = κ y β < κ.

Teorema 15.53 (Prikry) Si 2ℵ0 es débilmente medible, entonces todo cardinal
infinito µ < 2ℵ0 cumple que 2µ = 2ℵ0 .

Demostración: Razonamos por inducción sobre µ. Supongamos que para
todo cardinal infinito ν < µ se cumple 2ν = 2ℵ0 . Si µ es singular, entonces

2µ = (2<µ)cf µ = (2ℵ0)cf µ = 2cf µ = 2ℵ0 .

Supongamos que µ es regular. Para cada X ⊂ µ, sea fX = {X ∩ α}α<µ. Es
claro que F = {fX}X∈Pµ es una familia casi disjunta de 2µ funciones definidas
en µ.

Para cada α < µ, el conjunto Aα = {fX(α) | X ⊂ µ} tiene cardinal menor
o igual que |Pα| = 2|α| ≤ 2ℵ0 (por hipótesis de inducción), luego el cardinal de
A =

⋃
α<µ

Aα es a lo sumo µ · 2ℵ0 = 2ℵ0 .

A través de una inyección de A en 2ℵ0 la familia F da lugar a una familia
casi disjunta de 2µ funciones µ −→ 2ℵ0 , luego por el teorema anterior 2µ ≤ 2ℵ0 .

Aśı pues, el hecho de que 2ℵ0 sea débilmente medible tiene repercusiones
sobre la función del continuo. Por ejemplo, ya sab́ıamos que si 2ℵ0 = ℵ1 no
existen cardinales débilmente medibles (en particular R-medibles), pero ahora
podemos decir que en realidad basta con que 2ℵ0 < 2ℵ1 (una hipótesis mucho
más débil) para que no los haya.

15.5 Más sobre cardinales R-medibles

Todos los resultados de la sección anterior sobre cardinales débilmente me-
dibles valen obviamente para cardinales R-medibles. Terminamos el caṕıtulo
con algunos resultados espećıficos sobre éstos. En primer lugar veremos que la
consistencia de que exista un cardinal R-medible ≤ 2ℵ0 es equivalente a la de
que exista un cardinal medible. Para ello nos basamos en el teorema siguiente:

Teorema 15.54 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. En M , sea κ
un cardinal medible y U una medida en κ tal que (V = L[U ])M . Sea (B, m) un
álgebra medida completa. Si G es un ultrafiltro B-genérico sobre M , entonces κ
es un cardinal R-medible en M [G].

Demostración: Todo lo que sigue ha de entenderse relativizado a M . Para
cada a ∈ B, a �= O, cada τ ∈ MB tal que a � τ ⊂ κ̌ y cada α < κ, sea

fa(τ, α) =
m(a ∧ ‖α̌ ∈ τ‖)

m(a)
∈ [0, 1].
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Como 2ℵ0 < κ, existe un único número real 0 ≤ r ≤ 1 tal que fa(τ, α) = r
para casi todo α (módulo U). Definimos

µa(τ) = r | {α ∈ κ | fa(τ, α) = r} ∈ U.

1) Si a � σ ⊂ τ ⊂ κ̌, entonces µa(σ) ≤ µa(τ).

En efecto, a ∧ ‖α̌ ∈ σ‖ ≤ a ∧ ‖α̌ ∈ τ‖, luego fa(σ, α) ≤ fa(τ, α). Clara-
mente,

{α ∈ κ | µa(σ) = fa(σ, α) ∧ µa(τ) = fa(τ, α)} ∈ U,

luego existe un α < κ tal que

µa(σ) = fa(σ, α) ≤ fa(τ, α) = µa(τ).

2) En particular, si a � σ = τ ⊂ κ̌, entonces µa(σ) = µa(τ).

3) Si x ⊂ κ (suponiendo x ∈ M) entonces

µa(x̌) =
{ 1 si x ∈ U ,

0 si x /∈ U .

En efecto, ‖α̌ ∈ x̌‖ =
{

1l si α ∈ x,
O si α /∈ x, luego fa(x̌, α) =

{ 1 si α ∈ x,
0 si α /∈ x.

4) Sea γ < κ y {σδ}δ<γ (∈ M) tal que a � σδ ⊂ κ̌ y, para todo δ < ε < γ,
a � σδ ∩ σε = ∅. Sea τ = {(p.o.(δ̌, σδ), 1l) | δ ∈ γ} y sea σ ∈ MB tal que
a � σ =

⋃
δ<γ̌

τ(δ). Entonces µa(σ) =
∑
δ<γ

µa(σδ).

En efecto, si δ < ε < γ tenemos que

a ∧ ‖α̌ ∈ σδ‖ ∧ a ∧ ‖α̌ ∈ σε‖ = a ∧ ‖α̌ ∈ σδ ∩ σε‖ ≤ ‖α̌ ∈ ∅‖ = O.

Por lo tanto {a ∧ ‖α̌ ∈ σδ‖}δ<γ es una anticadena en B (quizá con términos
nulos). Por otra parte

a ∧ ‖α̌ ∈ σ‖ = a ∧ ‖
∨

δ < γ̌ α̌ ∈ τ(δ)‖

= a ∧
∨

δ<γ
‖α̌ ∈ τ(δ̌)‖ =

∨
δ<γ

a ∧ ‖α̌ ∈ σδ‖.

Aśı pues,

fa(σ, α) =
∑
δ<γ

m(a ∧ ‖α̌ ∈ σδ‖)
m(a)

=
∑
δ<γ

fa(σδ, α).

Sea Xδ = {α < κ | fa(σδ, α) = µa(σδ)} ∈ U . Sea X =
⋂

δ<γ

Xδ ∈ U . Si

α ∈ X, entonces fa(σ, α) =
∑
δ<γ

µa(σδ), luego µa(σ) =
∑
δ<γ

µa(σδ).
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5) Sea r ∈ [0, 1] (r ∈ M). Si D = {c ∈ B | O < c ≤ a ∧ µc(σ) < r} es denso
bajo a, entonces µa(σ) < r. Lo mismo vale para las desigualdades > r, ≤ r y
≥ r.

En efecto, sea {an}n∈ω una anticadena maximal en D (podŕıa ser finita, pero
el razonamiento que sigue vale igual). Claramente a =

∨
n∈ω

an.

Como µan
(σ) < r, para casi todo α < κ se cumple

m(an ∧ ‖α̌ ∈ σ‖) < r m(an).

Por la completitud de U , esto se cumple para todo n < ω para casi todo α.
Aśı pues, para casi todo α < κ,

m(a ∧ ‖α̌ ∈ σ‖) = m
( ∨

n∈ω
(an ∧ ‖α̌ ∈ σ‖)

)
=

∑
n∈ω

m(an ∧ ‖α̌ ∈ σ‖) <
∑

n∈ω
r m(an) = r m(a).

Por consiguiente, f(σ, α) < r para casi todo α, luego µa(σ) < r.

• Si b ∈ B, b �= O, b � σ ⊂ κ̌, definimos

µ∗
b(σ) = ı́nf

a≤b
µa(σ).

6) Las propiedades siguientes son obvias:

a) Si b � σ ⊂ τ ⊂ κ̌ entonces µ∗
b(σ) ≤ µ∗

b(τ),

b) Si b1 ≤ b2, entonces µ∗
b2

(σ) ≤ µ∗
b1

(σ),

c) Si x ⊂ κ entonces µ∗
b(x̌) =

{ 1 si x ∈ U ,
0 si x /∈ U .

d) Sea γ < κ y {σδ}δ<γ (∈ M) tal que b � σδ ⊂ κ̌ y, para todo δ < ε < γ,
b � σδ ∩ σε = ∅. Sea τ = {(p.o.(δ̌, σδ), 1l) | δ ∈ γ} y sea σ ∈ MB tal que
b � σ =

⋃
δ<γ̌

τ(δ). Entonces µ∗
b(σ) ≥ ∑

δ<γ

µ∗
b(σδ).

• Trabajamos ahora en M [G]. Notemos que como (V = L[U ])M , se cumple
que M = L[U ]M [G], luego µa(σ) y µ∗

b(σ) son definibles en M [G] (relativizando
las definiciones a L[U ]).

Sea µ : Pκ −→ [0, 1] dada por

µ(A) = sup
b∈G

µ∗
b(σ),

donde A = σG. (El supremo se toma en realidad sobre los b ∈ G tales que
b � σ ⊂ κ̌.)

7) La definición de µ no depende de la elección de σ.
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En efecto, supongamos que A = σG = τG. Entonces, si b ∈ G cumple
b � σ ⊂ κ̌, existe b′ ∈ G tal que b′ ≤ b y b′ � τ ⊂ κ̌ ∧ σ = τ . Entonces

µ∗
b(σ) ≤ µ∗

b′(σ) = µ∗
b′(τ) ≤ µ(τ)(A),

luego µ(σ)(A) ≤ µ(τ)(A), e igualmente se prueba la desigualdad contraria.

En realidad acabamos de probar algo más general:

8) Si A1 ⊂ A2 ⊂ κ, entonces µ(A1) ≤ µ(A2).

Otro hecho obvio es el siguiente:

9) Si A ∈ M , A ⊂ κ, entonces µ(A) =
{ 1 si A ∈ U ,

0 si A /∈ U .
• Claramente

‖
∨

µ(µ : Pκ̌ −→ [0, 1] ∧
∧

A ∈ Pκ̌
∨

x(x es un B̌-nombre ∧ x ∈ L[Ǔ ]

∧ A = xΓ ∧ µ(A) = sup
b∈Γ

(µ∗
b(x))L[Ǔ ]))‖ = 1l,

donde Γ es el nombre canónico de G. Por consiguiente existe µ̄ ∈ MB tal que

‖µ̄ : Pκ̌ −→ [0, 1] ∧
∧

A ∈ Pκ̌
∨

x(x es un B̌-nombre ∧ x ∈ L[Ǔ ]

∧ A = xΓ ∧ µ̄(A) = sup
b∈Γ

(µ∗
b(x))L[Ǔ ])‖ = 1l.

En particular µ = µ̄G.

10) Sea r ∈ [0, 1] ∩ M y sea b ∈ B tal que b � σ ⊂ κ̌. Entonces

µ∗
b(σ) ≥ r ↔ b � µ̄(σ) ≥ ř.

En efecto, si µ∗
b(σ) ≥ r y H es un ultrafiltro B-genérico sobre M con b ∈ H,

entonces µ̄H(σH) ≥ µ∗
b(σ) ≥ r, luego b � µ̄(σ) ≥ ř.

Supongamos ahora que b � µ̄(σ) ≥ ř. Hemos de probar que µ∗
b(σ) ≥ r, para

lo cual basta probar que para todo s < r se cumple µ∗
b(σ) ≥ s. Por la definición

de µ∗
b , para ello basta a su vez con demostrar que para todo c ≤ b (no nulo) se

cumple µc(σ) ≥ s. Por 5) basta probar que el conjunto

D = {d ∈ B | O < d ≤ c ∧ µd(σ) ≥ s}

es denso bajo c. En efecto, dado d ≤ c, tomamos un ultrafiltro B-genérico H
tal que d ∈ H. Como d � µ̄(σ) ≥ ř, tenemos que

sup
e∈H

µ∗
e(σ) = µ̄H(σH) ≥ r,

luego existe un e ∈ H tal que e ≤ d y µe(σ) ≥ µ∗
e(σ) ≥ s. Aśı pues, e ∈ D y

e ≤ d.
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11) Sean A1, A2 ⊂ κ (en M [G]), A = A1 ∪ A2, A1 ∩ A2 = ∅. Entonces
µ(A) = µ(A1) + µ(A2).

En efecto, sean A1 = σ1G, A2 = σ2G, A = σG. Sea c ∈ G tal que

c � σ = σ1 ∪ σ2 ∧ σ1 ∩ σ2 = ∅ ∧ σ1 ⊂ κ̌ ∧ σ2 ⊂ κ̌.

Tomemos r1, r2 ∈ [0, 1] ∩ M tales que µ(A1) ≥ r1, µ(A2) ≥ r2. Sea b ∈ G,
b ≤ c tal que b � (µ̄(σ1) ≥ ř1 ∧ µ̄(σ2) ≥ ř2).

De 10) se sigue que µ∗
b(σ1) ≥ r1, µ∗

b(σ2) ≥ r2 y, por (un caso particular de)
6d), también

µ∗
b(σ) ≥ µ∗

b(σ1) + µ∗
b(σ2) ≥ r1 + r2.

Por consiguiente, µ(A) ≥ µ∗
b(σ) ≥ r1 + r2. Como Q = QM ⊂ M , al tomar

supremos en r1 y r2 concluimos que µ(A) ≥ µ(A1) + µ(A2).

Supongamos que µ(A) > µ(A1) + µ(A2). Existen r1, r2 ∈ [0, 1] ∩ M tales
que µ(A1) < r1, µ(A2) < r2 y µ(A) ≥ r1 + r2. Sea b ∈ G, b ≤ c tal que

b � (µ̄(σ1) < ř1 ∧ µ̄(σ2) < ř2 ∧ µ̄(σ) ≥ ř1 + ř2).

Vamos a ver que µb(σ1) < r1. Por 5) basta ver que el conjunto

D = {d ∈ B | O < d ≤ b ∧ µd(σ1) < r1}

es denso bajo b. En efecto, si e ≤ b, existe un d′ ≤ e tal que d′ � µ̄(σ1) < ř1,
luego por 10) µ∗

d′(σ1) < r1 y por definición de µ∗
d′ existe un d ≤ d′ tal que

µd(σ1) < r1. Aśı, d ∈ D y d ≤ e.

Igualmente µb(σ2) < r2, luego por (un caso particular de) 4),

µ∗
b(σ) ≤ µb(σ) = µb(σ1) + µb(σ2) < r1 + r2,

pero 10) nos da también que µ∗
b(σ) ≥ r1 + r2, contradicción.

12) Sean {Aδ}δ<γ (en M [G]) con γ < κ subconjuntos de κ disjuntos dos a
dos. Sea A =

⋃
δ<γ

Aδ. Entonces µ(A) =
∑
δ<γ

µ(Aδ).

Por 11) se cumple que µ(A) ≥ ∑
δ<γ

µ(Aδ).

Sea Aδ = σδG. Podemos suponer que {σδ}δ<γ ∈ M . En efecto, tenemos
que {Aδ}δ<γ = τG. Para cada δ < γ, es claro que ‖

∨
x τ(δ̌) = x‖ = 1l, luego

existe un σδ ∈ MB tal que ‖τ(δ̌) = σδ‖ = 1l, y la elección puede hacerse en M .
Definimos σ según 4), con lo que A = σG. Podemos cambiar τ por el definido
en 4). Sea c ∈ G tal que

c �
∧

δε < γ̌(δ �= ε → τ(δ) ∩ τ(ε) = ∅).

En particular, si δ < ε < γ, se cumple que c � σδ ∩ σε = ∅.
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Supongamos que µ(A) >
∑
δ<γ

µ(Aδ). Entonces existe r ∈ [0, 1] ∩ M y b ∈ G,
b ≤ c de modo que

b �
∑
δ<γ

µ̄(τ(δ)) < ř ≤ µ̄(σ).

Sea E ⊂ γ finito. Como ‖
∨

x x =
⋃

δ∈Ě

τ(δ)‖ = 1l, existe σE ∈ MB tal que

‖σE =
⋃

δ∈Ě

τ(δ)‖ = 1l. Claramente entonces b � µ̄(σE) < ř y, como el en apar-

tado anterior, de aqúı se sigue que µb(σE) < r. Por 4) µb(σE) =
∑

δ∈E

µb(σδ) < r.

Como esto vale para todo E finito, también por 4) concluimos que

µ∗
b(σ) ≤ µb(σ) =

∑
δ<γ

µb(σb) ≤ r.

Pero por otra parte 10) implica que µ∗
b(σ) ≥ r, contradicción.

Con esto tenemos probado que (en M [G]) µ es una medida unitaria κ-aditiva
en κ. Además por 9) es no trivial, luego κ es R-medibleM [G].

Ahora es fácil convertir a 2ℵ0 en un cardinal R-medible:

Teorema 15.55 (Solovay) Si es consistente la existencia de un cardinal me-
dible, también es consistente que 2ℵ0 sea R-medible.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC en el que
exista un cardinal medible κ con una medida fuerte U tal que (V = L[U ])M [G].
Consideremos el álgebra de Cantor B = Bκ×ω (definición 10.14). Sea G un
ultrafiltro B-genérico sobre M . Las cuentas del teorema 10.20 prueban que
(2ℵ0 = κ)M [G]. Basta observar que en ellas no se usa que el modelo base cumple
V = L, sino únicamente que cumple la HCG, cosa que también sucede en nuestro
modelo. Por el teorema anterior κ es R-medibleM [G].

En particular tenemos que si es consistente que exista un cardinal medible,
también lo es que exista una medida 2ℵ0-aditiva en R que extienda a la medida
de Lebesgue.

Este teorema, junto con el otro teorema de Solovay que hemos visto en la
sección anterior, prueba que la consistencia de que exista un cardinal medible es
equivalente a la de que exista un cardinal R-medible ≤ 2ℵ0 y a la de que exista
un cardinal débilmente medible ≤ 2ℵ0 .

Ahora vamos a probar que un cardinal débilmente medible no tiene por qué
ser R-medible. Para ello probamos un análogo al teorema 15.54 pero para cardi-
nales débilmente medibles. Para que un cardinal medible siga siendo débilmente
medible en una extensión genérica no necesitamos un álgebra medida, sino que
sirve cualquier álgebra —y, por consiguiente, cualquier c.p.o.— con la condición
de cadena numerable:

Teorema 15.56 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. En M , sea κ
un cardinal medible y U una medida en κ tal que (V = L[U ])M . Sea P un c.p.o.
que cumpla la condición de cadena numerableM y sea G un filtro P-genérico
sobre M . Entonces κ es débilmente medibleM [G].
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Demostración: Sea I ∈ M el ideal primo dual de U . Sea

J = {X ∈ M [G] |
∨

Y ∈ I X ⊂ Y } ∈ M [G].

Claramente J es un idealM [G] en κ (es el ideal generado por I). Además es
claro que

∧
α ∈ κ {α} ∈ J . Veamos que J es κ-completoM [G].

Sea {Xδ}δ<γ = σG ∈ M [G] una familia de γ < κ elementos de J . Sea p0 ∈ P
tal que

p0 � σ : γ̌ −→ Pκ̌ ∧
∧

δ < γ̌
∨

Y ∈ Ǐ σ(δ) ⊂ Y.

Para cada δ < γ y cada p ≤ p0 existe un q ≤ p y un Y ∈ I de modo que
q � σ(δ̌) ⊂ Y̌ . Sea (en M) Wδ una anticadena maximal de condiciones q ≤ p0

para las cuales existe un Yδq ∈ I tal que q � σ(δ) ⊂ Y̌δq. Por hipótesis Wδ es
numerableM , luego

Y =
⋃

δ<γ

⋃
q∈Wδ

Yδq ∈ I.

Tenemos que toda extensión de p0 ha de ser compatible con algún elemento
de Wδ (o de lo contrario la anticadena se podŕıa extender), luego el teorema 4.8
nos da que G ∩ Wδ �= ∅. Si q ∈ G ∩ Wδ, entonces Xδ ⊂ Yδq ⊂ Y , luego⋃
δ<γ

Xδ ⊂ Y , lo que prueba que la unión está en J .

Falta probar que J cumple la condición de cadena numerableM [G]. Supon-
gamos que {Xδ}δ<ω1 = σG es una familia de subconjuntos disjuntos de κ de
medida positiva (módulo J). Por simplicidad, aqúı ω1 representa al ordinal
numerable ωM

1 = ω
M [G]
1 . Sea p ∈ P tal que

p � σ : ω1 −→ Pκ̌ ∧
∧

δε < ω1(δ < ε → σ(δ) ∩ σ(ε) = ∅)

∧
∧

δ < ω1

∧
Y ∈ Ǐ σ(δ) �⊂ Y.

Para cada δ < ω1, sea

Yδ = {α < κ |
∨

q ∈ P(q ≤ p ∧ q � α̌ ∈ σ(δ̌))} ∈ M.

Claramente p � σ(δ̌) ⊂ Y̌δ, luego Yδ /∈ I. Como I es κ-completoM , tenemos
que Y =

⋂
δ<ω1

Yδ /∈ I, luego en particular Y �= ∅.

Sea α ∈ Y . Para cada δ < ω1, sea qδ ∈ P, qδ ≤ p tal que qδ � α̌ ∈ σ(δ̌).
Como P cumple la condición de cadena numerableM , ha de haber dos condiciones
compatibles qδ y qε. Si q ≤ qδ ∧ q ≤ qε, entonces q � α̌ ∈ σ(δ̌) ∩ σ(ε̌),
contradicción.

Observemos que la consistencia del axioma de Martin se demuestra mediante
una extensión genérica con un c.p.o. que cumple la condición de cadena nume-
rable (teorema 9.25). Combinando esto con el teorema anterior obtenemos:

Teorema 15.57 Si es consistente la existencia de un cardinal medible, también
es consistente ZFC+AM + 2ℵ0 es débilmente medible.
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Ahora sólo nos falta demostrar que el axioma de Martin implica que no
existen cardinales R-medibles ≤ 2ℵ0 . Necesitamos un resultado previo, que a su
vez requiere una definición:

Definición 15.58 Consideramos en ωω el orden parcial dado por

f ≺ g ↔
∨

n0 ∈ ω
∧

n ≥ n0 f(n) < g(n).

Una escala de longitud κ es una sucesión {fα}α<κ ⊂ ωω tal que∧
αβ(α < β < κ → fα ≺ fβ) y

∧
g ∈ ωω

∨
α < κ g ≺ fα.

Teorema 15.59 (AM) Si H ⊂ ωω, |H| < 2ℵ0 , entonces existe f ∈ ωω tal que∧
h ∈ H h ≺ f . Por consiguiente existe una escala de longitud 2ℵ0 .

Demostración: Sea P el conjunto de pares (s, E) con s ∈ 2<ω y E ⊂ H
finito. Consideramos en P el orden parcial dado por

(s, E) ≤ (s′, E′) ↔ s′ ⊂ s ∧ E′ ⊂ E

∧
∧

k ∈ Dominio(s) \ Dominio(s′)
∧

h ∈ E′ h(k) < s(k).

Dos condiciones (s, E1) y (s, E2) son obviamente compatibles, pues una ex-
tensión común es (s, E1 ∪ E2). Una familia no numerable de condiciones ha de
tener necesariamente dos con la misma primera componente, luego no puede ser
una anticadena. Aśı pues, P cumple la condición de cadena numerable.

Para cada h ∈ H, sea Dh = {(s, E) ∈ P | h ∈ E}, denso en P. Para cada
n ∈ ω sea Fn = {(s, E) ∈ P | n ∈ Dominio(s)}, también denso en P. Sea G un
filtro en P que corte a todos estos conjuntos. Sea f la unión de las primeras
componentes de las condiciones en G. El hecho de que G corte a los conjuntos
Fn se traduce en que f : ω −→ ω.

Si h ∈ H, existe (s, E) ∈ G∩Dh, es decir, h ∈ E. Aśı, si k ∈ ω \Dominio(s),
existe un (s′, E′) ∈ G tal que k ∈ Dominio(s′). Tomando una extensión común
podemos suponer que (s′, E′) ≤ (s, E), con lo que f(k) = s′(k) > h(k). Esto
prueba que h ≺ f .

Para construir una escala de longitud 2ℵ0 numeramos ωω = {gα}α<2ℵ0 .
Supuesto definido {fα}α<β para β < 2ℵ0 aplicamos lo que acabamos de probar
a H = {fα}α<β ∪ {gβ}, con lo que obtenemos una función fβ ∈ ωω tal que
fα ≺ fβ para todo α < β y gβ < fβ . De este modo, {fα}α<2ℵ0 es una escala.

Teorema 15.60 (AM) No existen cardinales R-medibles ≤ 2ℵ0 .

Demostración: Si existe un cardinal R-medible ≤ 2ℵ0 , entonces existe una
medida µ en R que extiende a la medida de Lebesgue (teorema 10.27). Como
la medida de Lebesgue es 2ℵ0-aditiva (teorema 10.18) tenemos que todo x ⊂ R
con |x| < 2ℵ0 cumple µ(x) = 0.
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Sea κ = 2ℵ0 . Biyectando el intervalo [0, 1] con κ obtenemos una medida
unitaria m en κ con esta propiedad, es decir, todo conjunto de medida positiva
tiene cardinal 2ℵ0 .

Sea {fα}α<κ una escala de longitud κ. Sea Anm = {α < κ | fα(n) = m}.
Aśı κ =

⋃
m<ω

Anm, para todo n < ω.

Para cada n < ω, sea mn < ω tal que

m
( mn⋃

m=0
Amn

)
≥ 1 − 1

2n+2

y sea Bn =
mn⋃

m=0
Amn. Sea B =

⋂
n<ω

Bn. Aśı

m(B) = 1 − m(κ \ B) = 1 − m
( ⋃

n<ω
κ \ B

)
≥ 1 −

( ∑
n<ω

m(κ \ Bn)
)

= 1 −
( ∑

n<ω
1 − m(Bn)

)
≥ 1 − ∑

n<ω

1
2n+2 = 1 − 1

2 = 1
2 .

Sea g : ω −→ ω la función dada por g(n) = mn. De este modo, si n ∈ ω
y α ∈ B, se cumple que α ∈ Bn, luego α ∈ Anm para cierto m ≤ mn, luego
fα(n) = m ≤ mn = g(n). Esto significa que g �≺ fα.

Por otra parte, como m(B) > 0, ha de ser |B| = 2ℵ0 , luego B es cofinal en
κ. Por definición de escala debe existir un β < κ tal que g ≺ fβ y, como B es
cofinal, existe un α ∈ B, α > β, pero entonces g ≺ fβ ≺ fα, contradicción.

Combinando este teorema con 15.57 concluimos finalmente:

Teorema 15.61 Si es consistente que exista un cardinal (débilmente) medible,
entonces es consistente que 2ℵ0 sea débilmente medible y no R-medible.

Ejercicio: Demostrar que si existe una escala de longitud κ entonces κ no es un
cardinal R-medible.





Caṕıtulo XVI

Otros cardinales grandes

Los cardinales medibles son los mayores cardinales que hemos estudiado
hasta ahora, pero existen (o pueden existir) muchos otros tipos de cardinales
mayores aún. En este caṕıtulo estudiaremos los más importantes, entre los que
destacan los cardinales compactos y los supercompactos.

16.1 Cardinales compactos

Los cardinales compactos los definimos incidentalmente en el caṕıtulo XII
al caracterizar los cardinales débilmente compactos como aquellos cardinales
fuertemente inaccesibles κ tales los lenguajes formales de tipo (κ, κ) o (κ,ℵ0)
satisfacen el teorema de compacidad débil. Alĺı anticipamos que si en lugar de
considerar el teorema de compacidad débil consideramos el teorema de compa-
cidad fuerte, obtenemos los cardinales (fuertemente) compactos. No obstante,
conviene definir estos cardinales con una propiedad más simple que no involucre
lenguajes infinitos.

Definición 16.1 Diremos que un cardinal regular no numerable κ es (fuerte-
mente) compacto si todo filtro κ-completo sobre todo conjunto A se extiende a
un ultrafiltro κ-completo en A.

Es claro que todo cardinal compacto κ es medible, pues, al ser regular, el
filtro

F = {x ⊂ κ | |κ \ x| < κ}

es κ-completo que contiene a los subconjuntos cofinitos de κ, luego un ultrafiltro
κ-completo que lo extienda será necesariamente no principal, es decir, será una
medida en κ.

Si A es un conjunto tal que |A| ≥ κ, definimos

P<κ(A) = {P ⊂ A | |P | < κ}.

419
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Para cada P ∈ P<κ(A) sea P̂ = {Q ∈ P<κ(A) | P ⊂ Q}. Es fácil ver que el
conjunto

F = {X ⊂ P<κ(A) |
∨

P ∈ P<κ(A) P̂ ⊂ X} (16.1)

es un filtro κ-completo en P<κ(A).

Una medida fina en P<κ(A) es un ultrafiltro κ-completo U en P<κ(A) que
extiende a F , es decir, tal que

∧
P ∈ P<κ(A) P̂ ∈ U .

En realidad, para que un ultrafiltro κ-completo U en P<κ(A) sea una medida
fina es suficiente con que

∧
a ∈ A {̂a} ∈ U , pues el caso general se sigue por la

κ-completitud.

Si U es una medida fina en P<κ(A), entonces U es un ultrafiltro no principal,
pues para todo P ∈ P<κ(A) existe un a ∈ A \ P , luego {a} ∈ P<κ(A), luego
{̂a} ∈ U , pero P /∈ {̂a}, luego {̂a} ⊂ P<κ(A) \ {P} ∈ U , luego {P} /∈ U .

Ahora podemos probar que los cardinales compactos son lo que hemos anti-
cipado que son:

Teorema 16.2 Sea κ un cardinal regular no numerable. Las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) κ es compacto.

b) Para todo conjunto A tal que |A| ≥ κ, existe una medida fina en P<κ(A).

c) Todo lenguaje formal de tipo (κ, κ) cumple el teorema de compacidad.

d) Todo lenguaje formal de tipo (κ,ℵ0) cumple el teorema de compacidad.

Demostración: a) → b) es inmediato, pues el filtro F definido en (16.1)
se extiende a una medida fina en P<κ(A).

b) → c) Sea L un lenguaje formal de tipo (κ, κ) y Σ un conjunto de senten-
cias de L tal que todo subconjunto S ⊂ Σ con |S| < κ tiene un modelo MS .
Sea U una medida fina en P<κ(Σ) y sea M el ultraproducto de los modelos
{MS}S∈P<κ(Σ). Entonces M es un modelo de L y el teorema de los ultrapro-
ductos 11.9 es válido para fórmulas de tipo (κ, κ) con el enunciado siguiente:
Si

v : Var(L) −→ ∏
S∈P<κ(Σ)

MS ,

definimos v∗ : Var(L) −→ M mediante v∗(x) = [v(x)] y para cada S ∈ P<κ(Σ)
definimos vS : Var(L) −→ MS mediante vS(x) = v(x)(S). Entonces

M � φ[v∗] ↔ {S ∈ P<κ(Σ) | MS � φ[vS ]} ∈ U.

La demostración es la misma de 11.9 (ahora por inducción sobre el rango
de φ) salvo que hay que añadir dos casos más, correspondientes al conjuntor
infinito y al generalizador infinito:

M �
∧

δ<β
φδ[v∗] ↔

∧
δ < β M � φδ[v∗]
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↔
∧

δ < β {S ∈ P<κ(Σ) | MS � φδ[vS ]} ∈ U

↔ ⋂
δ<β

{S ∈ P<κ(Σ) | MS � φδ[vS ]} ∈ U

↔ {S ∈ P<κ(Σ) | MS �
∧

δ<β
φδ[vS ]} ∈ U.

Para el caso del generalizador infinito probamos la coimplicación de las ne-
gaciones. Si ¬M �

∧
δ<β

xδ φ[v∗], entonces existe w : Var(L) −→ ∏
S∈P<κ(Σ)

MS

tal que la correspondiente w∗ coincide con v∗ sobre las variables distintas de
las xδ y M � ¬φ[w∗]. Podemos exigir, de hecho, que v y w coincidan sobre las
variables distintas de las xδ.

Por hipótesis de inducción para ¬φ (aqúı usamos el caso del negador, probado
en 11.9),

{S ∈ P<κ(Σ) | MS � ¬φ[wS ]} ∈ U, (16.2)

luego
{S ∈ P<κ(Σ) | ¬MS �

∧
δ<β

xδ φ[wS ]} ∈ U (16.3)

(pues este conjunto contiene al anterior). En consecuencia,

{S ∈ P<κ(Σ) | MS �
∧

δ<β
xδ φ[wS ]} /∈ U.

Rećıprocamente, si se cumple esto último, y por consiguiente (16.3), defi-
nimos w : Var(L) −→ ∏

S∈P<κ(Σ)

MS de manera que coincida con v sobre las

variables distintas de las xδ y para cada S en el conjunto de (16.3) se cumpla
MS � ¬φ[wS ]. Por hipótesis de inducción (para ¬φ) se cumple (16.2), luego
¬M �

∧
δ<β

xδ φ[v∗].

En particular, para toda sentencia φ de L tenemos que

M � φ ↔ {S ∈ P<κ(Σ) | MS � φ} ∈ U.

Ahora bien, si φ ∈ Σ, como U es una medida fina,

{S ∈ P<κ(Σ) | φ ∈ S} ∈ U,

luego {S ∈ P<κ(Σ) | MS � φ} ∈ U , pues este conjunto contiene al anterior,
luego M � φ. Aśı pues, M � Σ y se cumple el teorema de compacidad.

c) → d) es evidente.

d) → a). Sea A un conjunto y F un filtro κ-completo en A. Consideremos
un lenguaje formal de tipo (κ,ℵ0) que conste de un relator monádico Rx para
cada x ⊂ A y de una constante c. Sea L∗ como L pero sin la constante.

Llamemos M al modelo de L∗ de universo A y en el que cada relator Rx se
interpreta como la pertenencia a x. Sea ∆ el conjunto de las sentencias de L∗

verdaderas en M . Sea Σ = ∆∪{Rxc | x ∈ F}. Vamos a probar que todo S ⊂ Σ
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con |S| < κ tiene un modelo. Dado S, sea Y = {x ∈ F | Rxc ∈ S}. Entonces
|Y | < κ, luego al ser F un filtro κ-completo, tenemos que

⋂
x∈Y

x ∈ F . Claramente

M se convierte en un modelo de S sin más que interpretar la constante c como
cualquier elemento de esta intersección.

Por hipótesis Σ tiene un modelo N . Sea U = {x ∈ PA | M � Rxc}. Vamos
a probar que U es un ultrafiltro κ-completo en A que extiende a F .

Si x ∈ F , entonces Rxc ∈ Σ, luego N � Rxc, luego x ∈ U . Aśı pues, F ⊂ U .
En particular A ∈ U .

Como M �
∧

u¬R∅u, lo mismo vale para N , luego N � ¬R∅c y, por consi-
guiente ∅ /∈ U .

Si x ∈ U y x ⊂ y ⊂ A, entonces M �
∧

u(Rxu → Ryu), luego lo mismo vale
para N y, como N � Rxc, también N � Ryc, luego y ∈ U .

Supongamos que {xδ}δ<β ⊂ U , con β < κ. Sea x =
⋂

δ<β

x. Entonces

M �
∧

u(
∧

δ<β
Rxδ

u → Rxu),

luego N cumple lo mismo y, como para todo δ < β se cumple N � Rxδ
c, también

N �
∧

δ<β
Rxδ

c, luego N � Rxc y x ∈ U .

Finalmente, si x ⊂ A, entonces M �
∧

u(Rxu ∨ RA\xu), luego N cumple lo
mismo y, en particular, N � Rxc ∨ RA\xc, luego x ∈ U ∨ A \ x ∈ U .

Veamos ahora algunas de las implicaciones que tiene la existencia de un
cardinal compacto. Varias de ellas se deducen fácilmente del teorema siguiente:

Teorema 16.3 (Vopenka-Hrbacek) Sea κ un cardinal compacto y A un con-
junto de ordinales. Entonces, para todo cardinal µ ≥ κ tal que A ⊂ µ se cumple
que µ+ es débilmente compactoL[A].

Demostración: Sea F = {x ⊂ µ+ | |µ+ \ x| ≤ µ}. Claramente F es
un filtro κ-completo en µ+, que por compacidad se extiende a un ultrafiltro
κ-completo U tal que

∧
x ∈ U |x| = µ+.

Definimos una ultrapotencia Ult∗U (L[A]) construida a partir de la clase de
todas las funciones f : µ+ −→ L[A] (sin exigir que f ∈ L[A]). El teorema fun-
damental se demuestra sin ningún cambio y tampoco hay ningún inconveniente
en probar que la ultrapotencia está bien fundada, luego podemos considerar su
colapso transitivo M = UltU (L[A]). Sea j : L[A] −→ M la inmersión natural.

Por otra parte, consideramos la clase P =
{
f ∈ L[A]µ

+ ∣∣ |f [µ+]| ≤ µ
}

y
sobre ella construimos una ultrapotencia Ult∗−U (L[A]). Esta vez, en la prueba del
teorema fundamental hay que observar que la función f que se construye en el
caso del generalizador puede tomarse en P . Por lo demás la prueba es la misma,
y aśı mismo se comprueba sin cambio alguno que la ultrapotencia está bien
fundada, por lo que podemos considerar su colapso transitivo N = Ult−U (L[A]).
Llamaremos i : L[A] −→ N a la inmersión natural.

Sea k : N −→ M dada por k([f ]−) = [f ]. Es claro que k está bien definida,
es una inmersión elemental y además i ◦ k = j.
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Si f : µ+ −→ α, para un α < µ+, entonces k|[f ]− : [f−] −→ [f ] biyectiva,
pues es inyectiva por ser elemental y todo elemento de [f ] es de la forma [g], con
g : µ+ −→ α, luego g ∈ P , [g]− ∈ [f ]− y k([g]−) = [g]. Como además k conserva
la pertenencia y tanto [f ]− como [f ] son ordinales, ha de ser [f ]− = [f ].

De aqúı se sigue que j(A) = i(A), pues si [f ] ∈ j(A) podemos exigir que
f : µ+ −→ A, luego f : µ+ −→ µ, luego [f ] = [f−] ∈ i(A). Igualmente se
prueba la otra inclusión.

Por consiguiente, M = L[j(A)] = L[i(A)] = N , luego k : N −→ N . Si pro-
bamos que i(µ+) es el menor ordinal no fijado por k, el teorema 12.18 nos dará
que i(µ+) es débilmente compactoN , y al ser i elemental, µ+ será débilmente
compactoL[A].

Para ello observemos que i(µ+) =
⋃

α<µ+
i(α). En efecto, si [f ]− ∈ i(µ+)

podemos exigir que f : µ+ −→ µ+ y, como |f [µ+]| ≤ µ, existe un α < µ+ tal
que f : µ+ −→ α, con lo que [f ]− ∈ i(α).

Aśı pues, si β < i(µ+), se cumple que β < i(α), para un α < µ+, luego
β = [f ]−, para un cierta f : µ+ −→ α, luego k(β) = k([f ]−) = [f ] = [f ]− = β.

Por otra parte, si d es la identidad en µ+, es claro que todo α < µ+ cumple
i(α) = j(α) < [d], luego i(µ+) =

⋃
α<µ+

i(α) ≤ [d], pero también es obvio que

[d] < j(µ+), luego en efecto, i(µ+) < j(µ+) = k(i(µ+)), es decir, i(µ+) es el
menor ordinal no fijado por k.

Con la noción de constructibilidad relativa hab́ıamos conseguido hacer con-
sistente la constructibilidad con los cardinales medibles. Esto ya no vale para
los cardinales compactos:

Teorema 16.4 Si κ es un cardinal compacto y A es un conjunto cualquiera,
entonces V �= L[A].

Demostración: Por el teorema 13.10 existe un conjunto de ordinales A′ tal
que L[A] = L[A′]. Sea µ ≥ κ un cardinal tal que A′ ⊂ µ. Por el teorema anterior
µ+ es débilmente compactoL[A], pero obviamente no es débilmente compacto,
luego V �= L[A].

Si κ es un cardinal medible y U es una medida en κ, entonces L[U ] es un
modelo donde κ es medible pero, por el teorema anterior, no es compacto. Aśı
pues:

Teorema 16.5 Si es consistente que exista un cardinal medible, también lo es
que exista un cardinal medible no compacto.

Más aún, no es posible demostrar la consistencia de que exista un cardi-
nal compacto ni siquiera suponiendo la consistencia de que exista un cardinal
medible:

Teorema 16.6 Si κ es un cardinal compacto, existe un conjunto transitivo M
tal que M � ZFC +

∨
κ κ es un cardinal medible.
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Demostración: Sea U una medida en κ, sea A un conjunto de ordinales
tal que L[U ] = L[A], sea µ ≥ κ un cardinal tal que A ⊂ µ. Por el teorema
16.3 se cumple que µ+ es débilmente compactoL[U ], luego M = (Vµ+)L[U ] es un
modelo transitivo de ZFC en el que κ es un cardinal medible.

En realidad, un teorema de Kunen prueba que si existe un cardinal compacto
entonces existen conjuntos transitivos que son modelos de ZFC y contienen mu-
chos cardinales medibles (un conjunto con cualquier ordinal prefijado de ellos).
Por lo tanto, la consistencia de que exista un cardinal compacto no puede pro-
barse ni siquiera suponiendo la consistencia de muchos cardinales medibles.

Pasamos ahora a probar un teorema de Solovay sobre el efecto de los cardi-
nales compactos sobre la función del continuo. Se trata de que los cardinales sin-
gulares mayores que un cardinal compacto cumplen necesariamente la hipótesis
de los cardinales singulares. El grueso de la prueba es el teorema siguiente, que
tiene interés en śı mismo:

Teorema 16.7 Si κ es un cardinal compacto y µ ≥ κ es regular, entonces
µ<κ = µ.

Demostración: Sea U una medida fina en P<κ(µ) y jU : V −→ UltU (V )
la inmersión natural. Sea [f ] el menor ordinal en UltU (V ) tal que⋃

α<µ
jU (α) ≤ [f ].

Sea g : P<κ −→ µ la aplicación dada por g(P ) =
⋃

α∈P

α. Como U es una
medida fina, para todo α < µ se cumple que

{P ∈ P<κ(µ) | α ∈ P} ∈ U,

luego {P ∈ P<κ(µ) | α ≤ g(P )} ∈ U . Esto se traduce en que jU (α) ≤ [g], luego
[f ] ≤ [g] < jU (µ). Por consiguiente podemos exigir que f : P<κ(µ) −→ µ.

Sea D = f [U ] = {X ⊂ µ | f−1[X] ∈ U}. Por 11.6 sabemos que D es un
ultrafiltro κ-completo en µ. Veamos que todos sus elementos tienen cardinal µ.
En efecto, si α < µ entonces jU (α) ≤ [f ], luego {P ∈ P<κ(µ) | α ≤ f(P )} ∈ U ,
luego {β < µ | α ≤ β} ∈ D. De aqúı se concluye que los elementos de D no
están acotados en µ, luego tienen ciertamente cardinal µ.

Veamos ahora que {α < µ | cf α < κ} ∈ D, lo cual equivale1 a que

{P ∈ P<κ(µ) | cf f(P ) < κ} ∈ U.

Teniendo en cuenta que |P ∩ f(P )| < κ, basta probar que

{P ∈ P<κ(µ) | f(P ) =
⋃

α∈P∩f(P )

α} ∈ U.

1No suponemos que α sea un ordinal ĺımite. Recordemos que cf 0 = 0 y cf(α + 1) = 1.
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Si llamamos h : P<κ(µ) −→ µ a la aplicación dada por h(P ) =
⋃

α∈P∩f(P )

α, lo
que hemos de probar es que [f ] = [h]. Obviamente, [h] ≤ [f ].

Sea α < µ. Como U es una medida fina, {P ∈ P<κ(µ) | α ∈ P} ∈ U
y, como jU (α) < [f ], también {P ∈ P<κ(µ) | α ∈ f(P )} ∈ U . Tomando
la intersección tenemos que {P ∈ P<κ(µ) | α ∈ P ∩ f(P )} ∈ U , es decir,
{P ∈ P<κ(µ) | α ≤ h(P )} ∈ U , lo cual se traduce en que jU (α) ≤ [h], para todo
α < µ, luego [f ] ≤ [h].

En resumen, D es un ultrafiltro κ-completo en µ cuyos elementos tienen
todos cardinal µ y tal que casi todos los ordinales menores que µ (módulo D)
tienen cofinalidad menor que κ. Consideremos ahora la ultrapotencia UltD(V )
y la inmersión elemental natural jD : V −→ UltD(V ).

Para cada α < µ con cf α < κ, sea Aα ⊂ α no acotado con |Aα| < κ. En
otro caso sea Aα = ∅. Sea g : µ −→ V dada por g(α) = Aα y sea A = [g]D. Si
d es la identidad en µ, tenemos que A no está acotado en [d]D.

Veamos que si η < µ existe un η′ tal que η < η′ < µ de modo que

A ∩ {γ | jD(η) ≤ γ < jD(η′)} �= ∅.

En efecto, dado η < µ, del hecho de que los elementos de D tengan cardinal
µ se sigue que jD(η) < [d]D, luego existe un γ ∈ A tal que jD(η) ≤ γ < [d]D.
Sea γ = [h]D. Aśı, {α < µ | h(α) < α} ∈ D, con lo que, según la definición de
D, tenemos que {P ∈ P<κ(µ) | h(f(P )) < f(P )} ∈ U . Aśı jU (h)([f ]U ) < [f ]U ,
y por definición de [f ] ha de ser jU (h)([f ]U ) <

⋃
α<µ

jU (α). Por consiguiente,

existe η′ < µ tal que jU (h)([f ]U ) < jU (η′). A su vez esto nos da que

{P ∈ P<κ(µ) | h(f(P )) < η′} ∈ U,

luego {α < µ | h(α) < η′} ∈ D y aśı γ = [h]D < jD(η′) < [d]D. En conclusión,
γ ∈ A ∩ {γ | jD(η) ≤ γ < jD(η′)}.

Construimos una sucesión {ηα}α<µ. Hacemos η0 = 0. Dado ηα < µ, elegi-
mos ηα+1 de modo que ηα < ηα+1 < µ y

A ∩ {γ | jD(ηα) ≤ γ < jD(ηα+1)} �= ∅. (16.4)

Para cada λ < µ, tomamos ηλ =
⋃

δ<λ

ηδ.

Es claro que (16.4) se cumple también relativizado a UltD(V ), luego{
β < µ

∣∣ Aβ ∩ {γ | ηα ≤ γ < ηα+1} �= ∅
}

∈ D.

Si llamamos Bα = {γ | ηα ≤ γ < ηα+1}, tenemos que

{β < µ | Aβ ∩ Bα �= ∅} ∈ D.

Definiendo Mβ = {α < µ | Aβ ∩ Bα �= ∅} ⊂ µ tenemos que

{β < µ | α ∈ Mβ} ∈ D.
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Ahora, si P ∈ P<κ(µ), entonces

{β < µ | P ⊂ Mβ} =
⋂

α∈P

{β < µ | α ∈ Mβ} ∈ D.

En particular este conjunto no es vaćıo y existe un β < µ tal que P ∈ PMβ .

Acabamos de probar que P<κ(µ) =
⋃

β<µ

PMβ . Más aún, como |Aβ | < κ y

los Bα son disjuntos dos a dos, es claro que también |Mβ | < κ, luego

µ ≤ µ<κ = |P<κ(µ)| =
∣∣∣ ⋃
β<µ

PMβ

∣∣∣ ≤ ∑
β<µ

2|Mβ | ≤ ∑
β<µ

κ = µ,

donde hemos usado que κ es fuertemente inaccesible.

Teorema 16.8 (Solovay) Si κ es un cardinal compacto entonces la hipótesis
de los cardinales singulares se cumple sobre κ, es decir, si µ > κ es un cardinal
singular tal que 2cf µ < µ, entonces µcf µ = µ+.

Demostración: Sea µ > κ un cardinal cualquiera. Por el teorema anterior,
µ<κ ≤ (µ+)<κ = µ+. En particular µℵ0 ≤ µ+ para todo cardinal µ > κ. En
particular, si µ > κ cumple cf µ = ℵ0, entonces µcf µ = µ+, es decir, la HCS se
cumple para cardinales mayores que κ de cofinalidad numerable.

El teorema de Silver [15.18] afirma que el mı́nimo cardinal que incumple la
HCS ha de tener cofinalidad numerable. Modificando mı́nimamente la prueba
podemos afirmar que el mı́nimo cardinal mayor que κ que incumple la HCS ha
de tener cofinalidad numerable, con lo que concluimos que no puede existir tal
cardinal.

En efecto, llamemos κ0 al cardinal compacto para no entrar en conflicto con
la notación del teorema de Silver. Sea κ > κ0 el menor cardinal que incumple
la HCS y supongamos que µ = cf κ > ℵ0. Tenemos, pues, que 2µ < κ pero
κµ > κ+.

En la prueba del teorema de Silver, podemos tomar la sucesión {κα}α<µ

cofinal y normal en κ de modo que κ0 sea el cardinal compacto. La única
variación entonces es la comprobación de que

∧
ν < κ νµ < κ. Por el teorema

anterior esto es cierto si µ < κ0, luego podemos suponer que κ0 ≤ µ. Entonces
se cumple que νµ es uno de los cardinales ν, ν+ o 2µ, pues en la prueba del
teorema [14.18] el caso ν ≤ 2µ no usa la HCS y el caso ν > 2µ ≥ µ ≥ κ0 se
prueba por inducción sobre ν y sólo se aplica la HCS a ν (en el caso en que es
un cardinal ĺımite), con la cual contamos.

16.2 Cardinales supercompactos

Muchas de las propiedades de los cardinales medibles las hemos obtenido a
través del concepto de medida normal. Ahora vamos a definir una noción de
medida fina normal que desempeña un papel similar al de medida normal en
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un cardinal medible pero con una diferencia notable: no es posible demostrar
que si κ es un cardinal compacto entonces existen medidas finas normales en
los conjuntos P<κ(A). Por el contrario, la existencia de medidas finas normales
determina una nueva clase de cardinales grandes, los cardinales supercompactos,
tal vez los más importantes de todos los cardinales grandes.

Definición 16.9 Sea κ un cardinal regular y A un conjunto tal que |A| ≥ κ.
Una medida fina U en P<κ(A) es normal si cuando f : P<κ(A) −→ A cumple

{P ∈ P<κ(A) | f(P ) ∈ P} ∈ U,

existe un x ∈ A tal que

{P ∈ P<κ(A) | f(P ) = x} ∈ U.

Si κ es un cardinal regular y µ ≥ κ es un cardinal arbitrario, diremos que κ es
µ-supercompacto si existe una medida fina normal en P<κ(µ), lo cual equivale,
obviamente, a que exista una medida fina normal en P<κ(A) para todo conjunto
A con |A| = µ.

Diremos que κ es supercompacto si es µ-supercompacto para todo cardinal
µ ≥ κ o, equivalentemente, si para todo conjunto A con |A| ≥ κ existe una
medida fina normal en P<κ(A).

En primer lugar estudiaremos las ultrapotencias con medidas finas normales:

Teorema 16.10 Sea κ un cardinal µ-supercompacto, sea U una medida fina
normal en P<κ(µ) y sea j : V −→ UltU (V ) la inmersión natural en la ultrapo-
tencia asociada. Sea d la identidad en P<κ(µ).

a) Si x ⊂ P<κ(µ), entonces x ∈ U ↔ [d] ∈ j(X).

b) [d] = j[µ].

c) Si x ⊂ P<κ(µ), entonces x ∈ U ↔ j[µ] ∈ j(X).

d) Si f ∈ V P<κ(µ), entonces [f ] = j(f)([d]).

Demostración: a) Claramente

x ∈ U ↔ {P ∈ P<κ(µ) | P ∈ x} ∈ U

↔ {P ∈ P<κ(µ) | d(P ) ∈ cx(P )} ∈ U ↔ [d] ∈ j(x).

b) Si α < µ, como U es una medida fina, {P ∈ P<κ(µ) | α ∈ P} ∈ U , luego
j(α) ∈ [d]. Rećıprocamente, si [f ] ∈ [d], podemos suponer que f : P<κ(µ) −→ µ.
Ha de cumplirse que {P ∈ P<κ(µ) | f(P ) ∈ P} ∈ U , luego por normalidad existe
un α < µ tal que {P ∈ P<κ(µ) | f(P ) = α} ∈ U , luego [f ] = j(α) ∈ j[µ]. Aśı
pues, [d] = j[µ].

c) Es consecuencia inmediata de a) y b).
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d) Puesto que P<κ(µ) = {P ∈ P<κ(µ) | f(P ) = cf (P )(d(P ))} ∈ U , se
cumple que [f ] = [cf ]([d]) = j(f)([d]).

Aśı pues, si κ es un cardinal medible y D es una medida normal en κ, la
clase de la identidad [d] representa a κ en la ultrapotencia, mientras que en el
caso de una medida fina normal en P<κ(µ), la clase de la identidad representa
a j[µ]. El teorema siguiente nos da representantes canónicos de κ y µ.

Teorema 16.11 Sea κ un cardinal µ-supercompacto, sea U una medida normal
en P<κ(µ) y consideremos la ultrapotencia asociada UltU (V ). Para cada ordinal
α ≤ µ sea fα : P<κ(µ) −→ κ la función dada por fα(P ) = ord(P ∩α). Entonces
[fα] = α.

Una representación alternativa de κ es κ = [g], donde g : P<κ(µ) −→ Pκ
viene dada por g(P ) = P ∩ κ.

Demostración: Sea j : V −→ UltU (V ) la inmersión natural. Claramente
j(fα) : j(P<κ(µ)) −→ j(κ) viene dada por j(fα)(P ) = ord(P ∩ j(α)). Por el
teorema anterior, [fα] = j(fα)([d]) = ord([d] ∩ j(α)) = ord j[α] = ordα = α.

Igualmente, j(g) : j(P<κ(µ)) −→ j(Pκ) cumple j(g)(P ) = P ∩ j(κ), de
donde [g] = j(g)([d]) = [d] ∩ j(κ) = j[κ] = κ, por el teorema 11.22.

Las propiedades principales de los cardinales supercompactos las obtendre-
mos de la caracterización siguiente en términos de inmersiones elementales:

Teorema 16.12 Un cardinal κ es µ-supercompacto, para un cardinal µ ≥ κ, si
y sólo si existe una inmersión elemental j : V −→ M en una clase transitiva
M de modo que

a)
∧

α < κ j(α) = α,

b) µ < j(κ),

c) Mµ ⊂ M .

Si U es una medida fina normal en P<κ(µ), entonces la inmersión natural
j : V −→ UltU (V ) cumple estas propiedades.

Demostración: Supongamos que U es una medida final normal en P<κ(µ)
y sea j la inmersión natural. Entonces j cumple a) por el teorema 11.22.

Por el teorema anterior µ = [fµ] < j(κ), pues fµ : P<κ(µ) −→ κ.
Supongamos ahora que {aα}α<µ ∈ UltU (V )µ. Para cada α < µ, tomemos

gα : P<κ(µ) −→ V tal que aα = [gα]. Sea g : P<κ(µ) −→ V la aplicación dada
por g(P ) = {gα(P ) | α ∈ P}. Veamos que [g] = {aα | α < µ}.

Si α < µ, como U es una medida fina, {P ∈ P<κ(µ) | α ∈ P} ∈ U , luego
{P ∈ P<κ(µ) | gα(P ) ∈ g(P )} ∈ U , con lo que aα = [gα] ∈ [g].

Si [f ] ∈ [g], entonces {P ∈ P<κ(µ) | f(P ) ∈ g(P )} ∈ U y por lo tanto

{P ∈ P<κ(µ) |
∨

α ∈ P f(P ) = gα(P )} ∈ U.

Sea h : P<κ(µ) −→ µ dada por h(P ) = el mı́nimo α ∈ P tal que f(P ) =
gα(P ) si existe alguno y 0 en caso contrario. Aśı, {P ∈ P<κ(µ) | h(P ) ∈ P} ∈ U
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y por normalidad existe un α < µ tal que {P ∈ P<κ(µ) | h(P ) = α} ∈ U . Por
consiguiente, {P ∈ P<κ(µ) | f(P ) = gα(P )} ∈ U , es decir, [f ] = [gα] = aα.

Aśı pues, {aα | α < µ} = [g] ∈ UltU (V ). En definitiva hemos probado
que si f ∈ UltU (V )µ, entonces el rango de f pertenece a UltU (V ) y, como la
ultrapotencia es un modelo transitivo de ZFC, de hecho f ⊂ UltU (V ). Aplicando
lo que hemos probado a una biyección h : µ −→ f concluimos que f ∈ UltU (V ).

Supongamos ahora que j : V −→ M cumple las condiciones del enunciado.
Por la condición c) el conjunto G = j[µ] ∈ M . Sea

U = {x ⊂ P<κ(µ) | G ∈ j(x)}.

Basta probar que U es una medida fina normal en P<κ(µ). Notemos que
j(P<κ(µ)) = {x ⊂ j(µ) | |x|M < j(κ)}. Obviamente G ⊂ j(µ) y, por las
condiciones b) y c) cumple |G|M = µ < j(κ), luego G ∈ j(P<κ(µ)), luego
P<κ(µ) ∈ U .

Es fácil probar que U es un ultrafiltro κ-completo. Veamos, por ejemplo,
la κ-completitud. Sea β < κ y {xα}α<β una familia de elementos de U . Sea
r : β −→ V la aplicación dada por r(α) = xα. Como por a) se cumple j(β) = β,
tenemos que j(r) : β −→ V . Si α < β entonces (α, xα) ∈ r y, como j es
elemental, (α, j(xα)) ∈ j(r), luego j(r)(α) = j(xα).

Ahora,
∧

x(x ∈ ⋂
α<β

xα ↔
∧

α < β x ∈ r(α)), luego aplicando j y la

transitividad de M concluimos que j(
⋂

α<β

xα) =
⋂

α<β

j(xα). En consecuencia,
G ∈ j(

⋂
α<β

xα), luego
⋂

α<β

xα ∈ U .

Veamos que U es una medida fina. Para ello tomamos α < µ. Entonces
j({P ∈ P<κ(µ) | α ∈ P}) = {P ∈ j(P<κ(µ)) | j(α) ∈ P} y, como G pertenece
claramente a este conjunto, concluimos que {P ∈ P<κ(µ) | α ∈ P} ∈ U .

Ahora veamos que U es normal. Sea f : P<κ(µ) −→ µ una aplicación tal que
{P ∈ P<κ(µ) | f(P ) ∈ P} ∈ U . Entonces G ∈ j({P ∈ P<κ(µ) | f(P ) ∈ P}) =
{P ∈ j(P<κ(µ)) | j(f)(P ) ∈ P}, luego j(f)(G) ∈ G, es decir, j(f)(G) = j(α),
para un cierto α < µ. Por lo tanto G ∈ {P ∈ j(P<κ(µ)) | j(f)(P ) = j(α)} =
j({P ∈ P<κ(µ) | f(P ) = α}), luego {P ∈ P<κ(µ) | f(P ) = α} ∈ U .

Por ejemplo, ahora es inmediato que si κ ≤ µ ≤ ν y κ es ν-supercompacto,
entonces también es κ-supercompacto. Comparando con el teorema 11.33 con-
cluimos que un cardinal κ es medible si y sólo si es κ-supercompacto. Otra
consecuencia interesante es la siguiente:

Teorema 16.13 Si κ es un cardinal 2κ-supercompacto y j : V −→ M es una
inmersión elemental en las condiciones del teorema anterior, entonces

D = {x ⊂ κ | κ ∈ j(x)}

es una medida normal en κ tal que {µ < κ | µ es medible} ∈ D. En particular
κ es el κ-ésimo cardinal medible.
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Demostración: Por el teorema 11.33 tenemos que D es una medida normal
en κ. sea jD : V −→ UltD(V ) la inmersión natural y sea k : UltD(V ) −→ M la
inmersión dada en 11.33. En la prueba se ve que k([f ]) = jD(f)(κ). Por otro
lado, como D es normal tenemos que κ = [d], donde d es la identidad en κ. Aśı
pues, k(κ) = jD(d)(κ) = κ (pues jD(d) es la identidad en jD(κ)).

Por la propiedad c) del teorema anterior Pκ ∈ M , luego D ⊂ M y, como
|D| ≤ 2κ, de nuevo por el teorema anterior, D ∈ M . Obviamente, D es una
medidaM en κ. Aśı pues, k(κ) es medibleM , luego κ es medibleUltD(V ), luego
[d] es medibleUltD(V ), y esto implica que {µ < κ | µ es medible} ∈ D.

De este modo, la relación entre los cardinales supercompactos y los cardi-
nales medibles es análoga a la que conocemos entre los cardinales medibles y
los cardinales de Ramsey, o entre éstos y los débilmente inaccesibles, etc. La
situación de los cardinales compactos en esta jerarqúıa es at́ıpica. Nos ocupa-
remos de ella después. De momento veamos más propiedades de los cardinales
supercompactos. La siguiente muestra su efecto sobre la función del continuo.

Teorema 16.14 Si κ es un cardinal supercompacto y existe un cardinal ν ≥ κ
tal que 2ν > ν+, entonces existen κ cardinales ν < κ que cumplen lo mismo.
Por consiguiente, la HCG bajo κ implica la HCG.

Demostración: Consideremos un cardinal µ > 2ν , sea U una medida
normal en P<κ(µ), sea M = UltU (V ) y j : V −→ M la inmersión natural. Es
claro que ν, ν+ y 2ν son cardinalesM , y del hecho de que Mµ ⊂ M se sigue que
Pν ⊂ M , luego (Pν)M = Pν, luego (2ν > ν+)M .

Si δ < κ, como j(δ) = δ < κ ≤ ν < µ < j(κ), tenemos que∨
ν(j(δ) < ν < j(κ) ∧ 2ν > ν+)M ,

luego
∨

ν(δ < ν < κ ∧ 2ν > ν+). Como δ es arbitrario, hay κ cardinales ν en
estas condiciones.

Este teorema admite infinidad de variantes. He aqúı un ejemplo:

Ejercicio: Probar que si κ es un cardinal supercompacto y existe un cardinal medible
(o de Ramsey, o débilmente compacto, o regular, etc.) ν > κ tal que 2ν = ν+ (o
2ν = ν+++,etc.) entonces existen κ cardinales ν < κ que cumplen lo mismo.

En el caṕıtulo anterior vimos que si κ es un cardinal medible, en el modelo
canónico L[U ] tiene sólo una medida normal y 2κ medidas en total. Ahora
vamos a ver que si κ es supercompacto la situación es muy distinta. Para ello
necesitamos el teorema siguiente:

Teorema 16.15 Si κ es un cardinal 2κ-supercompacto y W ⊂ Pκ, entonces
existe una medida normal D en κ tal que W ∈ UltD(V ).

Demostración: Consideremos la fórmula φ(κ, W ) ≡ Para toda medida
normal D en κ se cumple que W /∈ UltD(V ). Supongamos, por reducción al
absurdo, que

∨
W ⊂ Pκ φ(κ, W ).
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Sea U una medida final normal en P<κ(2κ), sea jU : V −→ M la inmersión
natural, sea D = {x ⊂ κ | κ ∈ j(D)} que, según 16.13, es una medida normal en
κ, sea jD : V −→ UltD(V ) la inmersión asociada y sea k : UltD(V ) −→ M según
11.33. Al igual que en 16.13 concluimos que k(κ) = κ. Del hecho de que jU y
jD fijan a los ordinales menores que κ se sigue que k también lo hace, de modo
que

∧
α ≤ κ k(α) = α. Por 11.20 resulta que k fija a todos los subconjuntos de

κ, luego ∧
W ∈ UltD(V )(W ⊂ Pκ → k(W ) = W ).

En efecto, si x ∈ W , x = k(x) ∈ k(W ), y si x ∈ k(W ) ⊂ Pk(κ) = Pκ,
entonces x = k(x) ∈ k(W ), luego x ∈ W .

Sea, pues, W ⊂ Pκ tal que φ(κ, W ). Del hecho de que M2κ ⊂ M se sigue
que W ∈ M y PMκ = Pκ. Más aún, se cumple φM (κ, W ). En efecto, hemos
de probar que si D′ es una medida normalM en κ, entonces W /∈ UltD′(M).
Es claro que D′ es una medida normal en κ y podemos definir una inmersión
elemental r : UltD′(M) −→ UltD′(V ) mediante r([f ]) = [f ]. Para cada α ∈ Ω,
se cumple que α = [f ] ∈ UltD′(V ) con f : κ −→ Ω, de modo que f ∈ Mκ ⊂ M ,
luego [f ] ∈ UltD′(M) y r([f ]) = [f ]. Esto prueba que r|Ω : Ω −→ Ω biyectiva,
luego es la identidad y por 11.20 llegamos a que r es la identidad. Aśı pues,
UltD′(M) = UltD′(V ), luego, en efecto, W /∈ UltD′(M).

Por lo tanto, (
∨

W ⊂ Pκ φ(κ, W ))M . Como k es elemental, también se
cumple (

∨
W ⊂ Pκ φ(κ, W ))UltD(V ). Sea W ′ ∈ UltD(V ) tal que W ′ ⊂ Pκ y

φUltD(V )(κ, W ′). Aplicando κ obtenemos φM (κ, W ′) y, similarmente al razona-
miento anterior, también φ(κ, W ′), en contradicción con que W ′ ∈ UltD(V ).

Como consecuencia:

Teorema 16.16 Si κ es un cardinal 2κ-supercompacto, entonces hay 22κ

me-
didas normales en κ.

Demostración: Si D es una medida normal en κ y W ⊂ Pκ cumple que
W ∈ UltD(V ), entonces W = [f ], para cierta f : κ −→ V , pero podemos exigir
que

∧
α < κ f(α) ⊂ Pα. Como |Pα| < κ hay a lo sumo κκ = 2κ funciones f en

estas condiciones, luego |UltD(V ) ∩ PPκ| ≤ 2κ.
Como, por el teorema anterior, cada W ⊂ Pκ está en alguna UltD(V ) y hay

22κ

conjuntos W , ha de haber al menos 22κ

medidas normales en κ. Obviamente
éste es el máximo número posible de medidas en κ.

El teorema siguiente muestra que entre las distintas ultrapotencias de un
mismo cardinal supercompacto existe una relación natural. Omitimos la prueba,
que no presenta ninguna dificultad:

Teorema 16.17 Consideremos cardinales κ ≤ µ ≤ ν. Sea Uν una medida
fina normal en P<κ(ν), sea q : P<κ(ν) −→ P<κ(µ) la aplicación dada por
q(P ) = P ∩ µ y sea Uµ = q[Uν ]. Entonces

a) Uµ es una medida fina normal en P<κ(µ).
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b) Si jµ : V −→ UltUµ
(V ) y jν : V −→ UltUν

(V ) son las inmersiones
naturales y jµν : UltUµ

(V ) −→ UltUν
(V ) viene dada por jµν([f ]) = [q ◦ f ],

entonces jµν es una inmersión elemental que fija a los ordinales ≤ µ y
jµ ◦ jµν = jν .

Seguidamente introducimos una noción de intersección diagonal en P<κ(µ)
y mostramos que las medidas final normales son cerradas para intersecciones
diagonales (en analoǵıa con las medidas normales en cardinales medibles). Lo
natural seŕıa trabajar con la inclusión en P<κ(µ), pero necesitamos introducir
una relación más técnica, motivada —como veremos— por el teorema 16.11.

Definición 16.18 Sean κ ≤ µ cardinales infinitos. Definimos en P<κ(µ) la
relación dada por

P ∼⊂ Q ↔ P ⊂ Q ∧ ordP < ord(Q ∩ κ).

En particular, si P ∼⊂ Q entonces ord(P ∩ κ) < ord(Q ∩ κ), luego se trata
de una relación bien fundada, asimétrica y —como se comprueba fácilmente—
transitiva.

Veamos que algunos hechos que ya conoćıamos para la relación de inclusión
son válidos también con esta relación. Empezamos con la propiedad que define
las medidas finas:

Teorema 16.19 Sea κ un cardinal supercompacto y U una medida fina normal
en P<κ(µ). Entonces, para todo P ∈ P<κ(µ) se cumple que

{Q ∈ P<κ(µ) | P ∼⊂ Q} ∈ U.

Demostración: Podemos descomponer el conjunto del enunciado como

{Q ∈ P<κ(µ) | P ⊂ Q} ∩ {Q ∈ P<κ(µ) | ordP < ord(Q ∩ κ)}.

El primer conjunto está en U por definición de medida fina, mientras que,
llamando α = ordP < κ, la pertenencia del segundo a U equivale, por el
teorema 16.11, a que α = j(α) < ordκ = κ, lo cual es obvio.

Ahora adaptamos la propiedad que define a las medidas finas normales:

Teorema 16.20 Sea κ un cardinal supercompacto y U una medida fina normal
en P<κ(µ). Sea F : P<κ(µ) −→ P<κ(µ) una aplicación tal que

{P ∈ P<κ(µ) | F (P ) ∼⊂ P} ∈ U.

Entonces existe un Q ∈ P<κ(µ) tal que

{P ∈ P<κ(µ) | F (P ) = Q} ∈ U.
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Demostración: Tenemos que

{P ∈ P<κ(µ) | F (P ) ⊂ P ∧ ordF (P ) < ord(P ∩ κ)} ∈ U,

luego por los teoremas 16.11 y 16.10, considerando la ultrapotencia asociada a
U , tenemos que [F ] ⊂ [d] = j[µ] y ord [F ] < κ. Por lo tanto [F ] = j[Q], para
cierto Q ∈ P<κ(µ). De aqúı se sigue que [F ] ⊂ j(Q), y esto se traduce en que

{P ∈ P<κ(µ) | F (P ) ⊂ Q} ∈ U.

Como κ es fuertemente inaccesible, |PQ| < κ, luego la κ completitud de U
implica que F es constante en un conjunto de medida 1.

Ahora ya podemos probar el resultado sobre intersecciones diagonales:

Teorema 16.21 Sea κ un cardinal supercompacto y U una medida fina normal
en P<κ(µ). Sea {AQ}Q∈P<κ(µ) una familia de elementos de U . Entonces

'
Q∈P<κ(µ)

AQ = {P ∈ P<κ(µ) | P ∈ ⋂
Q∼⊂P

AQ} ∈ U.

Demostración: En caso contrario, B = P<κ(µ) \ '
Q∈P<κ(µ)

AQ ∈ U , luego

para todo P ∈ B existe un F (P ) ∼⊂ P tal que P ∈ P<κ(µ) \ AQ. Completando

F (P ) = ∅ si P /∈ B, tenemos F : P<κ(µ) −→ P<κ(µ) a la que podemos aplicar
el teorema anterior y concluir que existe un Q ∈ P<κ(µ) tal que

{P ∈ P<κ(µ) | F (P ) = Q} ∈ U,

luego {P ∈ P<κ(µ) | P ∈ P<κ(µ) \ AQ} ∈ U , es decir, P<κ(µ) \ AQ ∈ U ,
contradicción.

A continuación demostramos una propiedad de partición que necesitaremos
en el caṕıtulo próximo:

Teorema 16.22 Sea κ un cardinal supercompacto y U una medida fina normal
en P<κ(µ). Sea A ⊂ P<κ(µ) y [A](n) el conjunto de los {P1, . . . , Pn} ⊂ A tales
que P1 ∼⊂ · · · ∼⊂ Pn. Sea [A](<ω) =

⋃
n<ω

[A](n). Si A ∈ U , para toda partición

F : [A](<ω) −→ ξ en ξ < κ partes existe un H ∈ U , H ⊂ A tal que F es
constante en cada conjunto [H](n).

Demostración: Al igual que en la prueba de 12.27, podemos suponer que
F : [A](n) −→ ξ, pues si tenemos un conjunto homogéneo para cada n, la
intersección de todos ellos cumple el teorema. Razonamos por inducción sobre
n. Para n = 1 se trata de la κ-completitud de U . Supongámoslo cierto para n
y sea F : [A](n+1) −→ ξ.

Para cada P ∈ A, sea AP = {Q ∈ A | P ∼⊂ Q} ∈ U . Definimos la partición

FP : [AP ](n) −→ ξ mediante FP (X) = F (X ∪ {P}). Por hipótesis de inducción
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FP toma un valor constante αP < ξ en un conjunto [HP ](n), para cierto HP ∈ U .
Para P /∈ A, definimos HP = P<κ(µ). Sea H0 = '

P∈P<κ(µ)

HP ∈ U .

Por la κ-completitud de U , existe un H ⊂ H0, H ∈ U y un α < ξ tal que
αP = α para todo P ∈ U . Veamos que H es homogéneo para F .

Si {P1, . . . , Pn+1} ∈ [H](n+1), entonces, para i > 1, se cumple P1 ∼⊂ Pi,

luego Pi ∈ HP1 , luego {P2, . . . , Pn+1} ∈ [HP1 ]
(n) y, por consiguiente,

F ({P1, . . . , Pn+1}) = FP1({P2, . . . , Pn+1}) = αP1 = α.

Terminamos la sección mostrando que —en contra de lo que podŕıa conjetu-
rarse— un cardinal compacto no es necesariamente supercompacto. Primero
necesitamos lo siguiente:

Teorema 16.23 Si κ es un cardinal medible y hay κ cardinales compactos bajo
κ, entonces κ es compacto.

Demostración: Sea X ⊂ κ un conjunto de cardinales compactos tal que
|X| = κ. Podemos tomarlo de modo que |κ \ X| = κ. Si F0 es una medida en
κ e Y0, Y1 es una partición de κ es conjuntos de cardinal κ, entonces uno de
los dos está en F0. Digamos que Y0 ∈ F0. Sea f : κ −→ κ biyectiva tal que
f−1[X] = Y0. Entonces por 11.6 tenemos que F = f [F0] es una medida en κ tal
que X ∈ F . Aśı pues, C = {µ < κ | µ es compacto} ∈ F .

Sea A un conjunto tal que |A| ≥ κ. Para cada µ ∈ C, sea Uµ una medida
fina en P<µ(A). Sea U ⊂ P<κ(A) el conjunto dado por

P ∈ U ↔ {µ ∈ C | P ∩ P<µ(A) ∈ Uµ} ∈ F.

Es una simple rutina comprobar que U es una medida fina en P<κ(A), luego
κ es compacto.

Teorema 16.24 Si existe un cardinal medible que es el supremo de un con-
junto de cardinales compactos, entonces el menor cardinal que cumple esto es
compacto pero no supercompacto.

Demostración: Sea κ el cardinal del enunciado. Por el teorema anterior κ
es compacto. Veamos que no es 2κ-supercompacto. Si lo es, tomamos una me-
dida fina normal U en P<κ(2κ). Sea M = UltU (V ) y consideremos la inmersión
natural jU : V −→ M . Si ν < µ es compacto, entonces j(ν) = ν es compactoM ,
luego (κ es supremo de cardinales compactos)M . Además, si D es una medida
en κ, se cumple que D ∈ M , y D es una medidaM en κ, luego κ es medibleM .
Por otro lado, aplicando jU obtenemos que (jU (κ) es el menor cardinal medible
que es supremo de cardinales compactos)M , contradicción.

En la sección siguiente introduciremos los cardinales extensibles y probare-
mos que si κ es extensible entonces es el κ-ésimo cardinal supercompacto. Aśı
pues, si es consistente que exista un cardinal extensible, también es consistente
que exista un cardinal compacto no supercompacto. En realidad puede demos-
trarse esto mismo sin más que suponer la consistencia de que exista un cardinal
compacto, pero no vamos a ver la prueba.
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16.3 Cardinales enormes

Una de las caracteŕısticas esenciales de los cardinales grandes es la impo-
sibilidad de justificar su consistencia. Los cardinales supercompactos pueden
considerarse bien conocidos, en el sentido de que se dispone de una compleja
teoŕıa sobre ellos llena de de profundas consecuencias, por lo que su consistencia
puede considerarse plausible. Sin embargo, es posible definir cardinales aún más
grandes cuya consistencia resulta cada vez más dudosa. En esta sección, me-
diante el estudio de los cardinales enormes y otros relacionados, veremos cómo
hemos de andar con mucho cuidado para no caer en contradicciones, y el hecho
de que nuestras definiciones eviten todas las contradicciones conocidas no nos
asegura que no puedan contener aún contradicciones ocultas.

La definición más natural de los cardinales enormes seŕıa en términos de
inmersiones elementales, pero daremos una definición en términos de medidas
normales para evitar clases propias.

Definición 16.25 Sea κ un cardinal y A un conjunto con |A| ≥ κ. Recordemos
que

[A]κ = {P ⊂ A | |P | = κ}.

Una medida fina en [A]κ es un ultrafiltro κ-completo no principal en [A]κ tal
que para todo α < µ el conjunto {P ∈ [A]κ | α ∈ P} ∈ U .

Como en el caso de P<κ(A), se comprueba que las medidas finas son ultra-
filtros no principales.

Diremos que una medida fina U en [A]κ es normal si para toda función
f : Pκ(µ) −→ µ tal que {P ∈ [A]κ | f(P ) ∈ P} ∈ U , se cumple que existe un
ordinal α < µ tal que {P ∈ [A]µ | f(P ) = α} ∈ U .

Estos conceptos invitan a definir una noción análoga a la de supercompa-
cidad: un cardinal κ es supercompacto∗ si para todo cardinal µ ≥ κ existe
una medida fina normal en [µ]κ. Sin embargo, los cardinales supercompactos∗

resultan ser contradictorios, según veremos enseguida.

Un cardinal κ es enorme si existe un cardinal µ > κ para el que existe una
medida fina normal en [µ]κ.

Aśı, ser enorme es lo análogo a ser µ-supercompacto para cierto cardinal
µ > κ que no precisamos, y la razón por la que no lo precisamos es que enseguida
veremos que µ ha de cumplir ciertas condiciones para que [µ]κ pueda tener una
medida fina normal.

Teorema 16.26 Sean κ < µ dos cardinales tales que exista una medida fina
normal U en [µ]κ. Sea M = UltU (V ) y j : V −→ M la inmersión elemental
natural. Sea d la identidad en [µ]κ. Entonces:

a)
∧

α < κ j(α) = α.

b) Si x ⊂ [µ]κ, se cumple x ∈ U ↔ [d] ∈ j(x).
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c) [d] = j[µ].

d) Si X ⊂ [µ]κ, se cumple X ∈ U ↔ j[µ] ∈ j(X).

e) Si f : [µ]κ −→ V , entonces [f ] = j(f)([d]).

f) Mµ ⊂ M .

g) j(κ) = µ.

Demostración: a) se cumple por 11.22, b), c), d) y e) se demuestran
exactamente igual que los apartados correspondientes del teorema 16.10. Aśı
mismo, f) se demuestra igual que el apartado correspondiente de 16.12.

g) Claramente {P ∈ [µ]κ | |d(P )| = cκ(P )} = [µ]κ ∈ U , luego

j(κ) = |[d]|M = |j[µ]|M = µ,

pues j|µ ∈ M por f).

Aśı pues, la única diferencia entre las inmersiones elementales naturales in-
ducidas por medidas finas normales en conjuntos [µ]κ y las correspondientes a
conjuntos P<κ(µ) está en el apartado g) del teorema anterior: Ahora tenemos
j(κ) = µ en lugar de j(κ) > µ. Como j es elemental, esto hace que µ tenga que
parecerse bastante a κ.

Por ejemplo, es claro que κ es medible, luego es fuertemente inaccesible,
luego µ ha de ser fuertemente inaccesibleM , pero el hecho de que Mµ ⊂ M
implica que, de hecho, µ ha de ser fuertemente inaccesible. Esto prueba que no
existen cardinales supercompactos∗.

En particular 2κ < µ, luego todo cardinal enorme κ es 2κ-supercompacto y,
por 16.13 es el κ-ésimo cardinal medible. Luego mejoraremos esto.

Veamos ahora la caracterización de los cardinales enormes en términos de
inmersiones elementales:

Teorema 16.27 Un cardinal κ es enorme si y sólo si existe una inmersión
elemental j : V −→ M en una clase transitiva M tal que κ es el menor ordinal
no fijado y M j(κ) ⊂ M .

Demostración: Una implicación es consecuencia inmediata del teorema
anterior. Si j es una inmersión en las condiciones del enunciado, definimos
µ = j(κ), G = j[µ] y U = {x ⊂ [µ]κ | G ∈ j(X)}. La prueba del teorema 16.12
se adapta con cambios mı́nimos.

Enseguida estudiaremos la relación de los cardinales enormes con los cardi-
nales supercompactos, pero antes vamos a comentar una posible generalización
de los cardinales enormes:

Definición 16.28 Sea j : V −→ M una inmersión elemental no trivial de V en
una clase transitiva M y sea κ el menor ordinal no fijado. Definimos

j0(κ) = κ,
∧

n ∈ ω jn+1(κ) = j(jn(κ)), jω(κ) =
⋃

n∈ω
jn(κ).
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Diremos que un cardinal κ es n-enorme (resp. ω-enorme) si existe una in-
mersión elemental j : V −→ M en una clase transitiva M tal que κ es el menor
ordinal no fijado y M jn(κ) ⊂ M (resp. M jω(κ) ⊂ M).

Esta definición sólo puede ser parcialmente formalizada en ZFC, pero im-
porta poco, pues con ella hemos “roto el cántaro”: sucede que no existen car-
dinales ω-enormes y —lo que es más inquietante— no es trivial que no existan.
Para demostrarlo necesitamos un resultado previo:

Teorema 16.29 Sea κ un cardinal infinito tal que 2κ = κℵ0 . Entonces existe
una función f : ωκ −→ κ tal que si A ⊂ κ, |A| = κ y γ < κ, existe una función
s ∈ ωA tal que f(s) = γ. En otros términos, para todo A ⊂ κ con |A| = κ se
cumple que f [ωA] = κ.

Demostración: Sea {(Aα, γα)}α<2κ una enumeración de todos los pares
(A, γ) con A ⊂ κ, |A| = κ y γ < κ. Definimos por recurrencia una sucesión
{sα}α<2κ ⊂ ωκ. Supuesta definida para β < α, como κℵ0 = 2κ > |α|, existe un
sα ∈ ωAα tal que sα �= sβ para todo β < α.

Ahora definimos f(sα) = γα para todo α < 2κ y f(s) = 0 si s �= sα para
todo α < 2κ. Aśı, si A ⊂ κ, |A| = κ y γ < κ, entonces (A, γ) = (Aα, γα) para
un α < 2κ, luego f(sα) = γα y sα ∈ ωAα.

Teorema 16.30 (Kunen) Si j : V −→ M es una inmersión elemental no
trivial, κ es el menor ordinal no fijado y µ = jω(κ), entonces Pµ �⊂ M . En
particular Mµ �⊂ M y, más en particular, M �= V .

Demostración: Llamemos κn = jn(κ). Como κ < j(κ), tenemos que

κ = κ0 < κ1 < κ2 < · · ·

Supongamos que Pµ ⊂ M . Tomando una biyección f : µ −→ µ × µ tal
que f ∈ M , se ve inmediatamente que P(µ × µ) ⊂ M . En particular, cualquier
biyección entre subconjuntos de µ está en M . Es claro entonces que un ordi-
nal α < µ es un cardinal fuertemente inaccesibleM si y sólo si es un cardinal
fuertemente inaccesible.

Como κ es medible, en particular es fuertemente inaccesible y, como j es
elemental, todos los κn son cardinales fuertemente inaccesibles. Esto implica a
su vez que µ es un ĺımite fuerte. En consecuencia,

2µ = 2

∑
n<ω

κn

=
∏

n<ω
2κn ≤ ∏

n<ω
µ = µℵ0 .

Podemos aplicar el teorema anterior, según el cual existe f : ωµ −→ µ tal
que para todo A ⊂ µ con |A| = µ se cumple f [ωA] = µ.

Es fácil ver que j(µ) =
⋃

n<ω
j(κn) =

⋃
n<ω

κn+1 = µ, y obviamente j(ω) = ω.

Por lo tanto, aplicando j a la propiedad de f , vemos que

(
∧

A ⊂ µ(|A| = µ → j(f)[ωA] = µ)M ,
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y por la hipótesis sobre M podemos eliminar la relativización. Sea G = j[µ].
Entonces G ⊂ µ y |G| = µ, luego existe un s ∈ ωG tal que j(f)(s) = κ.
Como s : ω −→ j[µ], existe t : ω −→ µ tal que

∧
n ∈ ω s(n) = j(t(n)) o,

equivalentemente,
∧

n ∈ ω s(n) = j(t)(n)), luego s = j(t).
En definitiva, κ = j(f)(s) = j(f)(j(t)) = j(f(t)) = j(α), con α = f(t).

Pero, esto es imposible, pues si α < κ entonces j(α) = α < κ, mientras que si
κ ≤ α entonces κ < j(κ) ≤ j(α), contradicción.

Aśı pues, no existen cardinales ω-enormes. Sin embargo, existe otra defi-
nición más débil de cardinal ω-enorme de la que no se sabe que sea contradicto-
ria. Consiste en sustituir la condición M jω(κ) ⊂ M por Vjω(κ) ⊂ M . El teorema
de Kunen afirma que Vjω(κ)+1 ⊂ M seŕıa contradictorio.

Volviendo a los cardinales enormes, para estudiar su relación con la super-
compacidad conviene introducir otros cardinales:

Definición 16.31 Un cardinal κ es extensible si para todo ordinal α > κ existe
un ordinal β y una inmersión elemental j : Vα −→ Vβ tal que κ es el menor
ordinal no fijado.

Tal y como anticipábamos al final de la sección anterior, si κ es un cardi-
nal extensible entonces es el κ-ésimo cardinal supercompacto. Para probarlo
necesitamos un resultado previo:

Teorema 16.32 Sea κ un cardinal µ-supercompacto, donde µ es un cardinal
regular. Si ν < κ es un cardinal ξ-supercompacto para todo cardinal ν ≤ ξ < κ,
entonces ν es µ-supercompacto.

Demostración: Sea U una medida fina normal en P<κ(µ) y llamemos
j : V −→ M a la inmersión natural en la ultrapotencia. Aplicando j a la
hipótesis tenemos que j(ν) = ν es ξ-supercompactoM para todo cardinalM tal
que ν ≤ ξ < j(κ). Como ν ≤ µ < j(κ), en particular ν es µ-supercompactoM .

Como µ es regular, por 16.7 tenemos que |P<ν(µ)| ≤ |P<κ(µ)| = µ y, como
Mµ ⊂ M , se cumple que PP<ν(µ) ⊂ M . De aqúı se sigue que si (D es una
medida fina normal en P<ν(µ))M , de hecho D es una medida fina normal en
P<ν(µ), con lo que ν es µ-supercompacto.

Teorema 16.33 Todo cardinal extensible es supercompacto.

Demostración: Sea κ un cardinal extensible. Por el teorema de reflexión
existe un ordinal λ > κ tal que Vλ es un modelo transitivo de (el suficiente) ZFC
y las fórmulas “κ es µ-supercompacto” y “κ es supercompacto” sean absolutas
para Vλ. De este modo, basta probar que κ es µ-supercompacto para todo
cardinal regular κ ≤ µ < λ, pues entonces κ será supercompactoVλ y, por
consiguiente, supercompacto.

Sea j : Vλ −→ Vβ una inmersión elemental de modo que κ sea el menor
ordinal no fijado. Definimos κ0 = κ y si κn ∈ Vλ hacemos κn+1 = j(κn).
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Vamos a probar que o bien hay un n tal que κn < λ ≤ κn+1, en cuyo caso
aqúı termina la sucesión, o bien λ =

⋃
n<ω

κn, es decir, que no puede ocurrir que

esté definida la sucesión completa {κn}n<ω y se cumpla µ =
⋃

n<ω
κn < λ.

Si sucediera esto último, tendŕıamos que {κn}n<ω ∈ Vλ y, aplicando j, ob-
tenemos que j(µ) = µ. Sea G = j[µ] ⊂ µ < λ. Claramente G ∈ Vλ.

Por otra parte, la prueba del teorema 11.33 es válida en este contexto y nos
permite concluir que U = {x ⊂ κ | κ ∈ j(x)} ∈ Vλ es una medida en κ, por lo
que κ es medible.

Con estos elementos, el argumento del teorema 16.30 es aplicable: tenemos,
como alĺı, que µ es un ĺımite fuerte, luego 2µ = µℵ0 , obtenemos f ∈ Vλ tal que

(
∧

A ⊂ µ(|A| = µ → j(f)[ωA] = µ)Vβ

y, como Pµ ⊂ Vβ , podemos eliminar la relativización, aplicar este hecho al caso
A = G y llegar a una contradicción.

Con esto concluimos que basta demostrar que κ es µ-supercompacto para
todo cardinal regular µ tal que κ ≤ µ < κn, donde n es cualquier natural para el
que κn esté definido. Con ello lo estaremos probando para todo cardinal regular
µ < λ. Lo veremos por inducción sobre n.

En primer lugar hemos de probar que κ es µ-supercompacto para todo car-
dinal regular κ ≤ µ < j(κ). Para ello basta observar que la prueba de 16.12 es
válida en nuestro contexto cambiando V por Vλ y M por Vβ . La propiedad c)
se suple por el hecho de que M = Vβ .

Supongamos ahora que κ es µ-supercompacto para todo cardinal regular
κ ≤ µ < κn. Lo mismo es cierto en Vλ, luego aplicando j obtenemos que j(κ)
es µ-supercompacto para todo cardinal regular j(κ) ≤ µ < κn+1. Aqúı hemos
usado que la µ-supercompacidad es —trivialmente— absoluta para Vλ y Vβ (al
igual que ser un cardinal regular).

Aplicamos el teorema anterior: si j(κ) ≤ µ < κn+1 y µ es regular, tenemos
que j(κ) es µ-supercompacto y que κ es ξ-supercompacto para todo cardinal
regular κ ≤ ξ < j(κ), luego concluimos que κ es también µ-supercompacto. En
resumen, κ es µ-supercompacto para todo cardinal regular κ ≤ µ < κn+1.

Teorema 16.34 Si κ es un cardinal extensible, entonces existe una medida
normal D en κ tal que {µ < κ | µ es supercompacto} ∈ D. En particular κ es
el κ-ésimo cardinal supercompacto.

Demostración: Sea λ > κ tal que Vλ sea un modelo del suficiente ZFC y
sea j : Vλ −→ Vβ una inmersión elemental tal que κ sea el menor ordinal no
fijado. Sea D = {x ⊂ κ | κ ∈ j(x)}. Con el mismo argumento de 11.33 se
prueba que D es una medida normal en κ. Sea

A = {µ < κ | µ es ν-supercompacto para todo µ ≤ ν < κ}.
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Entonces A ∈ Vλ y, como ser ν-supercompacto es absoluto para Vλ y Vβ , se
cumple que

j(A) = {µ < j(κ) | µ es ν-supercompacto para todo µ ≤ ν < j(κ)}.

Por el teorema anterior κ ∈ j(A) y por el teorema 16.32 los elementos de A
son en realidad cardinales supercompactos, luego

A ⊂ {µ < κ | µ es supercompacto} ∈ D.

Ahora mostramos que, en cuanto a consistencia, los cardinales enormes son
más fuertes que los extensibles y, en particular, que los supercompactos:

Teorema 16.35 Si κ es un cardinal enorme, entonces Vκ es un modelo tran-
sitivo de ZFC en el que hay una clase propia de cardinales extensibles.

Demostración: Fijemos una medida fina normal en un conjunto [µ]κ, para
µ > κ y sea j : V −→ M la inmersión natural en la ultrapotencia. Sea δ < κ.

Como κ es fuertemente inaccesible sabemos que Vκ es un modelo transitivo
de ZFC. Sea A el conjunto de los ordinales ĺımite λ < κ tales que cf λ = ω, Vλ

satisfaga suficientes axiomas de ZFC y además las fórmulas “ν es extensible”
y “

∨
eβ(e : Vα −→ Vβ) es una inmersión elemental y ν es el menor ordinal no

fijado” sean absolutas para Vλ − Vκ.
Por el teorema de reflexión relativizado a Vκ tenemos que A no está acotado

en κ (notemos que los ordinales λ que proporciona el teorema de reflexión tienen
siempre cofinalidad numerable). En consecuencia j(A) no está acotado en j(κ),
luego existe un λ ∈ j(A) tal que κ < λ < j(κ). En particular λ /∈ A, luego
λ < j(λ). Del hecho de que M j(κ) ⊂ M se sigue que Vj(κ) ⊂ M (notemos
que |Vj(κ)| = j(κ), pues j(κ) es fuertemente inaccesible). Por consiguiente,
V M

j(λ)+1 = Vj(λ)+1 ∩ M = Vj(λ)+1.
De aqúı se sigue que e = j|Vλ+1 : Vλ+1 −→ Vj(λ)+1 es una inmersión elemen-

tal que fija a los ordinales menores que κ, luego en particular j(δ) = δ. Como
|e| = |Vλ+1| < |Vj(κ)| = j(κ), se cumple que e ∈ M . Aśı pues,∨

ηe(η ∈ j(A) ∧ j(δ) < η < j(λ) ∧ e : Vη+1 −→ Vj(λ)+1 inmersión elemental

∧ e|δ = identidad)M .

(Basta tomar η = λ). Como j es elemental, existe un η ∈ A tal que δ < η < λ y
una inmersión elemental e : Vη+1 −→ Vλ+1 tal que e|δ es la identidad. Notemos
que η ∈ A ⊂ κ, luego η = j(η) ∈ j(A). Como todo esto está en M ,∨

ηλe(j(δ) < η < λ ∧ η ∈ j(A) ∧ λ ∈ j(A) ∧

e : Vη+1 −→ Vλ+1 inmersión elemental ∧ e|δ = identidad)M .

Aplicando nuevamente que j es elemental obtenemos ordinales η, λ ∈ A tales
que δ < η < λ y una inmersión elemental e : Vη+1 −→ Vλ+1 tal que e|δ es la
identidad.
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Como η es el máximo ordinal de Vη+1 y λ es el mayor ordinal de Vλ+1, ha
de ser e(η) = λ. Sea ν el menor ordinal no fijado por e, de modo que δ < ν ≤ η.

Si f : ω −→ ν es cofinal, entonces f ∈ Vλ+1 y j(f) : ω −→ j(ν) cofinal,
pero es fácil ver que j(f) = f , con lo que j(ν) = ν, contradicción. Por lo tanto
cf ν > ω, lo cual implica que δ < ν < η.

Si ν < α < η, entonces e|Vα
: Vα −→ Ve(α) es una inmersión elemental para

la que ν es el menor ordinal no fijado (aqúı usamos que Vα es definible en Vη+1,
como es fácil comprobar).

En particular
∨

eβ(e : Vα −→ Vβ inmersión elemental para la que ν es
el menor ordinal no fijado)Vκ y, como η ∈ A, existe un β < η y una inmersión
elemental e : Vα −→ Vβ para la cual ν es el menor ordinal no fijado. Esto prueba
que ν es extensibleVη y, por definición de A, también es extensibleVκ . Como
ν > δ, tenemos que la clase de los cardinales extensiblesVκ no está acotadaVκ .

Combinando este teorema con 16.32 obtenemos la relación entre los cardi-
nales enormes y los supercompactos.

Teorema 16.36 Sea κ un cardinal enorme.

a) Si ν > κ es un cardinal regular y κ es ν-supercompacto, entonces κ es el
κ-ésimo cardinal ν-supercompacto.

b) Si κ es supercompacto, entonces es el κ-ésimo cardinal supercompacto.

c) Si ξ ≤ κ es supercompacto entonces hay ξ cardinales enormes bajo ξ.

d) Si κ es supercompacto, entonces es el κ-ésimo cardinal enorme.

Demostración: a) Si ξ es uno de los cardinales extensibles de Vκ, entonces
ξ es µ-supercompacto para todo cardinal ξ ≤ µ < κ, luego por 16.32 es, de
hecho, ν-supercompacto.

b) es consecuencia inmediata de a).

c) Sea U una medida normal en [µ]κ, para cierto µ > κ. Como ξ es super-
compacto existe una inmersión elemental j : V −→ M de manera que ξ es el
menor ordinal no fijado y Vµ+3 ⊂ M . Aśı, [µ]κ ∈ M , U ∈ M , y κ es enormeM .
Por consiguiente, dado δ < ξ, tenemos que∨

π(δ < π < j(ξ) ∧ π es enorme)M ,

luego existe un cardinal enorme δ < π < ξ.

d) es consecuencia de c).

En particular vemos que un cardinal enorme no tiene por qué ser supercom-
pacto. Más concretamente, el menor cardinal enorme no es supercompacto.

En cualquier caso, recordemos que si existe una medida fina normal en [µ]κ

entonces µ es fuertemente inaccesible y κ es ν-supercompacto para todo ν < µ.
En particular κ es (2κ)+-supercompacto (y este cardinal es regular), luego es el
κ-ésimo cardinal (2κ)+-supercompacto.





Caṕıtulo XVII

Cardinales grandes y
extensiones genéricas

En este último caṕıtulo veremos varias pruebas de consistencia mediante
extensiones genéricas que requieren partir de modelos con cardinales grandes.
El resultado más interesante será la construcción de un modelo en el que no
se cumple la hipótesis de los cardinales singulares, para lo cual necesitaremos
partir de un cardinal supercompacto. No obstante, nuestro primer resultado
será la consistencia de que no existan ℵ2-árboles de Aronszajn, para lo cual
necesitamos partir de un modelo con un cardinal débilmente compacto.

17.1 Árboles de Aronszajn

Según comentamos en el caṕıtulo XII, el axioma de constructibilidad implica
la existencia de κ-árboles de Aronszajn para todo cardinal κ no numerable
excepto en el caso obvio en que κ es un cardinal inaccesible no débilmente
compacto. Para el caso concreto de κ = ℵ1 la existencia de árboles de Aronszajn
es un teorema de ZFC, mientras que para κ = ℵ2 basta suponer que 2ℵ0 = ℵ1.

Por otra parte, el teorema 13.23 afirma que la no existencia de ℵ2-árboles de
Aronszajn implica que ℵ2 es débilmente compactoL. Por lo tanto, si partimos de
un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L en el que no existan cardinales
débilmente compactos y construimos una extensión genérica donde 2ℵ0 = ℵ2,
obtenemos un modelo que muestra la consistencia de 2ℵ0 = ℵ2 con la existencia
de ℵ2-árboles de Aronszajn. Ahora probaremos que 2ℵ0 = ℵ2 también es con-
sistente con la no existencia de ℵ2-árboles de Aronszajn. Naturalmente, para
ello habremos de suponer la consistencia de que exista un cardinal débilmente
compacto. Concretamente vamos a probar el teorema siguiente:

Teorema 17.1 (Silver) Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC en
el que existe un cardinal débilmente compactoM κ y ν < µ < κ son cardinales
regularesM , entonces existe una extensión genérica N de M cuyos cardinales
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son los cardinalesM ≤ µ o ≥ κ y en la cual se cumple que 2ν = µ+ = κ y no
existen κ-árboles de Aronszajn.

En particular, si aplicamos esto a ν = ℵ0 y µ = ℵM
1 obtenemos que en la

extensión 2ℵ0 = ℵ2 = κ y no hay ℵ2-árboles de Aronszajn.

Supongamos, pues, que M es un modelo en las hipótesis del teorema, aunque
de momento no supondremos que κ es débilmente compactoM , sino únicamente
que es un ordinal ĺımite tal que |κ|M > µ y

∧
δ < κ δ + ν ≤ κ. Todo ello se

cumple si κ es un cardinalM mayor que µ.
Sea P = Fn(κ, 2, ν)M . Para cada α ≤ κ sea Pα = {p ∈ P | p ⊂ α × 2}.

Es fácil ver que Pα está completamente contenido en P. Por ello, si llamamos
B = B(P)M a la compleción de P, podemos identificar la compleción Bα de
cada Pα con una subálgebra completa de B. Concretamente, con la subálgebra
completa generada por Pα. Sea

Q = {f ∈ Fn(κ,B, µ)M |
∧

α ∈ Dominio(f) f(α) ∈ Bα+ν} ∈ M.

Si G es un ultrafiltro B-genérico sobre M , para cada f ∈ Q definimos otra
función fG : Dominio(f) −→ 2 dada por fG(α) = 1 ↔ f(α) ∈ G. Claramente
fG ∈ M [G]. Si f , g ∈ Q, definimos f ≤ g ↔ gG ⊂ fG. Es claro que aśı Q
es un conjunto preordenado en M [G] con máximo 1l = ∅. El preorden no es
antisimétrico.

Es esencial tener presente que Q, como conjunto, está en M , mientras que su
preorden está en M [G]. Con el convenio usual de representar la terna (Q,≤, 1l)
simplemente por Q, tenemos que Q /∈ M . Si tomamos un B-nombre ≤π tal que

1lB �
∧

fg ∈ Q̌(f ≤π g ↔ gΓ ⊂ fΓ),

tenemos que (Q̌,≤π, ∅̌) ∈ M es un buen nombre para un c.p.o. en M de modo
que, para todo ultrafiltro, (≤π)G es el preorden ≤ que acabamos de definir. Lo
representaremos abreviadamente por Q̌.

También conviene destacar que, aunque en general desde M no se puede
decidir la relación de orden de Q, lo cierto es que si g ⊂ f entonces 1l � f̌ ≤ ǧ.
Aśı pues, la inclusión es un esbozo en M de la relación de orden en Q. Un
esbozo bastante fiel: si f , g ∈ Q y p ∈ P cumplen que p � ǧ ≤ f̌ , entonces existe
h ∈ Q tal que f ⊂ h y p � ȟ ≤ ǧ ∧ ǧ ≤ ȟ. Basta definir

h(α) =
{

f(α) si α ∈ Dominio(f),
g(α) si α ∈ Dominio(g) \ Dominio(f).

Aśı pues, en este sentido toda extensión de una condición f es equivalente a
una extensión que contiene a f .

Definimos R = P×Q con el orden dado por

(p, f) ≤ (q, g) ↔ p ≤ q ∧ p � f̌ ≤ ǧ.

Es claro que R es un c.p.o. en M con máximo (1l, 1l). Observemos que no es
exactamente el producto generalizado P ∗ Q̌ definido en el caṕıtulo IX, pero la
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relación entre ellos es muy simple: podemos suponer que {f̌ | f ∈ Q} ⊂ ˆ̌Q, y
entonces la aplicación i : R −→ P ∗ Q̌ dada por i(p, f) = (p, f̌) es una inmersión
densa. En efecto, si (p, σ) ∈ P ∗ Q̌, tomamos un B-ultrafiltro G tal que p ∈ G,
con lo que f = σG ∈ Q y existe un q ∈ G tal que q ≤ p y q � f̌ = σ. Entonces
i(q, f) ≤ (p, σ). Es claro que (p, f) ≤ (q, g) → i(p, f) ≤ i(q, g) y la densidad que
acabamos de probar nos da inmediatamente (p, f) ⊥ (q, g) → i(p, f) ⊥ i(q, g).

De este modo, los teoremas probados en el caṕıtulo IX sobre productos
generalizados son aplicables a R a través de la inmersión i, en especial 9.9 y
el teorema que le sigue. Aśı, si G es un ultrafiltro B-genérico sobre M (que
podemos identificar con el filtro P-genérico G ∩ P) y H es un filtro Q-genérico
sobre M [G], entonces K = G × H es un filtro R-genérico sobre M tal que
M [K] = M [G][H].

Es fácil ver que si (q, g) ≤ (p, f) entonces existe una condición (q, h) ∈ R tal
que (q, h) ≤ (q, g), (q, g) ≤ (q, h) y f ⊂ h.

No es cierto que Q sea µ-cerrado en M [G], pues una sucesión decreciente de
condiciones (aunque sea creciente para la inclusión) no tiene por qué tener una
extensión común (la unión de todas ellas podŕıa no estar en M). No obstante
vamos a probar que Q se comporta como si fuera µ-cerrado. Necesitamos un
teorema previo. Recordemos que un subconjunto A de un c.p.o. P es abierto si∧

p ∈ A
∧

q ∈ P(q ≤ p → q ∈ A).

(Es abierto respecto de la topoloǵıa cuya álgebra de abiertos regulares es la
compleción de P.)

Teorema 17.2 Si p ∈ P, σ ∈ MP cumplen que p � σ es abierto denso en Q̌ y
f ∈ Q, entonces existe un g ∈ Q tal que f ⊂ g y p � ǧ ∈ σ.

Demostración: Vamos a construir en M una sucesión {(pα, fα)}α<δ (para
cierto ordinal δ) tal que

a) pα ∈ P, pα ≤ p, fα ∈ Q,

b) Si α < β < δ entonces f ⊂ fα ⊂ fβ ,

c) pα � f̌α ∈ σ,

d) {pα | α < δ} es una anticadena maximal en {q ∈ P | q ≤ p}.

Supongamos construida {(pα, fα)}α<δ que cumpla estas condiciones salvo a
lo sumo la maximalidad que se afirma en d). Si la cumple ya tenemos la sucesión
buscada. En caso contrario existe un q ≤ p incompatible con cada pα. Notemos
que como P cumple la c.c.ν+, ha de ser δ < ν+ ≤ µ. Por lo tanto,

f ′ =
⋃

α<δ

fα ∈ Q.
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Por la hipótesis, existe pδ ≤ q y f ′′ ∈ Q de modo que pδ � f̌ ′′ ∈ σ ∧ f̌ ′′ ≤ f̌ ′.
Definimos fδ : Dominio(f ′′) −→ B mediante

fδ(α) =
{

f ′(α) si α ∈ Dominio(f ′),
f ′′(α) si α ∈ Dominio(f ′′) \ Dominio(f ′).

Aśı f ′ ⊂ fδ y pδ � f̌δ ≤ f̌ ′′, luego pδ � f̌δ ∈ σ. De este modo, {(pα, fα)}α≤δ

cumple también las propiedades indicadas (salvo quizá la maximalidad). Como
la construcción no puede prolongarse indefinidamente, existe la sucesión bus-
cada.

Definimos g =
⋃

α<δ

fα ∈ Q. Ciertamente f ⊂ g. Hemos de probar que

p � ǧ ∈ σ. Para ello basta a su vez probar que el conjunto de las condiciones
que fuerzan esto es denso bajo p. Ahora bien, si q ≤ p, existe un α < δ y una
condición r ∈ P tal que r ≤ q y r ≤ pα. Entonces r � f̌α ∈ σ y 1l � ǧ ≤ f̌α,
luego r � ǧ ∈ σ.

Como consecuencia obtenemos:

Teorema 17.3 Sea K = G × H un filtro R-genérico sobre M . Si α < µ y
g ∈ M [K] cumple g : α −→ M [G], entonces g ∈ M [G].

Demostración: Sea g = τH , con τ ∈ M [G]Q y tomemos f ′
0 ∈ H tal que

f ′
0 � τ : α̌ −→ L[Ǧ]. Tomemos f0 ≤ f ′

0 arbitrario. Sea τ = τ̃G, con τ̃ ∈ MP y
tomemos p ∈ G de modo que p � (f̌0 � τ̃ : ˇ̌α −→ L[Γ̌]), donde Γ es el nombre
canónico de G.

Para cada β < α sea σβ ∈ MP tal que

1lP � σβ = {f ∈ Q̌ |
∨

x f � τ̃(ˇ̌β) = x̌}.

Es claro que {σβ}β<α ∈ M y se comprueba inmediatamente que p � σβ es
abierto denso bajo f̌0. El teorema anterior (adaptado trivialmente para con-
juntos densos bajo f0 en lugar de densos) nos permite construir una sucesión
{fβ}β<α ∈ M creciente para la inclusión de condiciones de Q que contienen a
f0 y p � f̌β ∈ σβ . Como α < µ, tenemos que f =

⋃
β<α

fβ ∈ Q. Veamos que
f � τ ∈ L[Ǧ].

Para cada β < α se cumple que fβ ∈ σβG = {f ∈ Q |
∨

x f � τ(β̌) = x̌},
luego podemos construir {xβ}β<α ∈ M [G] tal que fβ � τ(β̌) = x̌β . Entonces,∧

β < α f � τ(β̌) = x̌β , luego f fuerza que τ es {xβ}β<α ∈ M [G], luego
f � τ ∈ L[Ǧ].

Con esto hemos probado que el conjunto {f ∈ Q | f � τ ∈ L[Ǧ]} es denso
bajo f ′

0, luego en realidad f0 � τ ∈ L[Ǧ]. Como f ′
0 ∈ H, podemos concluir que

g = τH ∈ M [G].

Sabemos que P conserva cardinales, y el teorema anterior implica que todo
cardinalM [G] ≤ µ sigue siéndolo en M [K]. En resumen: R conserva cardinales
≤ µ. A partir de aqúı suponemos ya que κ es un cardinal inaccesibleM .

Teorema 17.4 R cumple la c.c.κ.
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Demostración: Sabemos que P cumple la c.c.ν+, luego en particular la
c.c.κ. Por el teorema 9.12 basta probar que 1l � Q̌ cumple la c.c.κ̌. En caso
contrario, sea G un filtro P-genérico tal que en M [G] exista una anticadena
X ⊂ Q con |X|M [G] = κ. Sea XG = {fG | f ∈ X} ⊂ Fn(κ, 2, ν)M [G], que
cumple la c.c.κ (aqúı usamos que (2<ν)M [G] = (2<ν)M = ν por 17.3). Aśı pues,
han de existir f , g ∈ X tales que fG y gG son compatibles. Ahora bien, entonces
h : Dominio(f) ∪ Dominio(g) −→ B dada por

h(β) =
{

f(β) si β ∈ Dominio(f),
g(β) si β ∈ Dominio(g) \ Dominio(f),

es una extensión común de f y g, contradicción.

Esto implica que R conserva cardinales ≥ κ. Ahora probamos que todos los
cardinales entre µ y κ se colapsan.

Teorema 17.5 Sea K un filtro R-genérico sobre M . Entonces (κ = µ+)M [K].

Demostración: Hemos de probar que si µ < δ < κ, entonces |δ|M [G] ≤ µ.
Sea t : µ −→ (Pν)M [K] dada por

t(α) = {γ < ν |
∨

f ∈ H fG(δ + ν · α + γ) = 1}.

Claramente t ∈ M [K]. Sea t = τK . Podemos suponer que 1lR fuerza que τ
cumple la definición de t. Sea η = δ + µ. Sea Gη = G ∩ Pη, que es un filtro Pη-
genérico sobre M . Vamos a probar que (Pν)M [Gη] ⊂ t[µ]. De este modo, como
(2ν ≥ δ)M [Gη], tendremos una aplicación inyectiva δ −→ (Pν)M [Gη] en M [Gη],
luego en M [K], luego en M [K] se cumplirá que |δ| ≤ |(Pν)M [Gη]| ≤ |t[µ]| ≤ µ y
el teorema estará probado.

Tomamos, pues, x ∈ (Pν)M [Gη]. Sea x = σGη
, donde σ es un buen nombre

para un subconjunto de ν̌. Como Pη cumple la c.c.ν+ ≤ µ y cf η = µ, existe un
α < µ tal que σ ∈ MPδ+ν·α . Fijado (p, f) ∈ R, podemos tomar este α de modo
que f |δ+ν·α = f |η. Definimos

f ′(β) =
{

‖γ̌ ∈ σ‖ si β = δ + ν · α + γ con γ < ν,
f(β) si β < δ + ν · α o η ≤ β y β ∈ Dominio(f).

Notemos que el valor ‖γ̌ ∈ σ‖ puede calcularse indistintamente en Bδ+ν·α o
en B, pues la inclusión es una inmersión completa. En particular f ′(β) ∈ Bβ+ν ,
con lo que f ′ ∈ Q y f ⊂ f ′.

Sea i : P −→ R la inmersión natural y sea σ̃ = i(σ), de modo que σ̃K = σG.
Veamos que (p, f ′) � τ(α̌) = σ̃.

En efecto, si K = G×H es un filtro R-genérico tal que (p, f ′) ∈ K y γ ∈ σ̃K ,
entonces f ′(δ + ν · α + γ) ∈ G, luego f ′

G(δ + ν · α + γ) = 1, luego γ ∈ τK(α).
Rećıprocamente, si γ ∈ τK(α), entonces existe una condición f ′′ ∈ H tal

que f ′′
G(δ + ν · α + γ) = 1. Sea g ∈ H tal que g ≤ f ′ y g ≤ f ′′. Aśı f ′

G ⊂ gG

y f ′′
G ⊂ gG. En particular gG(δ + ν · α + γ) = 1, pero este ordinal está en el

dominio de f ′, luego f ′(δ + ν · α + γ) = ‖γ̌ ∈ σ‖ ∈ G, luego γ ∈ σG = σ̃K .
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Con esto hemos probado que para toda condición (p, f) existe una condición
(p, f ′) ≤ (p, f) tal que (p, f ′) � σ̃ ∈ τ [µ̌], luego de hecho 1l � σ̃ ∈ τ [µ̌]. En
consecuencia, x = σG ∈ t[µ], como hab́ıa que probar.

Ahora es claro que los cardinales y la función del continuo en M [K] son
como se indica en el enunciado de 17.1. Notemos que (Pν)M [K] = (Pν)M [G] por
el teorema 17.3 y que (2ν)M [G] = κ, de donde (2ν = κ)M [K]. Sólo falta probar
que en M [K] no hay κ-árboles de Aronszajn. Para ello necesitamos un teorema
técnico, que a su vez requiere algunas consideraciones previas.

Para cada ordinal ĺımite λ < κ definimos

Pλ = {p ∈ P | p ⊂ λ × 2}, Pλ = {p ∈ P | p ∩ (λ × 2) = ∅},
Qλ = {f ∈ Q | f ⊂ λ × B}, Qλ = {f ∈ Q | f ∩ (λ × B) = ∅},

Rλ = Pλ ×Qλ, Rλ = Pλ ×Qλ, Kλ = K ∩ Rλ, Kλ = K ∩ Rλ.

Es claro que el orden de P se restringe a sendos órdenes en Pλ y Pλ de modo
que P ∼= Pλ × Pλ. La semejanza asigna a cada condición el par de restricciones
a λ y a κ \ λ. La semejanza inversa asigna a cada par de condiciones su unión.

Si suponemos que |λ| > µ y
∧

δ < λ δ + ν ≤ λ, entonces todo lo que hemos
dicho para R, P y Q hasta el teorema 17.3 vale también para Rλ, Pλ y Qλ.
En particular, todo filtro Rλ-genérico sobre M es de la forma Kλ = Gλ × Hλ,
donde Gλ es Pλ-genérico sobre M y Hλ es Qλ-genérico sobre M [Gλ], y además
M [Kλ] = M [Gλ][Hλ].

Si (p, f) ∈ Rλ y δ ∈ Dominio(f), entonces δ < λ, luego f(δ) ∈ Bδ+ν ⊂ Bλ.
Por consiguiente, si G es B-genérico sobre M y Gλ = G ∩ Bλ, se cumple que
fG = fGλ

∈ M [Gλ]. Esto se traduce en que el preorden definido directamente
sobre Qλ en M [Gλ] es la restricción del definido sobre Q en M [G].

Definimos ahora en M [Kλ] el preorden en Rλ dado por

(p, f) ≤ (q, g) ↔ p ≤ q ∧
∨

p′ ∈ Gλ(p′ ∪ p � f̌ ≤ ǧ).

Como en el caso de Q̌, podemos definir un Rλ-nombre para el preorden que
acabamos de definir, de modo que Řλ puede verse como un Rλ-nombre para un
c.p.o. en M y el producto Rλ × Rλ con el preorden dado por

((p, f), (p′, f ′)) ≤ ((q, g), (q′, g′)) ↔ (p, f) ≤ (q, g) ∧ (p, f) � (p̌′, f̌ ′) ≤ (q̌′, ǧ′)

está densamente contenido en el producto generalizado Rλ ∗ Řλ. La hipótesis
sobre λ nos permite probar que R ∼= Rλ × Rλ. En efecto, la aplicación dada
por i(p, f) = (p|λ, f |λ, p|κ\λ, f |κ\λ) es claramente biyectiva. Veamos que es una
semejanza.

Si (p, f) ≤ (q, g) en R, entonces (p|λ, f |λ) ≤ (q|λ, g|λ) en Rλ, pues si G es un
filtro P-genérico sobre M tal que p|λ ∈ G, entonces p|λ ∈ Gλ. Tomamos un filtro
Pλ-genérico Gλ sobre M [Gλ] tal que p|κ\λ ∈ Gλ. Aśı p ∈ G′ = Gλ × Gλ, luego
en M [G′] se cumple gG′ ⊂ fG′ , luego (g|λ)Gλ

⊂ (f |λ)Gλ
, luego (g|λ)G ⊂ (f |λ)G,

luego f |λ ≤ g|λ (en M [G]). Esto prueba que p|λ � f̌ |λ ≤ ǧ|λ, luego ciertamente
(p|λ, f |λ) ≤ (q|λ, g|λ).
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Además, (p|λ, f |λ) � (p̌|κ\λ, f̌ |κ\λ) ≤ (q̌|κ\λ, ǧ|κ\λ). En efecto, si tomamos
Kλ = Gλ ×Hλ un filtro Rλ-genérico sobre M tal que (p|λ, f |λ) ∈ Kλ, en M [Kλ]
se cumple ciertamente que p|κ\λ ≤ q|κ\λ y p = p|λ ∪ p|κ\λ � f̌ |κ\λ ≤ ǧ|κ\λ,
luego (p|κ\λ, f |κ\λ) ≤ (q|κ\λ, g|κ\λ).

Aśı pues, i(p, f) ≤ i(q, g). La implicación contraria se demuestra de forma
similar. Por lo tanto, todo filtro R-genérico K puede identificarse con un pro-
ducto Kλ × Kλ, de modo que Kλ = K ∩ Rλ es Rλ-genérico sobre M , Kλ es
Rλ-genérico sobre M [Kλ] y M [K] = M [Kλ][Kλ].

Ahora probamos un teorema auxiliar:

Teorema 17.6 Sean θ y λ ordinalesM que verifiquen
∧

δ < λ δ + ν ≤ λ y
µ < θ ≤ λ ≤ θ + ν < κ, sea p ∈ Pθ y F = {fα}α<γ ∈ M [Kλ], con γ < µ,
una sucesión en Qθ de modo que {(p, fα)}α<γ sea decreciente en Rθ. Entonces
existe g ∈ Qθ tal que

∧
α < γ (p, g) ≤ (p, fα).

Demostración: Por el teorema 17.3 se cumple que F ∈ M [Gλ]. También
es claro que Rθ ∈ M [Kθ] se encuentra —como c.p.o.— en M [Gθ] ⊂ M [Gλ].
Sean τ , ≤π∈ MPλ de modo que F = τGλ

y 1lPλ
� ≤π es el preorden de Řθ.

Podemos tomar p′ ∈ Gλ tal que

p′ � τ : γ̌ −→ Q̌θ ∧
∧

αβ(α < β < γ̌ → (p̌, τ(β)) ≤π (p̌, τ(α))).

Sea g la función cuyo dominio es la unión de los dominios de todas las
funciones f ∈ Qθ tales que

¬p′ �
∧

α < γ̌ τ(α) �= f̌

y definida mediante

g(β) = p′ ∧
∨
f,α

(f(β) ∧ ‖τ(α̌) = f̌‖),

donde α recorre los ordinales α < γ y f recorre las funciones de Qθ con β en su
dominio. Veamos que g ∈ Qθ. Es claro que g ∈ M .

Como B cumple (en M) la c.c.ν+ ≤ µ y γ < µ = cf µ, tenemos que

|{f ∈ Qθ |
∨

α < γ ‖τ(α̌) = f̌‖ �= O}|M < µ,

pues las condiciones ‖τ(α̌) = f̌‖ para un mismo α forman una anticadena en
B. Si ¬p′ �

∧
α < γ̌ τ(α) �= f̌ , entonces existe q ≤ p′ y α < γ de modo que

q � τ(α̌) = f̌ , luego ‖τ(α̌) = f̌‖ �= O. Aśı pues, el dominio de g es la unión
de los dominios de un conjunto de funciones f ∈ Qθ de cardinal < µ, luego el
dominio de g tiene cardinal < µ y, en consecuencia, |g|M < µ.

Por otra parte, si f ∈ Qθ y θ ≤ β < κ, como τ ∈ MPλ , tenemos que1

‖τ(α̌) = f̌‖ ∈ Bλ ⊂ Bθ+ν ⊂ Bβ+ν ,

1En este punto se requiere que la definición de Q exija f(β) ∈ Bβ+ν en lugar de f(β) ∈ Bβ .
De lo contrario en la hipótesis del teorema debeŕıamos exigir λ ≤ θ, y luego veremos que no
seŕıa suficiente para nuestros fines.
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luego si β está en el dominio de g se cumple que g(β) ∈ Bβ+ν , lo que prueba
que g ∈ Qθ.

Vamos a probar que g cumple el teorema. Como p′ ∈ Gλ, basta probar que

p′ �
∧

α < γ̌ (p̌, ǧ) ≤π (p̌, τ(α)).

Supongamos lo contrario. Entonces existen f ∈ Qθ, α < γ y β < κ tales que

p′ ∧ p ∧ ‖τ(α̌) = f̌‖ ∧ (g(β) + f(β)) �= O, (17.1)

donde la suma es la dada por (7.1).
En efecto, existe un filtro genérico G′

λ tal que p′ ∈ G′
λ y existe un α < γ tal

que en M [G′
λ] se cumple (p, g) �≤ (p, τG′

λ
(α)). Llamemos f = τG′

λ
(α) ∈ Qθ. En

particular ¬p′ ∪ p � ǧ ≤ f̌ , luego existe un filtro Pλ-genérico G′λ sobre M [G′
λ]

tal que p ∈ G′λ y, llamando G′ = G′
λ × G′λ, en M [G′] se cumple que g �≤ f , es

decir, fG′ �⊂ gG′ .
Es claro que el dominio de f está contenido en el de g, luego ha de existir

un β en el dominio de ambas de modo que f(β) ∈ G′ y g(β) /∈ G′ o viceversa,
pero esto es tanto como decir que g(β) + f(β) ∈ G′ y, en definitiva, tenemos
que p′ ∧ p ∧ ‖τ(α̌) = f̌‖ ∧ (g(β) + f(β)) ∈ G′, luego no es nulo.

Desarrollando (17.1) tenemos que

p ∧ ((p′ ∧ ‖τ(α̌) = f̌‖ ∧ g(β)) + (p′ ∧ ‖τ(α̌) = f̌‖ ∧ f(β))) �= O,

pero el segundo sumando es menor o igual que g(β) y, por consiguiente, me-
nor o igual que el primero. La suma es entonces el ı́nfimo del primero y el
complementario del segundo, con lo que

p ∧ p′ ∧ ‖τ(α̌) = f̌‖ ∧ g(β) ∧ f(β)′ �= O.

Por definición de g(β) existen α′ < γ y f ′ ∈ Qθ tales que

q = p ∧ p′ ∧ ‖τ(α̌) = f̌‖ ∧ ‖τ(α′) = f̌ ′‖ ∧ f ′(β) ∧ f(β)′ �= O.

Si G′ = G′
λ × G′λ es ahora un filtro genérico que contenga a q, tenemos que

τG′
λ
(α) = f y τG′

λ
(α′) = f ′, luego (p, f) ≤ (p, f ′) o bien (p, f ′) ≤ (p, f) (por la

elección de p′). Como p ∈ G′
λ, esto implica que fG′ y f ′

G′ están uno contenido en
el otro, luego fG′(β) = f ′

G′(β), pero entonces f(β) ∧ f(β)′ /∈ G′, contradicción.

El c.p.o. R está diseñado esencialmente para que cumpla la propiedad si-
guiente:

Teorema 17.7 Sea ξ un cardinal inaccesibleM tal que µ < ξ < κ, sea γ un
ordinal ĺımite tal que cf γ > ν y consideremos t : γ −→ M tal que t ∈ M [K] y∧

α < γ t|α ∈ M [Kξ]. Entonces t ∈ M [Kξ].
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Demostración: Tenemos que M [K] = M [Kξ][Kξ]. Vamos a trabajar en
M [Kξ]. Sea t = τKξ y sea (p, f) ∈ Kξ tal que

(p, f) � τ : γ̌ −→ L ∧
∧

α < γ̌ τ |α ∈ L[Ǩξ].

La primera parte de la demostración consiste en probar que existe (q, g) ∈ Rξ

tal que (q, g) ≤ (p, f) y∧
α < γ

∧
p′ ≤ q

∧
f ′ ∈ Qξ

∧
x ∈ M [Kξ](g ⊂ f ′ ∧ (p′, f ′) � τ |α̌ = x̌

→ (q, f ′) � τ |α̌ = x̌). (17.2)

Supongamos, por reducción al absurdo, que ninguna extensión (q, g) ≤ (p, f)
cumple (17.2). Veamos entonces que para toda condición (q, g) ≤ (p, f) y para
todo δ < γ existen p1, p2 ≤ q, f ′ ∈ Qξ tal que g ⊂ f ′, x1, x2 ∈ M [Kξ] y
δ < α < γ de modo que x1 �= x2 y (pi, f

′) � τ |α̌ = x̌i, para i = 1, 2.

En efecto, por la negación de (17.2) existen α0 < γ, p′1 ≤ q, f0 ∈ Qξ, g ⊂ f0

y x′
1 ∈ M [Kξ] de modo que (p′1, f0) � τ |α̌0 = x̌′

1 pero ¬(q, f0) � τ |α̌0 = x̌′
1.

Por consiguiente, existe x′
2 ∈ M [Kξ], x′

2 �= x′
1 y (p′2, f1) ≤ (q, f0) de modo

que (p′2, f1) � τ |α̌0 = x̌′
2. Podemos suponer que f0 ⊂ f1. Sea α0 ∪ δ < α < γ.

Existen x1 ∈ M [Kξ] y (p1, f2) ≤ (p′1, f1) tales que x′
1 ⊂ x1 y (p1, f2) � τ |α̌ = x̌1.

Podemos suponer que f1 ⊂ f2. Similarmente, podemos tomar x2 ∈ M [Kξ] y
(p2, f

′) ≤ (p′2, f2) tales que x′
2 ⊂ x2 y (p2, f

′) � τ |α̌ = x̌2. En particular x1 �= x2

y se cumple lo pedido.

Vamos a construir (siempre en M [Kξ]) un ν+-árbol ramificado A, formado
por pares z = (Sz, xz), junto con una sucesión {δα}α<ν+ estrictamente creciente
en γ y una sucesión {fα}α<ν+ en Qξ tal que {(p, fα)}α<ν+ sea decreciente en Rξ

(y además (p, fα) ≤ (p, f)), de modo que se cumplan las propiedades siguientes:

a) Si z ∈ A, entonces Sz ⊂ Pξ, Sz �= ∅ y, para cada α < ν+, la unión
de todos los conjuntos Sz con z ∈ NivαA es una anticadena maximal en
{q ∈ Pξ | q ≤ p}.

b) Si z ∈ NivαA, entonces xz ∈ M [Kξ] y, para cada q ∈ Sz, se cumple que
(q, fα) � τ |δ̌α

= x̌z.

c) Si z �= z′, entonces xz �= xz′ .

d) Si z ∈ NivαA, z′ ∈ NivβA y α ≤ β, entonces z ≤ z′ ↔ xz′ |α = xz.

Antes de dar la construcción vamos a ver que de ella se sigue la contradicción
que prueba (17.2). Observemos en primer lugar que∧

zz′ ∈ A
∧

qq′(z ⊥ z′ ∧ q ∈ Sz ∧ q′ ∈ Sz′ → q ⊥ q′). (17.3)

En efecto, digamos que altAz = α ≤ β = altAz′. Sea z′′ ≤ z′ tal que
altAz′′ = α. Por b) y d) tenemos que (q′, fβ) � τ |δ̌α

= x̌z′′ . Como z′′ �= z, la
propiedad b) implica que (q, fα) ⊥ (q′, fβ). Por hipótesis (p, fβ) ≤ (p, fα), y es
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claro que si r ∈ Pξ fuera una extensión común de q y q′ (en particular r ≤ p)
entonces (r, fβ) seŕıa una extensión común de (q, fα) y (q′, fβ).

Se cumple que R = {z ∈ A | Sz ∩ Gξ �= ∅} ∈ M [Kξ][Gξ] es un camino en
A, pues por a) tenemos que R contiene un elemento de cada altura α < ν+, el
cual es único por (17.3). Por b) y d) tenemos que R está totalmente ordenado.

Como A está ramificado, contiene una anticadena (en M [Kξ][Gξ]) de cardi-
nal ν+ y, eligiendo un elemento de cada conjunto Sz para z en la anticadena,
obtenemos —usando otra vez (17.3)— una anticadena en Pξ de cardinal ν+.

Ahora bien, por definición, Pξ = Fn(κ \ ξ, 2, ν)M , pero también se cumple
que Pξ = Fn(κ \ ξ, 2, ν)M [Kξ], pues toda q en este último c.p.o. está en M [Gξ]
por 17.3 y —de hecho— en M porque Pξ es ν-cerradoM . Por el mismo motivo
|q|M < ν. Esto hace que Pξ sea ν-cerrado en M [Kξ], luego también se cumple
que Pξ = Fn(κ \ ξ, 2, ν)M [Kξ][Gξ].

Estos mismos hechos hacen que (2<ν)M [Kξ][Gξ] = (2<ν)M = ν, luego Pξ

cumple la c.c.ν+ en M [Kξ][Gξ], luego no puede existir la anticadena que hemos
encontrado.

Pasamos a la construcción de A, {fα}α<ν+ y {δα}α<ν+ . Simultáneamente
construiremos un buen orden R en A. Supongamos definido el subárbol Aα de
los elementos de A de altura menor que α junto con {fβ}β<α, {δβ}β<α y el buen
orden Rα en Aα.

Sea z0 ∈ Aα el menor elemento de Aα respecto a Rα que no se ramifica o
un elemento cualquiera si todos lo hacen. Aplicamos el teorema anterior con
θ = λ = ξ a la sucesión {fβ}β<α, con lo que obtenemos una función g ∈ Qξ de
manera que

∧
β < α (p, g) ≤ (p, fβ) (si α = 0 sirve g = f). Fijemos q ∈ Sz0 .

Tenemos que
(q, g) ≤ (p, g) ≤ (p, fβ) ≤ (p, f).

Por la conclusión que hemos extráıdo de la negación de (17.2), existe un
δα < γ, δα >

⋃
β<α

δβ (aqúı usamos que cf γ > µ), dos condiciones p1, p2 ≤ q,

una función f ′ ⊃ g y dos funciones x1, x2 ∈ M [Kξ], x1 �= x2 de modo que

(pi, f
′) � τ |δ̌α

= x̌i, i = 1, 2. (17.4)

Sea σ ∈ M [Kξ]P
ξ

tal que

1lPξ � σ = {g ∈ Q̌ξ |
∨

x ∈ L[Ǩξ]
∨

q ∈ Γξ (q, g) � τ̌ |ˇ̌δα
= x̌},

de modo que

σGξ = {g ∈ Qξ |
∨

x ∈ M [Kξ]
∨

q ∈ Gξ (q, g) � τ |δ̌α
= x̌} ∈ M [Kξ][Gξ].

Entonces p � σ es abierto denso bajo f̌ . En efecto, si p ∈ Gξ y en M [Kξ][Gξ]
tomamos h ≤ f (en el sentido de que fG ⊂ hG, donde G = Gξ × Gξ), sea Hξ

un filtro genérico sobre M [Kξ][Gξ] tal que (p, h) ∈ Kξ = Gξ × Hξ. Aśı, si
K = Kξ × Kξ, se cumple que τKξ |δα

= x ∈ M [Kξ] (porque lo fuerza (p, f)).
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Existe (q, g) ∈ Kξ tal que (q, g) ≤ (p, h) y (q, g) � τ |δ̌α
= x̌, con lo que g ∈ σGξ

y g ≤ h. Esto prueba que σGξ es denso bajo f . La prueba de que es abierto es
similar.

Ahora observamos que la prueba de 17.2 se adapta para Pξ y Qξ en lugar
de P y Q y nos da una función fα ∈ Qξ tal que f ′ ⊂ fα y p � f̌α ∈ σ.

En efecto, la construcción de la sucesión {(pα, fα)}α<δ se hace ahora en
M [Kξ]. Hemos visto antes que Pξ cumple la c.c.ν+ en M [Kξ] y la función f ′

construida en 17.2 está en principio en M [Kξ], pero como |f ′|M [Kξ] < ν, el
teorema 17.3 nos da que f ′ ∈ M [Gξ] y |f ′|M [Gξ < ν. Usando ahora que Pξ es
ν-cerrado concluimos que f ′ ∈ M , por lo que f ′ ∈ Qξ. Igualmente se justifica
que la función g alĺı construida está en M y, por consiguiente, en Qξ.

Veamos ahora que el conjunto

D = {r ∈ Pξ |
∨

x ∈ M [Kξ] (r, fα) � τ |δ̌α
= x̌} ∈ M [Kξ]

es denso bajo p. En efecto, si q ≤ p, tomamos un filtro genérico Gξ tal que
q ∈ Gξ, con lo que fα ∈ σGξ , luego existe un x ∈ M [Kξ] y un r ∈ Gξ (que
podemos tomar r ≤ q) de manera que (r, fα) � τ |δ̌α

= x̌. Aśı r ∈ D.

Sea Ŝ una anticadena maximal en D, que es también una anticadena maximal
del conjunto {q ∈ Pξ | q ≤ p}. Para cada q ∈ Ŝ existe un único x ∈ M [Kξ] tal
que (q, fα) � τ |δ̌α

= x̌. Dividimos Ŝ en clases de equivalencia, de modo que dos
condiciones están en la misma clase si les corresponde el mismo x. Definimos
NivαA como el conjunto de pares (S, x), donde S es una clase de equivalencia
de Ŝ y para todo q ∈ S se cumple que (q, fα) � τ |δ̌α

= x̌. Con esto tenemos
garantizadas las propiedades a), b) y c). Ahora vamos a extender el orden de A
de modo que se cumpla d).

Tomemos z ∈ NivαA y β < α. Sea q ∈ Sz y sea Gξ un filtro genérico
que contenga a q. Entonces existe z′ ∈ NivβA tal que Gξ ∩ Sz′ �= ∅. Sea
r ∈ Gξ tal que r ≤ q y r ≤ q′ ∈ Gξ ∩ Sz′ . Entonces (r, fα) � τ |δ̌β

= x̌z|β̌
y (r, fα) � τ |δ̌β

= x̌z′ (pues (r, fα) ≤ (q′, fβ)). Por consiguiente xz|β = xz′ .
Es claro que z′ es único, es decir, existe un único z′ ∈ Aα de altura β tal que
xz|β = xz′ . Extendemos el orden de Aα de modo que z esté por encima de estos
z′ (para cada β < α). Esto convierte a Aα+1 en un árbol en el que el conjunto
que hemos definido como NivαA es ciertamente el nivel de altura α y se cumple
d).

Más aún, al tomar la anticadena Ŝ podemos exigir que contenga a las condi-
ciones p1 y p2 de (17.4), de modo que también se cumple (pi, fα) � τ |δ̌α

= x̌i, y
aśı NivαA contiene dos condiciones incompatibles por encima de la condición z0

que hemos tomado al principio de la construcción (pues si altAz0 = β, entonces
(pi, fα) ≤ (q, fβ), luego xz0 ⊂ xi).

Finalmente, extendemos arbitrariamente el buen orden Rα a Aα+1 de modo
que los puntos añadidos sean posteriores a los de Aα. De este modo obtenemos
un árbol A = Aν+ cuyos niveles tienen cardinal < ν+ por la propiedad a y cuya
altura es obviamente ν+. Además está ramificado, pues si z ∈ NivαA, tiene
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bajo śı (respecto del buen orden R) una cantidad ≤ ν de elementos, luego la
construcción hace que z se ramifique a lo más tardar en el nivel α + ν < ν+.

Con esto termina la prueba de (17.2). Pasemos a probar el enunciado. Su-
pongamos que t /∈ M [Kξ]. Entonces podemos suponer que (p, f) � τ /∈ L[Ǩξ].
Cambiando (p, f) por la extensión que cumple (17.2), tenemos que∧

α < γ
∧

p′ ≤ p
∧

f ′ ∈ Qξ
∧

x ∈ M [Kξ](f ⊂ f ′ ∧ (p′, f ′) � τ |α̌ = x̌

→ (p, f ′) � τ |α̌ = x̌).

Esto nos permite construir en M [Kξ] sucesiones

{fs}s∈<ν2 ⊂ Qξ, {xs}s∈<ν2 ⊂ M [Kξ], {αs}s∈<ν2 ⊂ γ,

tales que:

a) Si α < β < ν y s ∈ β2, entonces (p, fs) ≤ (p, fs|α) y xs|α ⊂ xs,

b) Si s ∈ α2, entonces (p, fs$i) � τ |α̌s
= x̌s$i, i = 0, 1, y xs$0 �= xs$1.

c) Si s ∈ λ2, λ < ν, entonces xs =
⋃

δ<λ

xs|δ y fs viene dado por el teorema
anterior con θ = λ = ξ.

Partimos de f∅ = f . Únicamente hemos de justificar que, dado s ∈ α2, es
posible conseguir b). Para todo ordinal α < γ es claro que existe un x ∈ M [Kξ]
y una condición (p′, f) ≤ (p, fs) tal que (p′, f) � τ |α̌ = x̌. Podemos suponer
que fs ⊂ f y, por lo que hemos probado antes, de hecho (p, f) � τ |α = x̌. Si no
se cumple b) con α̌s = α es porque hay un único x que cumple esto. Tenemos,
pues, que para cada α < γ existe un único xα ∈ M [Kξ] y una única fα ∈ Qξ,
f ⊂ fα, de modo que (p, fα) � τ |α = x̌α.

Llamando x =
⋃

α<γ
xα ∈ M [Kξ], es claro que (p, f) � τ = x̌ ∈ L[Ǩξ],

contradicción.

Llamemos a =
⋃

q∈Gξ+ν

q \ ⋃
q∈Gξ

q ∈ M [Kξ+ν ]. Es claro que a : (ξ +ν)\ξ −→ 2

(es un fragmento de la función genérica determinada por G). Definamos ahora
ā : ν −→ 2 mediante ā(α) = a(ξ + α). Aśı, {fā|δ}δ<ν ∈ M [Kξ+ν ]. Podemos
aplicar el teorema anterior con θ = ξ, λ = ξ + ν, lo que nos da una función
f ′ ∈ Qξ tal que

∧
δ < ν (p, f ′) ≤ (p, fā|δ). Como cf γ > ν, se cumple que

α =
⋃

δ<ν

αā|δ < γ. Sea x =
⋃

δ<ν

xā|δ ∈ M [Kξ+ν ].

De este modo tenemos que (p, f ′) � τ |α̌ā|δ
= x̌ā|δ+1 , para todo δ < ν. Si K ′ξ

es un filtro genérico que contiene a (p, f ′) se cumplirá que τK′ξ |αā|δ
= xā|δ+1 ,

luego τK′ξ = x. Ahora bien, como (p, f) � τ |α̌ ∈ L[Ǩξ], resulta que x ∈ M [Kξ].
Ahora bien, a partir de x y {xs}s∈<ν2 (ambos en M [Kξ]) se puede reconstruir

la función ā, luego ā ∈ M [Kξ], y también a ∈ M [Kξ], lo cual es imposible por
un argumento t́ıpico de genericidad.

A partir de aqúı vamos a cambiar ligeramente la notación. En lo que sigue
B ya no será la compleción de P, sino la compleción de R. Como R cumple
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la c.c.κ y todo elemento de B es supremo de una anticadena en R, resulta que
|B|M = κ, luego podemos suponer que, como conjunto, B = κ. Sea i : R −→ B
la inmersión densa. Para cada α < κ, llamaremos Bα a la subálgebra completa
de B generada por i[Rα]. Si ξ es un cardinalM µ < ξ < κ, entonces Rξ está
completamente contenido en R, luego Bξ es (isomorfa a) la compleción de Rξ.
En particular i[Rξ] es denso en Bξ.

Si ξ es inaccesibleM , entonces Bξ =
⋃

α<ξ

Bα, pues Rξ cumple la c.c.ξ, luego

todo elemento de Bξ es el supremo de una anticadena de cardinal < ξ, que está
contenida en un Bα.

Veamos que existe un conjunto C1 ∈ M c.n.a. en κ formado por cardinales
ĺımite tal que si ξ ∈ C1 es inaccesibleM entonces Bξ = ξ.

En efecto, basta considerar el conjunto de los cardinales ĺımite cerrados para
las aplicaciones p, q : κ −→ κ dadas por

p(α) = mı́n{β < κ | Bα ⊂ β}, q(α) = mı́n{β < κ | α ∈ Bβ}.

A partir de aqúı suponemos que κ es débilmente compactoM y que existe
un κ-árbol de AronszajnM . Llamémoslo A. Como |A|M = κ, podemos suponer
que, como conjunto, A = κ. Sea ≤ un R-nombre para el orden de A y sea b ∈ K
tal que b � (κ̌,≤) es un κ̌-árbol de Aronszajn.

Sea Aα el conjunto de los elementos de A de altura < α. Como |Aα|M [K] < κ,
podemos definir p : κ −→ κ mediante p(α) = mı́n{β < κ | Aα ⊂ β} y aśı, si
p[λ] ⊂ λ se cumple que Aλ ⊂ λ. Sea σ ∈ MR tal que

b � σ = {λ < κ̌ | Aλ ⊂ λ}.

Es claro que b � σ es c.n.a. en κ̌. Veamos ahora que

C2 = {λ < κ | b � λ̌ ∈ σ}

es c.n.a. en κ.
Es claro que C2 es cerrado. Para probar que es acotado tomamos α < κ.

Para cada p ≤ b existen qp ∈ R y βp < κ tales que qp � β̌p es el mı́nimo ordinal
en σ mayor que α̌. Si βp �= βp′ entonces p ⊥ p′ y, como R cumple la c.c.κ, el
conjunto {βp | p ≤ b} tiene cardinalM < κ. Por consiguiente existe un α1 < κ
mayor que todos sus elementos. Claramente qp �

∨
β ∈ σ(α̌ < β ≤ α̌1). Por

consiguiente, b �
∨

β ∈ σ(α̌ < β ≤ α̌1).
Repitiendo el proceso podemos construir {αn}n<ω ∈ M tal que α0 = α y

b �
∨

β ∈ σ(α̌n < β ≤ α̌n+1). Llamando λ =
⋃

n<ω
αn concluimos que b � λ̌ ∈ σ,

luego α < λ ∈ C2.
Podemos tomar una sucesión de R-nombres {σα}α<κ ∈ M de modo que

b � σα = Aα̌. Aśı, si β < κ, se cumple que

β ∈ Aα ↔
∨

p ∈ K p � β̌ ∈ σα.

Si β ∈ Aα, existe un cardinal inaccesibleM ξβ < κ tal que∨
p ∈ Kξβ

p � β̌ ∈ σα.
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Como {ξβ}β∈Aα
∈ M [K], existe ξ < κ inaccesibleM mayor que todos los ξβ ,

y entonces
Aα = {β < κ |

∨
p ∈ Kξ p � β̌ ∈ σα} ∈ M [Kξ].

Para cada q ≤ b existe un rq ≤ q y un ξq inaccesibleM de modo que

rq � ξ̌q es el mı́nimo ξ inaccesibleL tal que Aα̌ ∈ L[Γξ].

Si ξq �= ξq′ ha de ser q ⊥ q′, luego el cardinalM del conjunto de los ξq es
menor que κ, luego existe un ξ < κ inaccesibleM mayor que todos ellos. Es claro
entonces que rq � Aα̌ ∈ L[Γξ̌]. Por lo tanto b � Aα̌ ∈ L[Γξ̌].

Aśı hemos probado que para cada α < κ existe un cardinalM ξα < κ tal que
b � Aα̌ ∈ L[Γξ̌α

]. Podemos suponer que {ξα}α<κ ∈ M es normal (para lo cual
hemos de suprimir la condición de que ξα sea inaccesibleM ). De este modo, el
conjunto

C3 = {α < κ | α = ξα}

es c.n.a. en κ. Si ξ ∈ C3, entonces para todo α < ξ se cumple que b � Aα̌ ∈ L[Γξ̌].
En realidad, lo que hemos hecho con Aα lo podemos hacer a la vez con Aα

y con la restricción de ≤A a Aα, con lo que al escribir Aα ∈ M [Kξ] podemos
entender que nos referimos a Aα como árbol y no sólo como conjunto.

Finalmente, sea T : κ × κ −→ B dada por T (β, β′) = b ∧ ‖β <A β′‖ y sea

C4 = {α < κ | b < α ∧ T [α × α] ⊂ α}.

Sea C la intersección de los cuatro conjuntos cerrados no acotados que hemos
definido. Aśı C ∈ M es c.n.a. en κ, sus elementos son cardinales ĺımite y si ξ ∈ C
es un cardinal inaccesibleM entonces b ∈ Bξ = ξ, T [ξ × ξ] ⊂ Bξ, b � Aξ̌ ⊂ ξ̌ y
para todo α < ξ se cumple que b � Aα̌ ∈ L[Γξ̌].

Llegaremos a una contradicción usando que los cardinales débilmente com-
pactos son Π1

1-indescriptibles. El teorema siguiente nos indica cómo aprovechar
este hecho:

Teorema 17.8 Sea B un álgebra de Boole completa de cardinal κ y con la
condición de cadena κ, sean ≤A∈ V B y b ∈ B tales que b � (κ̌,≤) es un κ̌-árbol.
Sea T : κ × κ −→ B la aplicación dada por T (β, β′) = b ∧ ‖β̌ <A β′‖. Entonces

b � (κ̌,≤A) no tiene caminos ↔
∧

g
∧

p ≤ b(φ(g, p) → ψ(g, p)),

donde

φ(g, p) ≡ g : κ × κ −→ κ ∧
∧

α < κ
∧

q ≤ p
∨

r ≤ q
∨

β < κ

(q �= O → O �= r ≤ g(α, β))),
ψ(g, p) ≡

∧
q ≤ p

∨
r ≤ q

∨
αα′ββ′ < κ(q �= O →

α < α′ ∧ (g(α, β) ∧ g(α′, β′) ∧ T (β, β′)′) ≥ r �= O).
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Demostración: Probaremos el teorema relativizado a un modelo M . Su-
pongamos que b � (κ̌,≤A) no tiene caminos y que g, p ≤ b cumplen φ(g, p).

Sea q ∈ B, q �= O, q ≤ p y sea K un ultrafiltro B-genérico sobre M que
contenga a q. Aśı, el conjunto D = {r ∈ B |

∨
β < κ(O �= r ≤ g(α, β))} es denso

bajo p, luego existe r ∈ D ∩ K, luego existe un β < κ tal que g(α, β) ∈ K.
Sea g′(α) = mı́n{β < κ | g(α, β) ∈ K}. Aśı g′ : κ −→ κ, g′ ∈ M [K]. Como

(κ,≤A K) no tiene caminos, existen α < α′ < κ tales que � g′(α) <A K g′(α′), de
modo que si llamamos β = g′(α) y β′ = g′(α′) se cumple T (β, β′)′ ∈ K. Por
consiguiente r = q ∧ g(α, β) ∧ g(α′, β′) ∧ T (β, β′)′ ∈ K, luego es no nulo y
cumple ψ(g, p).

Supongamos ahora que se cumple la condición del enunciado pero que b
no fuerza que (κ̌,≤A) no tiene caminos. Entonces existe un p ≤ b tal que
p � (κ̌,≤A) tiene un camino. Sea τ ∈ MB tal que p � τ : κ̌ −→ κ̌ es un camino
en (κ̌,≤A). Definimos g(α, β) = ‖τ(α̌) = β̌‖. Veamos que se cumple φ(g, p). Si
α < κ y q ≤ p, entonces q � τ : κ̌ −→ κ̌, luego existen r ≤ q y β < κ tales que
r � τ(α̌) = β̌. Claramente O �= r ≤ g(α, β).

Por hipótesis se cumple también φ(g, p). Sea K un ultrafiltro genérico tal
que p ∈ K. El conjunto

{r ∈ B |
∨

αα′ββ′ < κ(α < α′ ∧ (g(α, β) ∧ g(α′, β′) ∧ T (β, β′)′) ≥ r �= O)}

es denso bajo p, luego corta a K, luego existen α, α′, β, β′ < κ tales que
α < α′ y g(α, β) ∧ g(α′, β′) ∧ Y (β, β′)′ ∈ K, luego τK(α) = β, τK(α′) = β′ y
¬β <A K β′, en contradicción con que τK es un camino.

De este modo, volviendo a la situación previa al teorema, el hecho de que
b � (κ̌,≤A) no tiene caminos equivale (en M) a que

(Vκ,B, T, {b}) �
∧

g
∧

p ≤ b(φ(g, p) → ψ(g, p)),

donde g es una variable de segundo orden y B representa a las operaciones de B.
Como κ es Π1

1-indescriptibleM , el teorema 12.21 nos da un conjunto estacionario
E ∈ M de cardinales inaccesiblesM que reflejan la sentencia anterior. Tomamos
concretamente ξ ∈ E ∩ C de modo que (en M)

(Vξ,Bξ, T |ξ×ξ, {b}) �
∧

g
∧

p ≤ b(φ(g, p) → ψ(g, p)). (17.5)

Como (κ,≤A K) es un κ-árbolM [K], existe g ∈ M [K] tal que g : ξ −→ Aξ

es la restricción de una rama de altura ≥ ξ. Ahora bien, si α < ξ, entonces
g(α) ∈ Aα ∈ M [Kξ], luego g|α ∈ M [Kξ] (pues g|α está determinado por g(α)
y el orden de Aα). Por 17.7 (notemos que podemos suponer ξ > µ) se cumple
que g ∈ M [Kξ]. El mismo argumento empleado en la prueba del teorema 17.8
muestra que g contradice (17.5).

17.2 Extensiones iteradas

La mayoŕıa de las extensiones genéricas que vamos a necesitar más adelante
serán extensiones iteradas. Dedicamos esta sección a profundizar en la teoŕıa
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cuyas bases expusimos en el caṕıtulo IX. Empezamos con un teorema que nos
da ciertas condiciones para que la condición de cadena κ se conserve en un paso
al ĺımite:

Teorema 17.9 Sea ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) una iteración de preórdenes y κ ≤ α
un cardinal regular no numerable. Supongamos que Pκ es ĺımite directo y que
existe un conjunto estacionario E ⊂ κ formado por ordinales ĺımite y de modo
que para cada δ ∈ E el conjunto Pδ sea ĺımite directo. Entonces, si

∧
δ < κPδ

cumple la c.c.κ, también la cumple Pκ.

Demostración: Sea C una anticadena maximal en Pκ y consideremos el
conjunto D = {p ∈ Pκ |

∨
q ∈ C p ≤ q}, denso en Pκ. Sea δ < κ y sea Cδ =

{p|δ | p ∈ C}. Sea Dδ = {p ∈ Pδ |
∨

q ∈ Cδ p ≤ q}, denso en Pδ. Sea Mδ una
anticadena maximal en Dδ. Sea Zδ ⊂ Cδ formado por un elemento sobre cada
elemento de Mδ. Aśı, |Zδ| ≤ |Mδ| < κ. Sea Dδ = {p ∈ Pδ |

∨
q ∈ Zδ p ≤ q},

denso en Pδ. Sea Cδ ⊂ C tal que Zδ = {c|δ | c ∈ Cδ} y |Cδ| < κ. Sea ηδ < κ
tal que todo elemento de Cδ tiene su soporte en ηδ.

Consideremos la aplicación f : κ −→ κ dada por f(δ) = ηδ. El conjunto
{α < κ | f [α] ⊂ α} es c.n.a. en κ, luego existe un γ ∈ E tal que f [γ] ⊂ γ, es
decir, tal que

∧
δ < γ ηδ < γ. Veamos que los soportes de los elementos de C

están todos en γ, con lo que |C| = |Cγ | < κ.
Sea c ∈ C. Entonces c|γ ∈ Pγ , ĺımite directo, luego existe un δ < γ tal

que sop c|γ ⊂ δ. Tenemos que Dδ = {p ∈ Pδ |
∨

q ∈ Cδ p ≤ q|γ} es denso en
Pδ, luego podemos tomar q ∈ Cδ tal que q|δ sea compatible con c|δ. Entonces
sop q ⊂ ηδ ⊂ γ.

Aśı pues, sop c|γ ⊂ δ y ¬c|δ ⊥ q|δ, luego ¬c|γ ⊥ q|γ (teorema 9.14 f). Como
además sop q ⊂ γ, concluimos igualmente que ¬c ⊥ q. Por último, c, q ∈ C,
luego ha de ser c = q y, por consiguiente, sop c ⊂ γ.

En el caṕıtulo IX no vimos resultados sobre la propiedad de ser κ-cerrado
análogos a los que vimos para la condición de cadena κ. Ahora necesitaremos
estos resultados, pero respecto a una propiedad más general:

Definición 17.10 Sea P un c.p.o. y D ⊂ P. Diremos que D es un subconjunto
dirigido si

∧
dd′ ∈ D

∨
e ∈ D(e ≤ d ∧ e ≤ d′).

Si κ es un cardinal infinito, diremos que P es fuertemente κ-cerrado si para
todo subconjunto dirigido D de P con |D| < κ existe una condición p ∈ P tal
que

∧
d ∈ D p ≤ d.

Es obvio que todo c.p.o. fuertemente κ-cerrado es κ-cerrado.

Teorema 17.11 Sea κ un cardinal, P un c.p.o. fuertemente κ-cerrado y π un
P-nombre para un c.p.o. tal que 1l � π es fuertemente κ̌-cerrado. Entonces P∗π
es fuertemente κ-cerrado.

Demostración: Conviene probar un resultado ligeramente más general
(que usaremos después en 17.13): Bajo las hipótesis del teorema, si

D = {(pα, σα) | α < λ}
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es un conjunto dirigido en P ∗ π con λ < κ y p ∈ P cumple que
∧

α < λ p ≤ pα,
entonces existe un σ ∈ π̂ tal que

∧
d ∈ D (p, σ) ≤ d.

Esto prueba ciertamente el teorema, pues claramente D1 = {pα | α < λ} es
un conjunto dirigido en P, luego existe p ∈ P tal que

∧
α < λ p ≤ pα.

Por el teorema de reflexión 1.27, basta probar la relativización del resultado
a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Sea δ = {(σα, 1l) | α < λ} ∈ MP

y vamos a probar que

p � δ es un subconjunto dirigido de π ∧ |δ| < κ̌.

Para ello sea G un filtro P-genérico sobre M tal que p ∈ G. Entonces
δG = {σαG | α < λ} ⊂ πG. Dados σαG, σβG ∈ δG, como D es dirigido, existe
un γ < λ tal que (pγ , σγ) ≤ (pα, σα) y (pγ , σγ) ≤ (pβ , σβ).

Tenemos que pγ � σγ ≤π≤ σα y pγ � σγ ≤π σβ , luego p fuerza lo mismo y,
por consiguiente, σγG ≤ σαG y σγG ≤ σβG. Esto prueba que δG es dirigidoM [G].

Por otra parte, {(p.o.(α̌, σα), 1l) | α < λ} ∈ MP nombra a una aplicación
suprayectiva de λ en δG, luego |δG|M [G] < κ.

En consecuencia, p �
∨

q ∈ π
∧

x ∈ δ q ≤π x. Por 9.3 existe un σ ∈ π̂ tal que
p �

∧
x ∈ δ σ ≤π x. En particular p � σ ≤π σα para todo α ≤ λ, con lo que el

par (p, σ) ∈ P ∗ π cumple
∧

d ∈ D (p, σ) ≤ d.

Ahora probamos un resultado análogo al teorema 17.9.

Teorema 17.12 Sea ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) una iteración de preórdenes, sea κ
un cardinal y λ < α un ordinal ĺımite tal que cf λ ≥ κ, Pλ es ĺımite directo y∧

δ < λ Pδ es fuertemente κ-cerrado. Entonces Pλ es fuertemente κ-cerrado.

Demostración: Sea D ⊂ Pλ un conjunto dirigido con |D| < κ. Si d ∈ D
existe un γd < λ tal que sop d ⊂ γd. Como |D| < cf λ, existe un γ < λ tal que∧

d ∈ D γd < γ, o sea,
∧

d ∈ D sop d ⊂ γ. Sea D′ = {d|γ | d ∈ D}. Es claro
que D′ es un conjunto dirigido en Pγ , luego existe una condición p ∈ Pγ tal que∧

d ∈ D p ≤ d|γ , luego
∧

d ∈ D(iγλ(p) ≤ iγλ(d|γ) = d). Esto prueba que Pλ es
fuertemente κ-cerrado.

El siguiente resultado es análogo a 9.17:

Teorema 17.13 Sea ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) una iteración de preórdenes, sea κ un
cardinal tal que para todo δ < α se cumpla que 1l � πδ es fuertemente κ̌-cerrado.
Supongamos que para cada λ ≤ α con cf λ < κ se cumple que Pλ es ĺımite
inverso. Entonces cada Pδ es fuertemente κ-cerrado.

Demostración: Por inducción sobre δ. Claramente P0 = {1l} es fuerte-
mente κ-cerrado. Si Pδ es fuertemente κ-cerrado, entonces Pδ+1

∼= Pδ ∗ πδ es
fuertemente κ-cerrado por 17.11.

Supongamos que Pδ es fuertemente κ-cerrado para todo δ < λ. Si Pλ es
ĺımite directo, entonces ha de ser cf λ ≥ κ y concluimos que Pλ es fuertemente
κ-cerrado por el teorema anterior. Supongamos, pues, que Pλ es ĺımite inverso.
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Sea D = {pα | α < γ} un conjunto dirigido en Pλ con γ < κ. Vamos a construir
una sucesión {qδ}δ≤λ, creciente respecto a la inclusión, tal que cada qδ ∈ Pδ y
qδ ≤ pα|δ, para todo α < γ.

Tomamos q0 = 1l ∈ P0. Definidos {qδ}δ≤β , para β < λ, observamos que
D′ = {pα|β+1 | α < γ} es un conjunto dirigido en el c.p.o. Pβ+1

∼= Pβ ∗ πβ y
|D′| < κ. A través de la semejanza, D′ se corresponde con el conjunto

{(pα|β , pα(β)) | α < γ}.

Por hipótesis de inducción
∧

α < λ qβ ≤ pα|β , luego podemos usar el resultado
probado en la demostración de 17.11, según el cual existe un nombre τ ∈ π̂β tal
que ∧

α < γ (qβ , τ) ≤ (pα|β , pα(β)).

Equivalentemente, existe una extensión qβ+1 de qβ a Pβ+1 de manera que
qβ+1 ≤ pα|β+1 para todo α < γ.

Podemos exigir que si
∧

α < γ pα(β) = 1l, entonces qβ+1(β) = 1l.
Supongamos definidos {qδ}δ<β , donde β < λ es un ordinal ĺımite. Definimos

qβ =
⋃

δ<β

qδ. Si Pβ es un ĺımite inverso es claro que qβ ∈ Pβ . Si es ĺımite directo,

por hipótesis cf β ≥ κ > γ, luego existe un δ < β tal que sop pα|β ⊂ δ, para todo
α < γ. Esto significa que pα(ε) = 1l para δ ≤ ε < β y todo α < γ, y entonces,
por construcción, qβ(ε) = 1l. Por consiguiente sop qβ ⊂ α, luego en cualquier
caso qβ ∈ Pβ . También es claro que cumple lo pedido.

De este modo llegamos a una condición qλ que extiende a todas las condi-
ciones de D.

El próximo teorema afirma que, bajo ciertas hipótesis, un c.p.o. Pα+β de
una iteración puede descomponerse en un producto Pα ∗ πα

β , para un cierto
Pα-nombre πα

β . La construcción de este nombre requiere ciertas definiciones
técnicas encaminadas a relacionar los nombres de un mismo objeto en distintos
c.p.o.s. Más concretamente, si G ∗H es un filtro P ∗π-genérico sobre un modelo
M , entonces M [G ∗ H] = M [G][H], luego todo conjunto en M [G ∗ H] tiene
un P ∗ π-nombre en M y un πG nombre en M [G], el cual a su vez tiene un P-
nombre en M . Lo primero que haremos será construir un P-nombre en M para
un πG-nombre en M [G] para un conjunto del que conocemos un P ∗ π-nombre,
y viceversa.

Definición 17.14 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P un
c.p.o. en M y π ∈ MP un P-nombre para un c.p.o. Para cada τ ∈ MP∗π

definimos
τ∗ = {(p.o.(σ∗, ρ), r) | (σ, (r, ρ)) ∈ τ} ∈ MP.

Es fácil comprobar que entonces 1lP � (τ∗ es un π-nombre) y si G ∗ H es un
filtro P ∗ π-genérico sobre M , entonces τ∗

G ∈ M [G]πG y (τ∗
G)H = τG∗H .

Sea i : P −→ P ∗ π la inmersión completa i(p) = (p, 1l), sea

Γ∗ = {(i(τ), (p, τ)) | (p, τ) ∈ P ∗ π} ∈ MP∗π.
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(Notemos que τ ∈ MP, i(τ) ∈ MP∗π). Es fácil ver que Γ∗
G∗H = H. Por lo tanto

1lP∗π � Γ∗ es un filtro en i(π).

Si τ ∈ MP y 1lP � τ es un π-nombre, entonces 1lP∗π � i(τ) es un i(π)-nombre,
luego 1lP∗π �

∨
x x = i(τ)Γ∗ , luego existe un

◦
τ∈ MP∗π tal que 1lP∗π � ◦

τ= i(τ)Γ∗ .

Aśı tenemos definidas dos correspondencias opuestas entre P-nombres de
π-nombres y P ∗ π-nombres de modo que

(τ∗
G)H = τG∗H y

◦
τG∗H= (τG)H . (17.6)

Notemos que la definición de
◦
τ involucra una elección arbitraria, pero en la

práctica esta elección es irrelevante, pues dos elecciones distintas dan lugar a
nombres equivalentes en el sentido de que 1lP∗π � ◦

τ=
◦
τ ′.

Aśı mismo, de las relaciones (17.6) se sigue que si aplicamos a un nombre τ
la composición de las dos correspondencias obtenemos un nombre equivalente
al de partida.

Otro problema que aparece al tratar con iteraciones es que los c.p.o.s no
son antisimétricos, lo que hace que una cantidad imprevisible de condiciones
puedan contener la misma información, por lo que dos c.p.o.s “equivalentes” en
el sentido de producir las mismas extensiones, pueden no ser semejantes. Esto
se resuelve identificando las condiciones del modo siguiente:

Definición 17.15 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y P un c.p.o.
en M . Diremos que dos condiciones p, p′ ∈ P son equivalentes, y lo representa-
remos por p ∼ p′, si p ≤ p′ ∧ p′ ≤ p.

Claramente se trata de una relación de equivalencia. Llamaremos P ∈ M
al conjunto cociente, que está parcialmente ordenado por la relación dada por
[p] ≤ [q] ↔ p ≤ q.

La aplicación i : P −→ P dada por i(p) = [p] es una inmersión densa, luego
ambos c.p.o.s dan las mismas extensiones. Más concretamente, si G es un filtro
P-genérico sobre M , entonces G′ = {[p] | p ∈ G} es P-genérico sobre M y si G
es P-genérico sobre M entonces G′ = {p ∈ P | [p] ∈ G} es P-genérico sobre M .
Además G′′ = G.

Aśı mismo, si τ ∈ MP, entonces τ ′ = i(τ) = {(σ′, [p]) | (σ, p) ∈ τ} ∈ MP y
si τ ∈ MP , entonces τ ′ = {(σ′, p) | (σ, [p]) ∈ τ} ∈ MP, de modo que τG = τ ′

G′

(para las dos definiciones).

Es claro que las condiciones p y [p] fuerzan las mismas fórmulas, intercam-
biando los P-nombres con los P-nombres.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el teorema de factorización:

Teorema 17.16 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sea
({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) una iteración de preórdenes. Sea β ≤ α y α = β + γ.
Supongamos (siempre en M) que si λ ≤ γ y cf λ ≤ |Pβ |, entonces Pβ+λ es
ĺımite inverso. Entonces existe ({πβ

δ }δ≤γ , {ρβ
δ }δ<γ) ∈ M tal que:
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a) πβ
δ , ρβ

δ ∈ MPβ .

b) 1lPβ
� ({πβ

δ }δ≤γ̌ , {ρβ
δ }δ<γ̌) es una iteración de preórdenes

c) Para todo δ ≤ γ existe φδ : Pβ ∗ πβ
δ −→ Pβ+δ semejanza.

d) ρβ
δ = π∗

β+δ.

e) Para cada λ ≤ γ, 1lPβ
� πβ

λ es ĺımite directo o inverso según lo sea Pβ+λ.

En este enunciado hay algunos abusos de notación que debemos advertir:

Para enunciar b) correctamente debeŕıamos definir

πβ = {(p.o.(δ̌, πβ
δ ), 1l) | δ ≤ γ}, ρβ = {(p.o.(δ̌, ρβ

δ ), 1l) | δ < γ},

de modo que 1l|Pβ
� (πβ , ρβ son sucesiones de dominio γ̌ + 1 y γ̌, respectiva-

mente), y para todo δ,

1lPβ
� πβ(δ̌) = πβ

δ , 1lPβ
� ρβ(δ̌) = ρβ

δ .

En estos términos, b) afirma que 1lPβ
� (πβ , ρβ) es una iteración de preór-

denes. Más delicado es d). En principio πβ+δ es un Pβ+δ-nombre, pero pode-
mos formar π′

β+δ ∈ MPβ+δ , usar la aplicación de c) para obtener φ−1
δ (π′

β+δ) ∈
MPβ∗πβ

δ , de aqúı a su vez φ−1
δ (π′

β+δ)
′ ∈ MPβ∗πβ

δ y por último φ−1
δ (π′

β+δ)
′∗ ∈

MPβ . Lo que afirma d) es que ρβ
δ = φ−1

δ (π′
β+δ)

′∗.

Demostración: Probaremos además que existe fδ : Pβ ∗ πβ
δ −→ Pβ+δ tal

que φδ viene dada por φδ([p]) = [fδ(p)]. Razonamos por inducción sobre δ ≤ γ.
Claramente πβ

0 = {(∅, 1l)} (es decir, el nombre canónico de {∅}) cumple lo
pedido con la aplicación f0 definida de forma obvia.

Supongamos construidos ({πβ
δ }δ≤ε, {ρβ

δ }δ<ε) para todo ε < η, junto con las
aplicaciones fδ.

Si η es un ĺımite tomamos πβ
η ∈ MPβ tal que

1lPβ
� πβ

η es el ĺımite (dir./inv.) de {πβ
δ }δ<η.

(Consideramos ĺımite directo o inverso según lo sea Pβ+η.) De este modo tene-
mos definido ({πβ

δ }δ≤η, {ρβ
δ }δ<η).

Si η = δ + 1 tenemos definida φδ y podemos definir ρβ
δ según d). Con ello

tenemos que
1lPβ

� ρβ
δ es un πβ

δ -nombre para un c.p.o.

En efecto, si G es un filtro Pβ-genérico sobre M y H es un filtro (πβ
δ )G-

genérico sobre M [G], entonces G ∗ H es un filtro Pβ ∗ πβ
δ -genérico sobre M
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y K = φδ[(G ∗ H)′]′ es un filtro Pβ+δ-genérico sobre M . Es fácil ver que
((ρβ

δ )G)H = (πβ+δ)K , luego es un c.p.o. en M [G][H], luego

(1l(πβ
δ
)G

� (ρβ
δ )G es un c.p.o.)M [G]

y, por consiguiente,

((ρβ
δ )G es un (πβ

δ )G-nombre para un c.p.o.)M [G].

Tomamos πβ
η ∈ MPβ de modo que 1lPβ

� ({πβ
δ }δ≤η, {ρβ

δ }δ<η) es una iteración
de preórdenes.

Ahora basta comprobar que en ambos casos (η ĺımite o sucesor) existe la
aplicación fη : Pβ ∗ πβ

η −→ Pβ+η y cumple el teorema.

Construimos fη como sigue: Sea (p, σ) ∈ Pβ ∗ πβ
η . Entonces 1lPβ

� σ ∈ πβ
η .

Para cada δ < η sea τδ ∈ MPβ tal que 1lPβ
� τδ = σ(δ̌). En particular

1lPβ
� (τδ es un πβ

δ -nombre ∧ 1lπβ
δ

� τδ ∈ ρβ
δ ). (17.7)

Por consiguiente está definido
◦
τ δ∈ MPβ∗πβ

δ . Sea pβ+δ = φδ((
◦
τ δ)′)′ ∈ MPβ+δ .

Definimos

fη(p, σ)|β = p ∧
∧

δ < η fη(p, σ)(β + δ) = pβ+δ.

Veamos que, en efecto, fη(p, σ) ∈ Pβ+η. Para ello comprobamos por in-
ducción sobre δ ≤ η que fη(p, σ)|β+δ ∈ Pβ+δ.

Ciertamente, fη(p, σ)|β = p ∈ Pβ .

Si fη(p, σ)|β+δ ∈ Pβ+δ, hemos de comprobar que 1lPβ+δ
� pβ+δ ∈ πβ+δ. En

realidad debe cumplirse que pβ+δ ∈ π̂β+δ, pero si 1lPβ+δ
� pβ+δ ∈ πβ+δ entonces

podemos sustituir pβ+δ por un nombre equivalente en π̂β+δ.

Si K es un filtro Pβ+δ-genérico sobre M , sea G ∗ H = φ−1
δ [K ′]′, que es

un filtro Pβ ∗ πβ
δ -genérico sobre M . Por construcción (pβ+δ)K = ((τδ)G)H y

((ρβ
δ )G)H = (πβ+δ)K . Por (17.7) se cumple que 1l(πβ

δ
)G

� (τδ)G ∈ (ρβ
δ )G, luego

((τδ)G)H ∈ ((ρβ
δ )G)H , es decir, (pβ+δ)K ∈ (πβ+δ)K .

Supongamos ahora que fη(p, σ)|β+δ ∈ Pβ+δ para todo δ < λ ≤ η. Si Pβ+λ

es ĺımite inverso entonces claramente fη(p, σ)|β+λ ∈ Pβ+λ. Supongamos que el
ĺımite es directo. Por hipótesis (en M) cf λ > |Pβ |. Además, por construcción,
1lPβ

� πβ
λ es ĺımite directo. Por otra parte 1lPβ

� σ ∈ πβ
η , luego 1lPβ

� σ|λ̌ ∈ πβ
λ ,

luego 1lPβ
�

∨
γ < λ̌

∧
δ < γ̌(γ ≤ δ → σ(δ) = 1lρβ

δ
).

Para cada q ∈ Pβ existen una condición rq ≤ q y un ordinal γq < λ tales que
rq �

∧
δ < λ̌(γ̌q ≤ δ → σ(δ) = 1lρβ

δ
). Podemos exigir que las sucesiones {rq}q∈Pβ

y {γq}q∈Pβ
estén en M . Por la hipótesis sobre la cofinalidad de λ podemos

afirmar que γ =
⋃

q∈Pβ

γq < λ. Claramente, rq �
∧

δ < λ̌(γ̌ ≤ δ → σ(δ) = 1lρβ
δ
).
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Como el conjunto {rq | q ∈ Pβ} es denso en Pβ , se podemos concluir que
1lPβ

�
∧

δ < λ̌(γ̌ ≤ δ → σ(δ) = 1lρβ
δ
).

Ahora, si γ < δ < λ tenemos que 1lPβ
� τδ = 1lρβ

δ
, luego 1l

Pβ∗πβ
δ

� ◦
τ δ=

◦
1lρβ

δ
y,

tomando clases, aplicando φδ y eliminando clases, 1lPβ+δ
� pβ+δ = 1lπβ+δ

.
En la definición de pβ+δ podemos exigir que si 1lPβ+δ � pβ+δ = 1lπβ+δ

enton-
ces tomamos pβ+δ = 1lπβ+δ

. De este modo, esta igualdad se da para γ ≤ δ < λ,
con lo que fη(p, σ)|β+λ ∈ Pβ+λ.

Definimos fη : Pβ ∗ πβ
η −→ Pβ+η mediante fη(p, σ) = [fη(p, σ)]. Notemos

que fη es independiente de la elección de los nombres τδ y
◦
τ δ, aśı como de la

elección del elemento pβ+δ ∈ π̂β+δ que finalmente tomamos, pues si τδ y τ ′
δ

son dos elecciones posibles, se cumple que 1lPβ
� τδ = τ ′

δ, de donde se llega
a que 1lPβ+δ

� pβ+δ = p′β+δ. A partir de aqúı es fácil probar por inducción
que fη(p, σ)|β+δ ≤ f ′

η(p, σ)|β+δ y f ′
η(p, σ)|β+δ ≤ fη(p, σ)|β+δ, con lo que, en

definitiva, [fη(p, σ)] = [f ′
η(p, σ)].

Ahora veamos que si (p, σ) ≤ (p′, σ′) entonces fη(p, σ) ≤ fη(p′, σ′). Para
ello probamos por inducción que fη(p, σ)|β+δ ≤ fη(p′, σ′)|β+δ.

Para δ = 0 tenemos que fη(p, σ)|β = p ≤ p′ = fη(p′, σ′)|β .
Supongamos que fη(p, σ)|β+δ ≤ fη(p′, σ′)|β+δ. Basta probar que

fη(p, σ)|β+δ � pβ+δ ≤ p′β+δ,

pues entonces fη(p, σ)|β+δ+1 ≤ fη(p′, σ′)|β+δ+1.

Tenemos que p � σ ≤ σ′, luego p � σ|δ̌+1 ≤ σ′|δ̌+1, con lo que

p � (σ|δ̌ � σ(δ̌) ≤ σ′(δ̌)).

Sea σ0 ∈ MPβ tal que 1lPβ
� σ0 = σ|δ̌. Puesto que 1lPβ

� σ ∈ πβ
η , se cumple

que 1lPβ
� σ0 ∈ πβ

δ , luego podemos exigir que σ0 ∈ π̂β
δ .

Podemos suponer como hipótesis de inducción una fórmula que describa
la construcción de las funciones fδ, es decir, podemos suponer que fδ ha sido
construida igual que fη. Entonces es inmediato que fδ(p, σ0) ∼ fη(p, σ)|β+δ (por
inducción sobre ε ≤ δ se comprueba que fδ(p, σ0)|β+ε ∼ fη(p, σ)|β+ε, lo cual es
obvio, teniendo en cuenta que sirven los mismos τε para ambas construcciones
y, por consiguiente, los mismos pβ+ε).

Tenemos que p � (σ0 � τδ ≤ τ ′
δ), luego (p, σ0) � ◦

τ δ≤
◦
τ ′

δ. Tomando clases,
aplicando φδ y eliminando clases llegamos a que fδ(p, σ0) � pβ+δ ≤ p′β+δ. Por
la observación del párrafo anterior, fη(p, σ)|β+δ � pβ+δ ≤ p′β+δ.

El caso ĺımite es trivial.

Veamos ahora que si fη(p, σ) ≤ fη(p′, σ′), entonces (p, σ) ≤ (p′, σ′).

Por una parte, p = fη(p, σ)|β ≤ fη(p′, σ′)|β = p′. Falta ver que p � σ ≤ σ′,
para lo cual probaremos por inducción sobre δ que p � σ|δ̌ ≤ σ′|δ̌.
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Para δ = 0 es obvio. Supuesto que p � σ|δ̌ ≤ σ′|δ̌, hay que probar que

p � (σ|δ̌ � σ(δ̌) ≤ σ′(δ̌)). (17.8)

Como antes, sea σ0 ∈ π̂β
δ tal que 1lPβ

� σ0 = σ|δ̌. Tenemos igualmente
que fδ(p, σ0) ∼ fη(p, σ)|β+δ. Por hipótesis fη(p, σ)|β+δ � pβ+δ ≤ p′β+δ, luego

fδ(p, σ0) � pβ+δ ≤ p′β+δ. Mediante φδ obtenemos que (p, σ0) � ◦
τ δ≤

◦
τ ′

δ, luego
p � (σ0 � τδ ≤ τ ′

δ), de donde se sigue (17.8). El caso ĺımite es obvio.

En particular (p, σ) ∼ (p′, σ′) si y sólo si fη(p, σ) ∼ fη(p′, σ′), luego φη

está bien definida y es una semejanza en su imagen. Sólo falta probar que es
suprayectiva, para lo cual basta ver que lo es fη.

Tomemos [q] ∈ Pβ+η. Sea p = q|β ∈ Pβ . Sea qδ = q(β + δ) ∈ MPβ+δ y
llamemos pδ = (φ−1

δ (q′δ)
′)∗ ∈ MPβ . Tenemos que 1lPβ+δ

� qδ ∈ πβ+δ, de donde
se sigue que 1lPβ

� (1lπδ
β

� pδ ∈ ρβ
δ ). Podemos suponer que 1lPβ

� p̃δ ∈ ρ̂β
δ .

Sea σ = {(p.o.(δ̃, pδ), 1lPβ
) | δ < η} ∈ MPβ . Veamos que 1lPβ

� σ ∈ πβ
η ,

con lo que podremos sustituir σ por un nombre equivalente en π̂β
η y tendremos

(p, σ) ∈ Pβ ∗ πβ
η .

Ciertamente 1lPβ
fuerza que σ es una sucesión de dominio η, luego basta

probar, por inducción sobre δ ≤ η, que 1lPβ
� σ|δ̌ ∈ πβ

δ . La única parte no
trivial de la inducción se da al suponerlo para todo δ < λ ≤ η, donde λ es un
ordinal ĺımite tal que Pβ+λ es ĺımite directo. Por construcción tenemos entonces
que 1lPβ

� πβ
λ es ĺımite directo.

Como q|β+λ ∈ Pβ+λ, existe un γ < λ tal que si γ ≤ δ < λ entonces se
cumple que qδ = 1lπβ+δ

. En particular 1lPβ+δ
� qδ = 1lπβ+δ

, de donde se llega a
que 1lPβ

� (1lπβ
δ

� pδ = 1lρβ
δ
).

En la definición de pδ podemos exigir que cuando ocurra esto tomamos
pδ = 1lρβ

δ
. De este modo tenemos esta igualdad para γ ≤ δ < λ, de donde es

fácil concluir que 1lPβ
� σ|λ̌ ∈ πβ

λ .
El teorema quedará probado si demostramos que fη(p, σ) = [q]. Ahora

bien, para calcular fη(p, σ) podemos tomar τδ = pδ y
◦
τ δ= φ−1

δ (q′δ)
′, con lo que

pβ+δ = qδ y fη(p, σ) = q.

Conviene observar que de la demostración del teorema hemos visto que si
φδ([(p, σ)]) = [q], entonces [p] = [q|β ].

En lo sucesivo identificaremos cada conjunto preordenado P con el conjunto
parcialmente ordenado P. En otras palabras, no distinguiremos entre condicio-
nes equivalentes. Aśı, por ejemplo, la parte c) del teorema anterior la enuncia-
remos diciendo que existe una semejanza φδ : Pβ ∗ πβ

δ −→ Pβ+δ tal que (según
la observación anterior) φδ(p, σ)|β = p. Cualquier imprecisión que pueda provo-
car la adopción de este convenio se resuelve mediante las técnicas de la prueba
anterior (distinguiendo entre nombres τ y τ ′, etc.)

La última propiedad que necesitamos estudiar sobre extensiones iteradas es
la casi-homogeneidad.
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Teorema 17.17 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sea
({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) una iteración de preórdenes. Supongamos que para todo
δ < α se cumple que 1lPδ

� πδ es casi homogéneo, aśı como que existe un término
t(δ, x1, . . . , xn) de Lm tal que para todo δ < α existen conjuntos x1, . . . , xn ∈ M
tales que 1lPδ

� πδ = t(δ̌, x̌1, . . . , x̌n). Entonces Pα es casi homogéneo.

(En realidad el c.p.o. casi homogéneo es Pα y hay que entender que existen
términos como t para ≤πδ

y 1lπδ
.)

Demostración: Sea p, q ∈ Pα. Hemos de construir un σ ∈ AutPα y un
r ∈ Pα tales que r ≤ σ(p) y r ≤ q. Construiremos por recurrencia una sucesión
de condiciones rδ ∈ Pδ y automorfismos σδ ∈ AutPδ tales que si β ≤ γ ≤ δ y
u ∈ Pγ se cumpla

a) σγ(u)|β = σβ(u|β) y σδ(iγδ(u)) = iγδ(σγ(u)),

b) rδ ≤ σδ(p|δ), rδ ≤ q|δ, rγ |β = rβ y si p|γ = iβγ(p|β), q|γ = iβγ(q|β),
entonces también rγ = iβγ(r|β).

Para δ = 0 basta tomar r0 = 1lP0 y σ0 la identidad.
Supongamos construidos rδ y σδ. Como 1lPδ

� πδ = t(δ̌, x̌1, . . . , x̌n), se
cumple también que 1lPδ

� σδ(πδ) = t(δ̌, x̌1, . . . , x̌n), luego 1lPδ
� σδ(πδ) = πδ.

Sean τ1 = p(δ) y τ2 = q(δ). Entonces 1lPδ
� τ1, τ2 ∈ πδ, luego existen φ,

τ3 ∈ MPδ tales que

1lPδ
� φ ∈ Autπδ ∧ τ3 ∈ πδ ∧ τ3 ≤ φ(τ1) ∧ τ3 ≤ τ2.

Si τ1 = τ2 = 1lπδ
podemos exigir que τ3 = 1lπδ

y que 1lPδ
� φ = identidad.

Sea rδ+1|δ = rδ y rδ+1(δ) = τ3. Definimos σδ+1 : Pδ+1 −→ Pδ+1 mediante
σδ+1(u)|δ = σδ(u|δ), σδ+1(u)(δ) = ρ ∈ π̂δ tal que 1lPδ

� ρ = φ(u(δ)).

Es fácil ver que rδ+1 y φδ+1 cumplen lo pedido.

Construidos rδ y σδ para todo δ < λ ≤ α, definimos rλ =
⋃

δ<λ

rδ y, para cada
u ∈ Pλ y cada δ < λ,

σλ(u)(δ) = σδ+1(u|δ+1)(δ).

La condición b) garantiza que rλ, σλ(u) ∈ Pλ, y es fácil ver que cumplen lo
pedido.

Terminamos la sección con un último resultado técnico que necesitaremos
más adelante:

Teorema 17.18 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. En M , sean
κ y µ cardinales infinitos tales que κ<µ = κ. Sea P un c.p.o. con la c.c.µ y
|P| ≤ κ. Sea π un P-nombre para un c.p.o. tal que 1l � |π| ≤ κ̌. Entonces
|P ∗ π| ≤ κ.

Demostración: Sea τ ∈ M tal que 1l � τ : π −→ κ̌ inyectiva. Sea
(p, σ) ∈ P ∗ π. Entonces 1l � σ ∈ π. Sea Aσ

α = {r ∈ P | r � τ(σ) = α̌}. Sea
fσ(α) una anticadena maximal en Aσ

α. Aśı, |fσ(α)| < µ, y si α �= β, los elementos
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de Aσ
α son incompatibles con los de Aσ

β , por lo que la unión de los fσ(α) sigue
siendo una anticadena en P, lo cual obliga a que |{α < κ | fσ(α) �= ∅}| < µ.

Para cada A ⊂ κ con |A| < µ, el número de aplicaciones f : κ −→ P<µP
tales que {α < κ | f(α) �= ∅} = A es a lo sumo κ, pues por hipótesis |P<µP| = κ
y κ|A| = κ. Aśı pues, hay κ posibilidades para las fσ.

El teorema quedará probado si demostramos que la aplicación dada por
(p, σ) �→ (p, fσ) es inyectiva.

En efecto, supongamos que tenemos dos pares (p, σ) y (p, σ′) con fσ = fσ′ .
Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea α = τG(σG) < κ. Sea r ∈ G tal
que r � τ(σ) = α̌. Aśı r ∈ Aσ

α y el conjunto {s ∈ P |
∨

t ∈ fσ(α) s ≤ t} es
denso bajo r. Por consiguiente existe un s ∈ fσ(α) ∩ G = fσ′(α) ∩ G. Como
s � τ(σ′) = α̌, tenemos que τG(σ′

G) = α = τG(σG), es decir, σ′
G = σG. Hemos

probado que 1l � σ = σ′, luego las condiciones (p, σ) y (p, σ′) son equivalentes.

17.3 Conservación de cardinales grandes

Un cardinal grande en un modelo transitivo de ZFC puede dejar de serlo
en una extensión genérica. Por ejemplo, es fácil hacer que deje de ser ĺımite
fuerte. En esta sección daremos un par de condiciones suficientes para que esto
no suceda, sino que un cardinal medible, compacto, etc. en un modelo siga
siéndolo en una extensión genérica.

Empezamos con un resultado muy simple que, aunque no carece de interés,
tiene una utilidad limitada:

Teorema 17.19 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ un
cardinalM , sea P ∈ M un c.p.o. tal que |P|M < κ y sea G un filtro P-genérico
sobre M . Entonces si κ posee en M una de las propiedades siguientes, también
la tiene en M [G]:

κ es un cardinal (fuertemente) inaccesible, (fuertemente) α-Mahlo,
(débilmente) compacto, de Ramsey, medible, supercompacto.

Demostración: Como P conserva cardinales y cofinalidades sobre |P|, es
claro que si κ es débilmente inaccesibleM también es débilmente inaccesibleM [G].
La conservación de los cardinales α-Mahlo se sigue inmediatamente de que si
E ⊂ κ es estacionarioM también es estacionarioM [G]. Para probar esto conside-
remos un conjunto C = τG c.n.a. en κ. Podemos exigir2 que 1l � τ es c.n.a. en
κ̌. Entonces D = {α < κ | 1l � α̌ ∈ τ} ∈ M es un subconjunto c.n.a. en κ. En
efecto, es cerrado, pues si λ < κ y D ∩ λ no está acotado en λ, dado cualquier
filtro genérico H, tenemos que τH es c.n.a. en κ y D∩λ ⊂ τH ∩λ, luego λ ∈ τH ,
luego λ ∈ D.

Para ver que D es no acotado tomamos α0 < κ. Para cada p ∈ P existe una
condición q ≤ p y un βp < κ de modo que α0 < βp y q � β̌ ∈ τ . Sea α1 < κ el

2Usamos que 1l �
∨

x(x es c.n.a. en κ̌ ∧ (τ es c.n.a. en κ̌ → x = τ)).
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supremo de los ordinales βp. Claramente 1l �
∨

β ∈ τ α̌0 < β ≤ α̌1. Repitiendo
el proceso obtenemos una sucesión {αn}n∈ω tal que 1l �

∨
β ∈ τ α̌n < β ≤ α̌n+1.

Sea α < κ el supremo de los αn. Es claro que α ∈ D.

Por consiguiente E∩D �= ∅, pero E∩D ⊂ E∩C, luego E es estacionarioM [G].

Si κ es fuertemente inaccesibleM , para cada α < κ, el teorema 5.20 junto
con (5.1) nos da que (2|α|)M [G] ≤ (|P|<|P|+)|α|)M = (2|P|·|α|)M < κ. Por lo tanto
κ es fuertemente inaccesibleM [G]. De aqúı se sigue fácilmente que los cardinales
fuertemente α-MahloM también son fuertemente α-MahloM [G].

Todas las propiedades que nos falta considerar implican que κ es fuertemente
inaccesible. Como la compleción de P tiene a lo sumo cardinal 2|P| < κ, en lugar
de trabajar con un c.p.o. P podemos trabajar con un álgebra de Boole completa
B. Como |Vκ| = κ, podemos suponer que B ⊂ Vκ.

Supongamos ahora que κ es débilmente compactoM . Sea F : [κ]2 −→ 2 una
partición en M [G]. Podemos suponer que F = τG y ‖τ : [κ̌]2 −→ 2‖ = 1l.

Sea F ′ : [κ]2 −→ B dada por F ′({α, β}) = ‖τ({α̌, β̌}) = 0‖. Claramente
F ′ ∈ M y es una partición de [κ]2 en menos de κ, partes, luego existe H ⊂ κ
homogéneo para F ′. Claramente también es homogéneo para F (pues F tomará
el valor 0 o 1 en [H]2 según si el valor constante que toma F ′ está o no en G).
Aśı pues, κ es débilmente compactoM [G]. La propiedad de Ramsey se trata
igualmente.

Supongamos que κ es medibleM . Sea U ∈ M una medidaM en κ y sea W el
filtro en κ generado por U en M [G], es decir,

W = {x ∈ M [G] |
∨

y ∈ U y ⊂ x ⊂ κ}.

Veamos que W es una medidaM [G] en κ.
Sea τG = {xα}α<β ∈ M [G] tal que β < κ y cada xα ∈ W . Sea

b = ‖τ : β̌ −→ Pκ̌ ∧
∧

α < β̌
∨

y ∈ Ǔ y ⊂ τ(α)‖ ∈ G.

Tomemos α < β. Para cada p ∈ B tal que p ≤ b, existirá un yp ∈ U
de manera que ‖y̌p ⊂ τ(α̌)‖ ∧ p �= O. La sucesión {yp}p≤b puede tomarse
en M , luego por completitud yα =

⋂
p≤b

yb ∈ U . Más aún, podemos exigir que
{yα}α<β ∈ M .

Claramente ‖y̌p ⊂ τ(α̌)‖ ≤ ‖y̌α ⊂ τ(α̌)‖ y {‖y̌p ⊂ τ(α̌)‖ ∧ p | p ≤ b} es
denso bajo b. Por lo tanto b ≤ ‖y̌α ⊂ τ(α̌)‖ ∈ G, es decir, yα ⊂ xα. De nuevo
por completitud, y =

⋂
α<β

yα ∈ U y, obviamente, y ⊂ ⋂
α<β

xα, luego
⋂

α<β

xα ∈ W .

Esto prueba que W es un filtro κ-completoM [G]. Es obvio que no es principal.
Falta ver que es un ultrafiltro. Sea τG ⊂ κ. Entonces

κ =
⋃

b∈B

{α < κ | ‖α̌ ∈ τ‖ = b}.

Como |B| < κ, existirá un b ∈ B tal que A = {α < κ | ‖α̌ ∈ τ‖ = b} ∈ U .
Ahora bien, se tiene que A ⊂ τG o A ⊂ κ \ τG según si b ∈ G o b /∈ G. En
consecuencia τG ∈ W o bien κ \ τG ∈ W .
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Consideremos ahora el caso en que κ es compactoM (supercompactoM ).
Sea µ ≥ κ un cardinalM [G] y veamos que existe una medida fina (normal) en
P<κ(µ)M [G]. Para ello tomamos una medida fina (normal) U en P<κ(µ)M . Sea
jU : M −→ UltU (M) la inmersión natural y sea d la identidad en P<κ(µ)M . Es
inmediato comprobar que si P ∈ P<κ(µ)M , entonces P ∈ U ↔ [d] ∈ jU (P ).

Además jU [µ] ⊂ [d] (o bien jU [µ] = [d] si U es normal, por 16.10). Como
estamos suponiendo que B ⊂ Vκ, tenemos que jU fija a B y a todos sus elementos.
En particular B ∈ UltU (M) y G es B-genérico sobre UltU (M).

Definamos j : M [G] −→ UltU (M)[G] mediante j(τG) = jU (τ)G. Esto es
correcto porque jU transforma B-nombresM en B-nombresUlt y si τG = τ ′

G,
entonces ‖τ = τ ′‖ ∈ G, luego ‖jU (τ) = jU (τ ′)‖ ∈ j(G) = G y por consiguiente
jU (τ)G = jU (τ ′)G.

Se cumple que j es una inmersión elemental, pues si φM [G](τ1G, . . . , τnG),
entonces ‖φ(τ1, . . . , τn)‖ ∈ G, luego ‖φ(j(τ1), . . . , j(τn))‖ ∈ j(G) = G, luego
φUlt(j(τ1G), . . . , j(τnG)).

Además j extiende a jU , pues si x ∈ M , entonces j(x) = j(x̌G) = jU (x̌)G =
x̌G = x.

Sea W = {P ∈ P<κ(µ)M [G] | [d] ∈ j(P )}. Se cumple que W ∈ M [G],
pues podemos encontrar un conjunto A ∈ M que contenga B-nombres para
todos los elementos de P<κ(µ)M [G]. Como jU es definible en M , es claro que
jU |A ∈ M ⊂ M [G], luego la restricción de j a P<κ(µ)M [G] está en M [G] y con
ella podemos definir W .

Veamos que W es una medida fina (normal) en P<κ(µ)M [G]. Notemos que

[d] ∈ jU (P<κ(µ)M ) = P<jU (κ)(jU (µ))UltU (M)

⊂ P<j(κ)(j(µ))UltU (M)[G] = j(P<κ(µ)M [G]),

luego P<κ(µ)M [G] ∈ W . Del hecho de que j es una inmersión elemental que
fija a los ordinales menores que κ se sigue sin dificultad que W es un ultrafiltro
κ-completoM [G].

Si α < µ hay que probar que {P ∈ P<κ(µ) | α ∈ P} ∈ W , pero esto equivale
a que jU (α) ∈ [d], lo cual es cierto.

Por último, supongamos que U es normal y tomemos f : P<κ(µ)M [G] −→ µ
tal que f ∈ M [G] y A = {P ∈ P<κ(µ)M [G] | f(P ) ∈ P} ∈ W . Entonces

[d] ∈ j(A) = {P ∈ P<j(κ)(j(µ))UltU (M)[G] | j(f)(P ) ∈ P},

es decir, j(f)([d]) ∈ [d] = j[µ], luego existe un α < µ tal que j(f)([d]) = j(α).
En consecuencia,

[d] ∈ {P ∈ P<j(κ)(µ)UltU (M)[G] | j(f)(P ) = j(α)}

= j({P ∈ P<κ(µ)M [G] | f(P ) = α}).

Por lo tanto {P ∈ P<κ(µ)M [G] | f(P ) = α} ∈ W , luego W es una medida
fina normalM [G] en P<κ(µ).
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Ejercicio: Demostrar que la existencia de cardinales grandes de cualquiera de los
tipos considerados en el teorema anterior no implica ni contradice la hipótesis del
continuo.

Ejercicio: Demostrar que el axioma de Martin es consistente con la existencia de
cardinales grandes.

El resto de la sección lo dedicaremos a probar un resultado mucho más
delicado sobre conservación de la supercompacidad, para el cual necesitamos un
resultado previo:

Teorema 17.20 Sea κ un cardinal supercompacto. Existe f : κ −→ Vκ tal que
para todo conjunto x y todo cardinal µ ≥ |ct x|, µ ≥ κ, existe una medida fina
normal U en P<κ(µ) tal que jU (f)(κ) = x.

Demostración: Llamemos φ(g, µ) a la fórmula siguiente:

“Existe un cardinal ν tal que g : ν −→ Vν y µ es el mı́nimo cardinal
≥ ν para el que existe un conjunto x tal que |ct x| ≤ µ y no existe
una medida fina normal U en P<ν(µ) que cumpla jU (g)(ν) = x.”

Si no se cumple el teorema, entonces para cada función f : κ −→ Vκ existe
un cardinal µf ≥ κ que verifica φ(f, µf ). Tomemos un cardinal ĺımite fuerte
µ >

⋃
f∈V κ

κ

µf . Sea U una medida fina normal en P<κ(µ), sea Mµ = UltUµ
(V )

y sea jµ : V −→ Mµ la inmersión natural. Como Mµ
µ ⊂ Mµ, es fácil ver3 que

φMµ(f, µf ) para toda f ∈ V κ
κ . Aśı pues∧

f ∈ V κ
κ

∨
µf < µ φMµ(f, µf ). (17.9)

Según el teorema 16.11, κ = [p] y µ = [q], donde p(P ) = P ∩ κ y q(P ) =
ordP . Por lo tanto

X = {P ∈ P<κ(µ) | P ∩ κ ∈ κ ∧
∧

f ∈ V P∩κ
P∩κ

∨
µf < ordP φ(f, µf )} ∈ Uµ.

Sea A = {P ∩κ | P ∈ X}. Sea Uκ la medida en κ dada por 16.13. Se cumple
que A ∈ Uκ, pues esto equivale a que κ ∈ jµ(A), o sea, a que [p] ∈ [cA], lo que
a su vez equivale a que {P ∈ P<κ(µ) | P ∩ κ ∈ A} ∈ Uµ, y ciertamente X está
contenido en este conjunto. Por lo tanto

∧
α ∈ A

∧
f ∈ V α

α

∨
µf < κ φ(f, µf ).

Definimos f : κ −→ Vκ como sigue. Dada f |α, hacemos f(α) = ∅ a menos
que α ∈ A y f |α : α −→ Vα, en cuyo caso, puesto que φ(f |α, µf |α), existe un
x ∈ Vκ que cumple lo pedido por φ. Definimos f(α) = x.

Llamemos fα = f |α. Entonces jµ({fα}α∈A) = {gα}α∈j(A), para ciertas
funciones gα, pero como fα ∈ Vκ, se cumple que gα = jµ(fα) = fα, luego
podemos escribir jµ({fα}α∈A = {fα}α∈j(A).

3Notemos que si |ct x| ≤ µf , entonces x ∈ Mµ. Además, para calcular jU (f) basta consi-
derar clases de equivalencia módulo U en Vµf +1 y, éstas son absolutas para Mµ.
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Como κ ∈ j(A), tenemos definida fκ. Como
∧

α ∈ A Dominio fα = α, se
cumple que fκ tiene dominio κ. Como

∧
αβ ∈ A(α < β → fα ⊂ fβ), aplicando

jµ obtenemos que
∧

α < jµ(A)(α < κ → fα ⊂ fκ), de donde podemos concluir
que fκ = f .

Si α ∈ A pero no fα : α −→ Vα, definimos µfα
= 0. Aśı podemos considerar

jµ({µfα
}α∈A) = {να}α∈j(A). Como

∧
α ∈ A(fα : α −→ Vα → φ(fα, µf |α), tene-

mos
∧

α ∈ jµ(A)(fα : α −→ Vα → φMµ(fα, να)) y, en particular, φMµ(fκ, νκ).
Por otra parte, (17.9) nos da φMµ(f, µf ) y, como φ implica unicidad en la

segunda variable, ha de ser µf = νκ. Por construcción de f ,∧
α ∈ A(fα : α −→ Vα → se cumple φ(fα, µfα

) con x = f(α)),

luego, aplicando jµ y particularizando a κ, tenemos que x = jµ(f)(κ) verifica
φMµ(f, µf ) y, de hecho, φ(f, µf ). Es decir, tenemos que |ct x| ≤ µf y no existe
ninguna medida fina normal U en P<κ(µf ) tal que jU (f)(κ) = x.

Ahora bien, consideremos la medida U en P<κ(µf ) definida a partir de Uµ

según el teorema 16.17. Sea Mµf
la ultrapotencia correspondiente y llamemos

jU : V −→ Mµf
a la inmersión natural. De acuerdo con dicho teorema, existe

una inmersión elemental jµf µ : Mµf
−→ Mµ que fija a los ordinales ≤ µf y

además jU ◦ jµf µ = jµ.
Como |ct x| ≤ µf , se cumple4 que x ∈ Mµf

y jµf µ(x) = x. Por otra parte,
jµf µ(κ) = κ. Ahora,

jµf µ(jU (f)(κ)) = jµf µ(jU (f))(jµf µ(κ)) = jµ(f)(κ) = x = jµf µ(x),

luego jU (f)(κ) = x, en contradicción con lo visto anteriormente.

Teorema 17.21 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea κ un
cardinal supercompactoM . Entonces existe un c.p.o. Q ∈ M que cumple la
(c.c.κ)M , |Q|M = κ y si G es un filtro Q-genérico sobre M , entonces κ es
supercompactoM [G] y se conserva supercompacto en cualquier extensión genérica
de M [G] obtenida a partir de un c.p.o. fuertemente κ-cerradoM [G].

Demostración: Notemos que la última afirmación implica ya que κ es
supercompactoM [G]. Lo que sigue ha de entenderse relativizado a M . Conside-
remos una aplicación f : κ −→ Vκ según el teorema anterior. Vamos a construir
una iteración de preórdenes ({Qα}α≤κ, {πα}α<κ). Simultáneamente definiremos
una sucesión de ordinales {γα}α<κ, de modo que

∧
α < κ γα < κ.

Definidos ({Qδ}δ≤α, {πδ}δ<α) y {γδ}δ<α, tomamos πα = 1̌l (es decir, el nom-
bre canónico del c.p.o. trivial) y γα+1 = γα a menos que:

a)
∧

δ < α γδ < α,

b) f(α) = (π, γ), donde γ < κ es un cardinal y π es un Qα-nombre para un
c.p.o. tal que 1lQα � π es fuertemente α̌-cerrado.

4Una simple inducción demuestra que rang x < µ+
f

y, como el mı́nimo ordinal no fijado por

jµf µ ha de ser un cardinal
Mµf y (µ+

f
)
Mµf = µ+

f
, de hecho jµf µ fija a todos los elementos

de rango menor que µ+
f

.
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En tal caso hacemos γα+1 = γ y πα = π. Esto determina Qα+1.

Definidos ({Qδ}δ<λ, {πδ}δ<λ) y {γδ}δ<λ, para un ordinal ĺımite λ < κ, toma-
mos γλ =

⋃
δ<λ

γδ y definimos Qλ como el ĺımite inverso de los c.p.o.s anteriores

salvo que λ sea un cardinal (débilmente) inaccesible (en cuyo caso tomamos el
ĺımite directo). Vamos a probar que Q = Qκ cumple lo pedido.

Veamos en primer lugar que
∧

α < κ |Qα| < κ. En efecto, supongamos que
|Qα| < κ. Teniendo en cuenta la desigualdad rang τG ≤ rang τ , es inmediato
que 1lQα � πα ∈ Vκ̌. Por el teorema 17.19 tenemos que 1lQδ

fuerza que κ̌ es
supercompacto, en particular un ĺımite fuerte, luego 1lQδ

� |πα| < κ̌.
Más concretamente, para cada filtro Qα-genérico G ha de existir un ordinal

µG < κ y una condición pG ∈ G tal que pG � |πα| = µ̌G. El supremo µ de los
ordinales µG cumple µ < κ, y es claro que 1lQδ

� |πα| < µ̌. Por el teorema 17.18
concluimos que |Qα+1| ≤ µ|Qα|+ < κ.

El caso ĺımite es inmediato porque κ es fuertemente inaccesible.

Teniendo en cuenta que κ es ĺımite directo concluimos que |Qκ| = κ y como
κ es un cardinal de Mahlo, el teorema 17.9 implica que Qκ cumple la c.c.κ.

Sea ahora G un filtro Qκ-genérico sobre M y sea P ∈ M [G] un c.p.o. fuer-
temente κ-cerradoM [G]. Sea P = πG. Podemos suponer que 1lP � π es un c.p.o.
fuertemente κ̌-cerrado.

Hemos de probar que 1lP � κ̌ es supercompacto o, equivalentemente, que
1lQκ∗π � κ̌ es supercompacto.

Seguimos trabajando en M . Sea µ ≥ κ un cardinal y tomemos otro cardinal
ξ > |ct π|, ξ ≥ 2κ, ξ > |Qκ ∗ π| y de modo que 1lQκ∗π � ξ̌ > 222µ̌

.

Sea Uξ una medida normal en P<κ(ξ) tal que jUξ
(f)(κ) = (π, ξ). Sea Mξ

la ultrapotencia correspondiente. Llamaremos j : M −→ Mξ a la inmersión
natural jUξ

.

Por construcción tenemos que
∧

α < κ rangπα < κ, de donde se sigue que∧
α < κ rangQα < κ. En efecto, supongamos que rangQα < κ. Definimos una

sucesión de Qα-nombres {ρδ}δ<κ de modo que rang ρδ < κ y 1lQα � ρδ = Vδ̌.
Definimos ρ0 = ∅̌, tomamos como ρδ+1 el conjunto de todos los pares (σ, 1l),

donde σ ∈ MQα es un buenQδ-nombre para un subconjunto de ρα y ρλ =
⋃

δ<λ

ρδ.

Es claro que se cumple lo pedido. Si rangπα < δ < κ, cada elemento de π̂α es
equivalente a un buen nombre para un subconjunto de ρα, el cual tendrá rango
menor que el rango de ρα+1, luego por definición de π̂α, todos sus elementos
tienen rango menor que el rango de ρα+1, de donde rang π̂α < κ. Ahora es fácil
concluir que rangQα+1 < κ. El caso ĺımite se sigue de que κ es regular.

Como consecuencia, j(({Qα}α≤κ, {πα}α<κ)) = ({Q′
α}α≤j(κ), {π′

α}α<j(κ)) es
una iteraciónMξ de preórdenes que empieza con los mismos ({Qα}α<κ, {πα}α<κ).
Además, como κ es inaccesibleMξ , se cumple que Q′

κ es ĺımite directo, luego
Q′

κ = Qκ. En conclusión, podemos escribir sin ambigüedad

j(({Qα}α≤κ, {πα}α<κ)) = ({Qα}α≤j(κ), {πα}α<j(κ)).
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Igualmente, la sucesión j({γα}α<κ) = {γα}α<j(κ) extiende a la original.

La iteración extendida cumple en Mξ la misma definición que la original
cumple en M , pero con j(f) en lugar de f . Observemos que κ cumple las
condiciones a) y b) de la definición, pues j(f)(κ) = (π, ξ), donde π es un Qκ-
nombre para un c.p.o. y 1lQκ � π es fuertemente κ̌-cerrado.

Notemos que sabemos que esto se cumple en M , pero ahora necesitamos que
se cumpla en Mξ. Ahora bien, todo subconjunto de Qδ tiene cardinal ≤ 2κ < ξ,
luego está en Mξ, luego si G es un filtro Qδ-genérico sobre Mξ, también es
Qδ-genérico sobre M , Mξ[G] ⊂ M [G] y πG es fuertemente κ-cerrado en M [G],
luego también en Mξ[G].

Como consecuencia, en Mξ se cumple que Qκ+1
∼= Qκ ∗ π. Más aún, para

todo α tal que κ < α < ξ se cumple que γκ = ξ > α, luego α no cumple la
condición a) y, por consiguiente, Qα+1

∼= Qα. De aqúı que Qξ
∼= Qκ+1

∼= Qκ ∗π.

Veamos que (en Mξ) podemos factorizar Qj(κ)
∼= Qξ ∗ ρ.

Según el teorema 17.16, basta comprobar que si cfλ ≤ |Qξ| entonces Qξ+λ

es ĺımite inverso. Ahora bien, por la elección de ξ, tenemos que

cf λ ≤ |Qξ| = |Qκ+1| ≤ ξ.

(La desigualdad se cumple en M , luego también en Mξ.)
Si Qξ+λ fuera ĺımite directo, entonces ξ + λ seŕıa un cardinal inaccesibleMξ ,

luego λ ≤ ξ + λ = cf(ξ + λ) = cfλ ≤ λ, con lo que cfλ = λ = ξ + λ > ξ,
contradicción.

Veamos ahora que 1lQξ
� ρ es fuertemente ξ̌-cerrado.

Sea H un filtro Qξ-genérico sobre Mξ. Sea j(κ) = ξ + γ. Según el teorema
de factorización 17.16, tenemos que ρH = R es el último paso de una iteración
de preórdenes ({Rδ}δ≤γ , {σδ}δ<γ) de modo que σδ = π∗

ξ+δ H . El hecho de que
1lQξ+δ

� πξ+δ es fuertemente ξ̌-cerrado se traduce en que 1lRδ
� σδ es fuertemente

ξ̌-cerrado. Para probar que R es fuertemente ξ-cerrado aplicaremos el teorema
17.13. Hemos de comprobar que si cf λ < ξ (en Mξ[H]) entonces Rλ es ĺımite
inverso. Esto equivale a que lo sea Qξ+λ y, a su vez, esto equivale a que ξ +λ no
sea inaccesibleMξ . Ahora bien, antes hemos visto que si ξ+λ no es inaccesibleMξ

entonces cf λ > ξ, contradicción.

Por otra parte, 1lQκ � π es fuertemente κ̌-cerrado (en M), luego aplicando j
tenemos que 1lQj(κ) � j(π) es fuertemente j(κ̌)-cerrado (en Mξ). En particular
1lQj(κ) � j(π) es fuertemente ξ̌-cerrado.

Consideramos en Mξ el c.p.o.5

Qj(κ) ∗ j(π) ∼= Qξ ∗ ρ ∗ j(π) ∼= Qκ ∗ π ∗ ρ ∗ j(π).

5Omitimos la acción de las semejanzas sobre los nombres. Por ejemplo, el segundo j(π) es
en realidad la imagen de j(π) por la semejanza Qj(κ)

∼= Qξ ∗ ρ.
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Por el teorema de factorización 17.16 (aplicado a una iteración de longitud
κ + 3) existe un Qκ ∗ π-nombre para un c.p.o. σ tal que

j(Qκ ∗ π) = Qj(κ) ∗ j(π) ∼= Qκ ∗ π ∗ σ.

Además, usando 17.11, es fácil ver que 1lQκ∗π � σ es fuertemente ξ̌-cerrado
(en Mξ). Más detalladamente, si (p, τ) ∈ Qκ ∗ π, entonces p ∈ Qκ y, como Qκ

es ĺımite directo, de hecho p = iακ(p′), para un α < κ y un p′ ∈ Qα. Como p′

tiene rango menor que κ, j(p′) = p′, de donde j(p) = iα j(κ)(p′). A través de la
semejanza Qj(κ)

∼= Qξ ∗ ρ queda j(p) = (q, 1l), donde q = iαξ(p′). Aplicando la
semejanza Qξ ∗ ρ ∼= Qκ ∗ π ∗ ρ queda j(p) = (p, 1l, 1l), luego

j(p, τ) = (p, 1l, η) ∈ Qκ ∗ π ∗ σ

(en realidad η sólo depende de τ).

Sea G = G1 ∗ G2 un filtro Qκ ∗ π-genérico sobre M (luego sobre Mξ) y sea
R = σG, que es un c.p.o. fuertemente κ-cerradoMξ[G]. Sea

D = {r ∈ R |
∨

q ∈ G
∨

pη(j(q) = (p, 1l, η) ∧ r = ηG)} ∈ Mξ[G].

Se cumple que D ∈ Mξ[G] porque j|Qκ∗π ∈ Mξ. Además, por la elección de
ξ tenemos que |D|Mξ[G] ≤ |G|Mξ[G] ≤ |Qκ ∗ π|Mξ[G] ≤ |Qκ ∗ π|Mξ < ξ. Veamos
que D es un subconjunto dirigido de R.

Sean r, r′ ∈ D, sean q, q′ ∈ G tales que j(q) = (p, 1l, η), j(q′) = (q′, 1l, η′),
r = ηG, r′ = η′

G. Sea q′′ ∈ G tal que q′′ ≤ q ∧ q′′ ≤ q′. Sea j(q′′) = (p′′, 1l, η′′).
Aśı, (p′′, 1l, η′′) ≤ (p, 1l, η) y (p′′, 1l, η′′) ≤ (p′, 1l, η′). Esto significa que

(p′′, 1l) � η′′ ≤ η y (p′′, 1l) � η′′ ≤ η′.

Ahora bien, q′′ = (p′′, τ ′′) ∈ G (para cierto τ ′′), luego q′′ ≤ (p′′, 1l) ∈ G y,
por consiguiente, η′′

G ≤ ηG = r, η′′
G ≤ η′

G = r′, η′′
G ∈ D.

Aśı pues, D es dirigido y, como R es fuertemente ξ-cerrado, existe a ∈ R tal
que

∧
d ∈ D a ≤ d.

Sea H un filtro R-genérico sobre M [G] (luego sobre Mξ[G]) tal que a ∈ H.
Aśı G∗H es un filtro Qκ∗π∗σ-genérico sobre Mξ o, equivalentemente, j(Qκ∗π)-
genérico sobre Mξ.

La finalidad de esta construcción era garantizar lo siguiente:

Si q ∈ G, entonces j(q) ∈ G ∗ H.

En efecto, si q = (p, τ) ∈ G, entonces j(q) = (p, 1l, η), donde r = ηG ∈ D,
luego a ≤ r, luego r ∈ H. Obviamente (p, 1l) ∈ G, luego j(q) ∈ G ∗ H.

Sabemos que M ∩ Mξ
ξ ⊂ Mξ. Ahora veremos que M [G] ∩ Mξ[G]ξ ⊂ Mξ[G].

De aqúı se seguirá que R tiene los mismos conjuntos dirigidos de cardinal < ξ
tanto en Mξ[G] como en M [G], luego R será fuertemente ξ-cerradoM [G].

Sea f : ξ −→ Mξ[G], f ∈ M [G]. Sea α = rang f ∈ M . De este modo,
f : ξ −→ Vα ∩ Mξ[G] ∈ Mξ[G]. Sea h ∈ Mξ[G] una biyección entre Vα ∩ Mξ[G]
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y un ordinal β ∈ Mξ[G]. Basta probar que f ◦ h ∈ Mξ[G]. Equivalentemente,
podemos suponer que f : ξ −→ Ω.

Sea f = τG de modo que 1l � τ : ξ̌ −→ Ω. Para cada α < ξ sea

Aα = {p ∈ Qκ ∗ π |
∨

β p � τ(α̌) = β̌} ∈ M,

denso en Qκ ∗ π. Si α < ξ y p ∈ Aα, sea g(α, p) = β | p � τ(α̌) = β̌. Como
|Qκ ∗ π|M < ξ, se cumple que |g|M = ξ, luego g ∈ Mξ. De este modo,

f(α) = β |
∨

p ∈ G g(α, p) = β,

luego f es definible en Mξ[G] y, en consecuencia, f ∈ Mξ[G].

Recordemos que nuestro objetivo era probar que 1lQκ∗π � κ̌ es supercom-
pacto. Para ello hemos tomado un filtro Qκ ∗ π-genérico sobre M arbitrario
G y hemos de probar que κ es supercompactoM [G]. Para ello, a su vez, he-
mos tomado un cardinalM µ ≥ κ arbitrario y hemos de probar que κ es µ-
supercompactoM [G] (notemos que, por encima de κ, los cardinalesM son los
mismos que los cardinalesM [G]). Vamos a extender la inmersión j : M −→ Mξ a
una inmersión elemental ̄ : M [G] −→ Mξ[G∗H], a partir de la cual obtendremos
una medida fina normal en P<κ(µ)M [G].

Definimos ̄(ρG) = j(ρ)G∗H . Esto es correcto, pues si ρ ∈ MQκ∗π entonces
j(ρ) ∈ M

Qj(κ)∗j(π)

ξ y podemos identificarlo con un Qκ ∗ π ∗ σ-nombre en Mξ.
Además, si ρG = ρ′G, existe q ∈ G tal que q � ρ = ρ′, luego j(q) � j(ρ) = j(ρ′)
y j(q) ∈ G ∗ H, luego j(ρ)G∗H = j(ρ′)G∗H .

El mismo argumento (con una fórmula arbitraria en lugar de ρ = ρ′) prueba
que ̄ es una inmersión elemental. Además ̄|M = j, pues si x ∈ M entonces
̄(x) = j(x̌)G∗H = ̌(x)G∗H = j(x).

Notemos que, como R es fuertemente ξ-cerradoM [G], se cumple que Pµ es
absoluto para M [G] − M [G][H], luego lo mismo es válido para 2µ. Más aún, si
x ∈ M [G][H] cumple x ⊂ (Pµ)M [G][H] ⊂ M [G], entonces (|x| ≤ 2µ < ξ)M [G][H],
luego x ∈ M [G]. Aśı pues, PPµ también es absoluto para M [G] − M [G][H].
Repitiendo el argumento obtenemos esto mismo para PPPµ. En particular
tenemos que PP<κ(µ) y PPP<κ(µ) son absolutos para M [G] − M [G][H]. Sea

U = {x ∈ M [G][H] | x ⊂ P<κ(µ)M [G][H] ∧ j[µ] ∈ ̄(x)}.

Se cumple que U ∈ ̄(x)} ∈ M [G][H] porque la restricción de j al conjunto
de los buenos nombres en M para subconjuntos de P<κ(µ) está en M , luego
en M [G] y de aqúı que la restricción de ̄ a PP<κ(µ) está en M [G][H]. Como
U ∈ PPP<κ(µ), resulta que U ∈ M [G].

La prueba de que (U es una medida fina normal en P<κ(µ))M [G] es idéntica
a la dada en el teorema 17.19 en la parte correspondiente a cardinales super-
compactos. Aśı pues, κ es µ-supercompactoM [G].
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17.4 La HCG con cardinales supercompactos

En esta sección demostraremos la existencia de cardinales supercompactos es
consistente con la HCG. Puesto que estos cardinales contradicen a todo axioma
de constructibilidad relativa, el único camino que nos queda es usar una ex-
tensión genérica. La técnica es similar a la empleada en la prueba del teorema
17.21.

Teorema 17.22 (Menas) Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y
sea θ un cardinal fuertemente de MahloM . Entonces existe una extensión genéri-
ca N de M tal que θ es fuertemente inaccesibleN , se cumple la HCG bajo θ y todo
cardinal θ-supercompactoM es µ-supercompactoN para todo cardinalN µ < θ. En
particular N0 = N ∩ Vθ es un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG tal
que todos los cardinales θ-supercompactosM son supercompactosN0 .

Demostración: Definimos

Qκ =
{

Fn(κ+, 2κ, κ+) si κ es un cardinal y 2κ > κ+,
{1l} en caso contrario.

De este modo, si κ es un cardinal entonces Qκ es un c.p.o. casi homogéneo
fuertemente κ+-cerrado y 1lQκ � 2κ̌ = κ̌+.

Definimos en M una iteración ({Pα}α≤θ, {πα}α<θ) de preórdenes casi ho-
mogéneos, aśı como una sucesión de cardinales {θα}α≤θ, de modo que θα,
|Pα| < 
α+ω. Empezamos con P0 = {∅} y θ0 = ℵ0 < 
ω.

Dados ({Pα}α≤δ, {πα}α<δ) y {θα}α≤δ, tomamos un Pδ-nombre πδ tal que
1lPδ

� πδ = Qθ̌δ
.

Esto determina Pδ+1, que será casi homogéneo por 17.17. Sea θδ+1 el único
cardinal tal que 1lPδ+1 � θ̌δ+1 es el menor cardinal mayor que θ̌δ. Existe porque
al ser Pδ+1 casi homogéneo, si θδ+1 es el menor cardinal mayor que θδ en una
cierta extensión genérica, entonces 1lPδ+1 fuerza que esto es aśı.

Veamos que θδ+1, |Pδ+1| < 
δ+1+ω = 
δ+ω.
Como θδ, |Pδ| < 
δ+ω, existe un n < ω tal que θδ, |Pδ| < 
δ+n. Si

G es un filtro Pδ-genérico sobre M , entonces πδG es trivial o bien πδG =
Fn(θ+

δ , 2θδ , θ+
δ )M [G]. En cualquier caso, en M [G] se cumple

|πδG| ≤ (2θδ)θ+
δ ≤ 2(�M

δ+n)+ ≤ 22
|�M

δ+n
|
.

Volviendo a M , como |Pδ| < 
δ+n, el número de buenos nombres para
subconjuntos de 
̌δ+n es a lo sumo

((
δ+n)�δ+n)�δ+n = 
δ+n+1.

Por consiguiente, otra vez en M [G], se cumple que 2|�
M
δ+n| ≤ 
M

δ+n+1. Es-
timando igualmente el número de buenos nombres en M para subconjuntos de

̌δ+n+1 llegamos a que, en M [G], |πδG| ≤ 
M

δ+n+2.

Con esto hemos probado que 1lPδ
� |πδ| ≤ 
̌δ+n+2.
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Por otra parte Pδ cumple la c.c.
δ+n, |Pδ| ≤ 
δ+n+2 y si ξ < 
δ+n entonces

ξ

δ+n+2 = 2�δ+n+1ξ = 2�δ+n+1 = 
δ+n+2. Por consiguiente podemos aplicar el
teorema 17.18 y concluir que |Pδ+1| < 
δ+n+2 < 
δ+n+1+ω.

El hecho de que |Pδ| ≤ 
δ+n+2 implica que Pδ cumple la c.c.
+
δ+n+2, luego


+
δ+n+2 es un cardinalM [G] y, por construcción, θn+1 ≤ 
+

δ+n+2 < 
δ+1+ω.

Si λ ≤ θ es un ordinal ĺımite tomamos como Pλ el ĺımite directo de los c.p.o.s
anteriores si λ es un cardinal fuertemente inaccesible y el ĺımite inverso en caso
contrario. Definimos θλ =

⋃
δ<λ

θδ. Un simple cálculo nos da las cotas deseadas.

Además Pλ es casi homogéneo por 17.17.

En particular tenemos que si δ < θ, entonces θδ, |Pδ| < 
δ+ω ≤ 
δ+ω+θ =

θ = θ. Como la sucesión {θα}α<θ es creciente resulta que θθ = θ.

La extensión del enunciado será la obtenida con P = Pθ. Para cada α < θ
tenemos que |Pα| < θ, luego Pα cumple la c.c.θ. Además, como θ es un cardinal
de Mahlo, existe un conjunto estacionario de cardinales fuertemente inaccesibles
menores que θ. El teorema 17.9 nos da que P cumple la c.c.θ.

Veamos que si δ ≤ γ ≤ θ entonces Pγ
∼= Pδ ∗πδγ , donde πδγ es un Pδ-nombre

para un c.p.o. tal que

1lPδ
� πδγ es fuertemente θ̌+

δ -cerrado.

Según el teorema 17.16 basta probar que si cf λ ≤ |Pδ| entonces Pδ+λ es
ĺımite inverso, es decir, que δ + λ no es fuertemente inaccesible.

Si δ+λ es fuertemente inaccesible, entonces λ ≤ δ+λ = cf(δ+λ) = cf λ ≤ λ,
luego λ = δ+λ = cf λ y aśı λ = cf λ ≤ |Pδ| ≤ 
δ+ω < 
δ+ω+λ = 
δ+λ = 
λ = λ,
contradicción.

Sea ahora G un filtro Pδ-genérico sobre M y sea R = (πδγ)G. Hemos de
probar que R es fuertemente θδ-cerradoM [G]. Por el teorema de factorización
sabemos que R es el último término de una iteración ({Rα}α≤β , {ρα}α<β), donde
ρα = π∗

δ+α G.
Como 1lPδ+α � πδ+α = Qθ̌δ+α

, en M [G] se cumple que 1lRα
� ρα = Qθ̌δ+α

y,
en particular, 1lRα � ρα es fuertemente θ̌+

δ -cerrado. Ahora basta comprobar la
condición del teorema 17.13, es decir, que si cf λ ≤ θδ (en M [G]) entonces Rλ

es ĺımite inverso, lo cual equivale a que lo sea Pδ+λ y, a su vez, a que δ + λ no
sea fuertemente inaccesibleM .

En efecto, si δ + λ es fuertemente inaccesibleM , entonces δ + λ = λ, luego
|Pδ| < 
δ+ω ≤ 
δ+ω+λ = 
λ = λ, luego Pδ conserva cardinales y cofinalidades
≥ λ. En particular λ es un cardinal regularM [G], y esto nos lleva a contradicción:

λ = cfM [G] λ < θδ < 
M
δ+ω ≤ 
M

δ+ω+λ = 
M
λ = λ.

Veamos ahora que si δ < θ, entonces 1lP � θ̌δ+1 = θ̌+
δ .

Por construcción tenemos que 1lPδ+1 � θ̌δ+1 = θ̌+
δ , pero podemos factorizar

P ∼= Pδ+1 ∗ πδ+1 θ, donde 1lPδ+1 � πδ+1 θ es fuertemente θ̌+
δ+1-cerrado.
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Aśı, si G es un filtro P-genérico sobre M , entonces M [G] = M [Gδ+1][H],
donde Gδ+1 es Pδ+1-genérico sobre M y, llamando R = (πδ+1 θ)Gδ+1 , el filtro H

es R-genérico sobre M [Gδ+1]. Además R es fuertemente θ+
δ+1-cerradoM [Gδ+1].

Sabemos que (θδ+1 = θ+
δ )M [Gδ+1] y, como R es θ+

δ+1-cerrado, los cardinales
≤ θ+

δ+1 son los mismos en M [Gδ+1] y en M [G], luego (θδ+1 = θ+
δ )M [G].

Veamos ahora que 1lP �
∧

κ(ω ≤ κ < θ̌ → 2κ = κ+).

Si G es un filtro P-genérico sobre M , del resultado anterior se sigue cla-
ramente que los cardinalesM [G] infinitos menores que θ son exactamente los
cardinales θδ. Por lo tanto hemos de probar que, para todo δ < θ, se cumple
(2θδ = θδ+1)M [G]. Factorizamos como antes P ∼= Pδ+1 ∗ πδ+1 θ. Sea G un filtro
P-genérico sobre M y sean R, Gδ+1 y H como antes. Aśı, M [G] = M [Gδ+1][H]
y R es θ+

δ+1-cerradoM [Gδ+1].
A su vez, Pδ+1

∼= Pδ ∗ πδ, de modo que M [Gδ+1] = M [Gδ][K], donde Gδ es
un filtro Pδ-genérico sobre M y K es QM [Gδ]

θδ
-genérico sobre M [Gδ].

Como 1lQθδ
� 2θ̌δ = θ̌+

δ , tenemos que (2θδ = θ+
δ = θδ+1)M [Gδ+1]. Como R

es θ+
δ+1-cerrado, se cumple que (Pθδ)M [G] = (Pθδ)M [Gδ+1], luego (2θδ)M [G] =

(2θδ)M [Gδ+1] = θδ+1 = (θ+
δ )M [G].

En particular tenemos que 1lP � θ̌ es un ĺımite fuerte. Como P cumple la c.c.θ,
también 1lP � θ̌ es regular, luego de hecho 1lP � θ̌ es fuertemente inaccesible.

Más aún, la sucesión {θδ}δ<θ es normal y hay un conjunto estacionario en
θ de cardinales fuertemente inaccesiblesM , luego un conjunto no acotado de
cardinales θδ son fuertemente inaccesiblesM .

Sea ahora κ un cardinal θ-supercompactoM , sea G un filtro P-genérico sobre
M y sea µ un cardinalM [G] tal que κ ≤ µ < θ. Hemos de probar que κ es µ-
supercompactoM [G]. Por la observación del párrafo precedente podemos suponer
que µ es fuertemente inaccesibleM . Tomamos cardinales κ ≤ µ < ν < ξ < θ,
todos ellos fuertemente inaccesiblesM .

En M , sea Uξ una medida normal en P<κ(ξ), sea Mξ la ultrapotencia aso-
ciada y jξ : M −→ Mξ la inmersión natural. Como M ∩Mξ

ξ ⊂ Mξ, en particular

V M
ξ = V

Mξ

ξ .
Veamos ahora que

∧
α < ξ Pα ∈ V M

ξ . Más concretamente, si α̂ es el menor
cardinal fuertemente inaccesibleM mayor que α, se cumple que Pα ∈ V M

α̂ . En
efecto, supuesto cierto para α, es claro que θα < α̂, luego existe un ordinal δ < α̂
tal que 1lPα � Qθ̌α

⊂ Vδ̌. Sea {ρδ}δ<α̂ la sucesión definida en la prueba de 17.21
tal que rang ρδ < α̂ y 1lPα � ρδ = Vδ̌. En la definición de πα podemos exigir que
éste sea un buen nombre para un subconjunto de ρδ, con lo que rangπα < α̂.
A partir de aqúı se razona como en 17.21 para concluir que rangPα+1 < α̂. El
caso ĺımite es trivial.

Al igual que en 17.21 hicimos con Pκ ∗ π, se prueba que si Q ∈ Mξ es un
c.p.o. con rangQ < ξ y G es un filtro Q-genérico sobre M (luego sobre Mξ),
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entonces M [G] ∩ Mξ[G]ξ ⊂ Mξ[G]. De aqúı se sigue que M [G] y Mξ[G] tienen
los mismos conjuntos de rango < ξ. En particular, las fórmulas

1lPδ
� π = Qθ̌ y 1lPδ+1 � θ̌′ = θ̌+

absolutas para Mξ − M (para ordinales θ, θ′ < ξ). De aqúı se sigue que la
definición de ({Pα}α<ξ, {πα}α<ξ) y {θα}α<ξ es absoluta para Mξ − M . Por
otra parte,

j({Pα}α≤ξ, {πα}α<ξ) = ({Rα}α≤j(ξ), {ρα}α<j(ξ))

es una iteración de preórdenesMξ que, junto con j({θα}α<ξ), satisface en Mξ

la misma definición, luego
∧

α < ξ Rα = Pα. Más aún, ξ es fuertemente
inaccesibleMξ , por lo que Rξ es el ĺımite directo de los términos anteriores, al
igual que Pξ, luego también Rξ = Pξ.

Por otra parte, j(Pν) = Rj(ν) y j(ν) > j(κ) ≥ ξ. Hemos probado (en M)
que la iteración puede factorizarse en cualquier punto. Lo mismo vale ahora en
Mξ, luego j(Pν) ∼= Rξ ∗ π = Pξ ∗ π, para cierto π tal que 1lPξ

� π es fuertemente
ξ̌-cerrado.

Si p ∈ Pν , entonces p|κ ∈ Pκ, que es ĺımite directo, luego existe un p0 ∈ P0,
con α < κ, tal que p|κ = iακ(p0) y, como p0 ∈ Vκ, se cumple que j(p0) = p0.
Aśı, j(p)|j(κ) = iαj(κ)(p0) y, a través de la semejanza j(Pν) ∼= Pξ ∗ π, queda
j(p) = (s, σ), donde s = j(p)|ξ = iαj(κ)(p0)|ξ = iκξ(p|κ).

Recordemos que hab́ıamos tomado un filtro P-genérico sobre M . Sean Gν y
Gξ sus restricciones a Pν y Pξ. Notemos que Gξ es también Pξ-genérico sobre
Mξ. Sea Q = πGξ

, que es un c.p.o. fuertemente ξ-cerradoMξ[Gξ].

D = {q ∈ Q |
∨

p ∈ Gν

∨
σ(j(p) = (iκξ(p|κ), σ) ∧ q = σGξ

)} ∈ Mξ[Gξ].

Claramente |D|Mξ[Gξ] ≤ |Pν |Mξ[Gξ] ≤ |Pν |Mξ < ξ. Como en el teorema 17.21
se comprueba que D es un conjunto dirigido, luego existe un a ∈ Q tal que∧

d ∈ D a ≤ d.
Sea H un filtro Q-genérico sobre M [Gξ] —luego también sobre Mξ[Gξ]—,

tal que a ∈ H. Entonces K = Gξ ∗ H es un filtro j(Pν)-genérico sobre Mξ y
si p ∈ Gν , entonces j(p) ∈ K, pues j(p) = (iκξ(p|κ), σ), luego σGξ

∈ D, luego
a ≤ σGξ

∈ H y, por otra parte, p ≤ iκξ(p|κ) ∈ Gξ. Por lo tanto j(p) ∈ K.

Definimos ̄ : M [Gν ] −→ Mξ[K] mediante ̄(ρGν ) = j(ρ)K . Como en 17.21
se comprueba que ̄ es una inmersión elemental que extiende a j.

Según hemos observado antes, se cumple M [Gξ] ∩ Mξ[Gξ]ξ ⊂ Mξ[Gξ], de
donde resulta que Q tiene los mismos conjuntos dirigidos de cardinal < ξ tanto
en M [Gξ] como en Mξ[Gξ], luego Q es fuertemente ξ-cerradoM [Gξ].

Razonando como en 17.21 concluimos que PP<κ(µ) y PPP<κ(µ) son los
mismos en M [Gξ][H] y en M [Gξ]. Más aún, con la factorización P = Pν ∗ πνθ,
donde

1lPν � πνθ es fuertemente ν̌+-cerrado,

de hecho podemos probar que PP<κ(µ) y PPP<κ(µ) son los mismos en M [G]
y en M [Gν ]. Teniendo en cuenta las inclusiones M [Gν ] ⊂ M [Gξ] ⊂ M [G],
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vemos que estos conjuntos son los mismos en todos los modelos que estamos
considerando. Por consiguiente, si definimos

U ′ = {x ∈ M [Gξ][H] | x ⊂ P<κ(µ)M [Gξ][H] ∧ j[µ] ∈ ̄(x)},

como en 17.21 se prueba que U ′ ∈ M [Gξ][H], luego en M [Gξ], luego en M [Gν ].
El mismo argumento de 17.21 prueba que U ′ es una medida fina normalM [Gν ]

en P<κ(µ) y, obviamente, esto sigue siendo válido en M [G].

17.5 La independencia de la HCS

Finalmente estamos en condiciones de construir un modelo transitivo de
ZFC en el que no se cumple la hipótesis de los cardinales singulares. Necesita-
mos dos resultados previos que tienen interés por śı mismos. El teorema 15.40
implica que no es posible demostrar la consistencia de que exista un cardinal
medible κ tal que 2κ > κ+ ni siquiera suponiendo consistente la existencia de un
cardinal medible. Ahora probamos que no ocurre lo mismo con los cardinales
supercompactos:

Teorema 17.23 Si es consistente la existencia de un cardinal supercompacto,
también es consistente que exista un cardinal supercompacto κ (en particular
medible) tal que 2κ > κ+.

Demostración: Sea M0 un modelo transitivo numerable de ZFC con un
cardinal supercompacto κ. Sea M una extensión genérica de M0 obtenida con
el c.p.o. del teorema 17.21. Aśı, κ es supercompactoM y sigue siendo supercom-
pacto en cualquier extensión de M obtenida con un c.p.o. fuertemente κ-cerrado.

Si (2κ = κ+)M , tomamos P = Fn(κ++, 2, κ)M . Como κ es fuertemente
inaccesibleM , el teorema 5.14 nos da que P cumple la (c.c.κ+)M y es claro que
es fuertemente κ-cerrado. Por consiguiente, si G es un filtro P-genérico sobre M
tenemos que M [G] tiene los mismos cardinales que M y κ es supercompactoM [G].
Además los argumentos usuales nos dan que (2κ = κ++)M [G].

Ejercicio: En el teorema anterior hemos construido un modelo con un cardinal su-
percompacto tal que 2κ = κ++ supuesto que el modelo de partida cumpliera 2κ = κ+.
Llegar a la misma conclusión en el caso de que el modelo de partida cumpla 2κ > κ++.

Una de las consecuencias del lema del cubrimiento de Jensen (teorema 14.30)
era que para que una extensión genérica conserve cardinales pero no cofinali-
dades es necesario que en el modelo base exista 0E. Ahora veremos que una
condición suficiente para que exista tal extensión es que el modelo base con-
tenga un cardinal medible.

Teorema 17.24 (Prikry) Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y
κ un cardinal medibleM . Existe una extensión genérica de M con los mismos
cardinales pero en la que κ tiene cofinalidad numerable. Además κ tiene en la
extensión los mismos subconjuntos acotados que en M .
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Demostración: Todo lo que sigue ha de entenderse relativizado a M . Sea
D una medida normal en κ, sea P el conjunto de los pares p = (sp, Ap) tales
que s ∈ [κ]< ω y A ∈ D. Consideramos a P como c.p.o. con el orden dado por

p ≤ q ↔
∨

α ∈ Ω sq = sp ∩ α ∧ Ap ⊂ Aq ∧ sp \ sq ⊂ Aq.

Claramente P tiene máximo 1l = (∅, κ). Observemos que si p, q ∈ P cum-
plen sp = sq, entonces son compatibles, pues (sp, Ap ∩ Aq) es una extensión
común. En consecuencia toda anticadena de P tiene cardinal menor o igual que
|[κ]<ω| = κ, es decir, P cumple la c.c.κ+. En particular, P conserva cardinales
y cofinalidades mayores que κ.

Para probar que los cardinales menores que κ también se conservan de-
mostraremos primero que si φ(x1, . . . , xn) es una fórmula, τ1, . . . , τn ∈ MP y
(s0, A0) ∈ P, entonces existe un A ∈ D, A ⊂ A0 tal que (s0, A) ‖ φ(τ1, . . . , τn),
es decir,6

(s0, A) � φ(τ1, . . . , τn) o (s0, A) � ¬φ(τ1, . . . , τn).

Sea A0 = A0 \ s0 ∈ D. Sea S+ el conjunto de los s ∈ [A0]<ω tales que
(s0 ∪ s, X) � φ para algún X ∈ D, X ⊂ A0. Sea S− el conjunto de los
s ∈ [A0]<ω tales que (s0 ∪ s, X) � ¬φ para algún X ∈ D, X ⊂ A0, sea
T = [A0]<ω \ (S+ ∪ S−) y sea U = [κ]<ω \ [A0]<ω.

De este modo, S+, S−, T , U es una partición de [κ]<ω. Por el teorema 12.27,
existe un A ∈ D homogéneo para ella. Sea 0 < n < ω. Como |A ∩ A0| = κ, se
cumple que [A]n ∩ [A0]n �= ∅, luego no puede ser [A]n ⊂ U . Aśı pues, [A]n ha
de estar contenido en S+, S− o en T , y en cualquier caso [A]n ⊂ [A0]n, luego
A ⊂ A0 ⊂ A0.

Veamos que la condición (s0, A) cumple lo pedido. En otro caso existen
extensiones (s, X), (t, Y ) de (s0, A) tales que (s, X) � φ y (t, Y ) � ¬φ. Exten-
diendo aún más podemos suponer que |s| = |t| = m.

Tenemos que s0 ⊂ s, s0 ⊂ t y s\s0, t\s0 ⊂ A. Sea n = m−|s0|. Aśı resulta
que s \ s0, t \ s0 ∈ [A]n, pero s \ s0 ∈ S+ y t \ s0 ∈ S−, contradicción.

Sea G un filtro P-genérico sobre M . Vamos a probar que todo subconjunto
acotado de κ en M [G] está en M . Sea, pues, x = τG ∈ M [G] y α < κ de modo
que x ⊂ α. Sea p0 ∈ G tal que p0 � τ ⊂ α̌. Según hemos demostrado, para
cada p ≤ p0 y cada δ < α existe un Aδ ⊂ Ap tal que (s, Aδ) ‖ δ̌ ∈ τ .

Sea B =
⋂

δ<α

Aδ ∈ D y sea qp = (s, B). Aśı qp ≤ p y qp ‖ δ̌ ∈ τ para todo

δ < α. Sea Zp = {δ < α | qp � δ̌ ∈ τ} ∈ M . Claramente qp � τ = Žp. El
conjunto {qp | p ≤ p0} es obviamente denso bajo p0, luego existe un qp ∈ G y,
consecuentemente, x = τG = Zp ∈ M .

Ahora es fácil ver que todo cardinalM µ < κ es también un cardinalM [G].
En efecto, si existiera ν < µ y f ∈ M [G] tal que f : ν −→ µ biyectiva, tomamos
g ∈ M tal que g : ν × µ −→ µ biyectiva, de modo que x = g[f ] ∈ M [G] es

6Se lee “(s0, A) decide φ”.
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un subconjunto acotado de κ (acotado por µ), luego x ∈ M y, en consecuencia,
f ∈ M , contradicción.

Como κ es medibleM , en particular es un cardinal ĺımite, luego es supremo de
cardinalesM , los cuales son también cardinalesM [G], luego κ es un cardinalM [G]

y, en definitiva, M y M [G] tienen los mismos cardinales.

Finalmente, sea S =
⋃

p∈G

sp ∈ M [G]. Es claro que, para cada α < κ, el

conjunto Dα = {p ∈ P |
∨

β ∈ sp α < β} ∈ M es denso en P, pues si q ∈ P,
existe un β > α tal que β ∈ Aq y sq ⊂ β. Basta tomar sp = sq ∪{β} y Ap = Aq.
Aśı p ∈ Dα y p ≤ q. Esto implica que S no está acotado en κ. Si probamos que
S es numerableM [G], tendremos que κ tiene cofinalidad numerableM [G].

Para ello veamos que si α ∈ S existe un p ∈ G tal que S ∩α ⊂ sp. En efecto,
existe un p ∈ G tal que α ∈ sp. Si β ∈ S ∩ α entonces existe un q ∈ G tal
que β ∈ sq ∩ α. Sea r ∈ G tal que r ≤ p y r ≤ q. Entonces sp = sr ∩ γ, para
cierto ordinal γ. Como α ∈ sp, ha de ser α < γ y, como β < α, se cumple que
β ∈ sr ∩ γ = sp. Por consiguiente todos los segmentos de S son finitos, luego
ordS = ω.

Ahora es fácil violar la HCS:

Teorema 17.25 Si es consistente la existencia de un cardinal supercompacto,
también lo es la negación de la HCS. Más concretamente, es consistente que
exista un cardinal κ de cofinalidad numerable que cumpla cualquiera de los dos
casos siguientes:

a) κ es ĺımite fuerte y κ+ < κcf κ = 2κ.

b) 2cf κ < κ y κ+ < κcf κ < 2κ.

Demostración: Por el teorema 17.23 existe un modelo transitivo numera-
ble M de ZFC en el que existe un cardinal medible κ tal que 2κ > κ+. Aplicando
el teorema anterior a dicho modelo, obtenemos una extensión genérica M [G] con
los mismos cardinales y donde κ tiene cofinalidad numerable. Obviamente,

(2κ)M [G] ≥ (2κ)M > (κ+)M = (κ+)M [G].

Si µ < κ, el teorema anterior nos da también que (Pµ)M [G] = (Pµ)M , luego
(2µ)M [G] = (2µ)M < κ. Aśı pues, κ es un ĺımite fuerteM [G].

Estos hechos implican en general la igualdad κcf κ = 2κ:

κ+ < 2κ = (2<κ)cf κ = κcf κ ≤ κκ = 2κ.

Aśı pues, M [G] es un modelo de a). Para obtener un modelo de b) tomamos
un cardinal fuertemente inaccesibleM µ < κ (existe porque κ es medibleM ).
En particular µ es un ĺımite fuerteM y, según lo visto, también es un ĺımite
fuerteM [G], es decir, (2<µ = µ)M [G]. Del hecho de que M y M [G] tengan los
mismos subconjuntos acotados de κ se sigue inmediatamente que µ sigue siendo



17.5. La independencia de la HCS 483

regular en M [G], es decir, µ es fuertemente inaccesibleM [G]. Consideremos
también ξ = ((2κ)+)M [G].

Sea Q = Fn(ξ, 2, µ)M [G] y sea H un filtro Q-genérico sobre M [G]. Por el
teorema 5.16 los cardinales y las cofinalidades de M [G][H] son los mismos que
los de M [G]. En particular κ sigue teniendo cofinalidad numerable. Además es
claro que en M [G][H] se cumple 2µ ≥ ξ.

Como Q es µ-cerradoM [G], es claro que en M [G][H] se cumple que 2cf κ =
2ℵ0 < κ, pero

(κcf κ)M [G][H] = (κcf κ)M [G] = (2κ)M [G] < ξ ≤ (2µ)M [G][H] ≤ (2κ)M [G][H].

En conclusión, M [G][H] cumple b).

M. Magidor refinó considerablemente la idea del teorema de Prikry para
obtener resultados mucho más precisos. Como ilustración probaremos la con-
sistencia de que ℵω viole la HCS.

En lo sucesivo, κ será un cardinal κ+-supercompacto y U una medida fina
normal en P<κ(κ+). Entonces UltU (V )κ+ ⊂ UltU (V ), lo que implica que κ
es fuertemente inaccesibleUlt y κ+ = (κ+)Ult. Teniendo en cuenta el teorema
16.11, esto implica que {P ∈ P<κ(κ+) | P ∩ κ es f.i. ∧ (P ∩ κ)+ = ordP} ∈ U
(Más concretamente, usamos que κ = [g], donde g(P ) = P ∩κ y κ+ = [f ], donde
f(P ) = ord(P ∩ κ+) = ordP ). Por consiguiente,

D = {P ∈ P<κ(κ+) | P ∩ κ es f.i. ∧ |P | = (P ∩ κ)+} ∈ U. (17.10)

Conviene recordar que los elementos de P<κ(κ+) que vamos a manejar es-
tarán, de hecho, en D. En particular hemos de tener presente que los conjuntos
P ∩ κ son cardinales fuertemente inaccesibles. También conviene observar que,
sobre D, la relación definida en 16.18 es mucho más natural:

P ∼⊂ Q ↔ P ⊂ Q ∧ P ∩ κ < Q ∩ κ.

(En principio seŕıa (P ∩ κ)+ < Q ∩ κ, pero como Q ∩ κ es inaccesible, es lo
mismo.) Recordemos el orden colapsante de Lévy definido en 5.28:

Lv(κ, µ) = {p ⊂ κ × µ × κ | p es una función ∧ |p| < µ ∧∧
αβ((α, β) ∈ Dominio(p) → p(α, β) < α)}.

Según el teorema 5.31, si µ < κ, µ es regular y κ es fuertemente inaccesi-
ble, Lv(κ, µ) conserva cardinales y cofinalidades ≤ µ y ≥ κ, pero colapsa los
cardinales intermedios, es decir, 1l � κ̌ = µ̌+.

Las condiciones Sea P el conjunto de todas las condiciones de la forma

π = (P1, . . . , Pl, f0, . . . , fl, A, G),

donde
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a) P1 ∼⊂ · · · ∼⊂ Pl son elementos de D.

b) Llamando κi = Pi ∩ κ (que son cardinales fuertemente inaccesibles), se
cumple que

f0 ∈ Lv(κ1,ℵ1), fi ∈ Lv(κi+1, κ
++
i ), 1 ≤ i < l, fl ∈ Lv(κ, κ++

l ).

c) A ⊂ D, A ∈ U y para todo Q ∈ A,

Pl ∼⊂ Q y fl ∈ Lv(Q ∩ κ, κ++
l ).

d) G es una función de dominio A tal que G(Q) ∈ Lv(κ, (Q∩ κ)+). Además,
si P , Q ∈ A cumplen P ∼⊂ Q, entonces G(P ) ∈ Lv(Q ∩ κ, (P ∩ κ)++).

Diremos que l ≥ 1 es la longitud de π, la sucesión (P1, . . . , Pl) es la P -parte
de π, mientras que la sucesión (f0, . . . , fl) es la f-parte de π. Convendremos
en que P contiene además una condición trivial 1l que hará el papel de máximo
cuando definamos el orden en P.

Para entender esta definición conviene pensar en lo que pretendemos con-
seguir con un filtro P-genérico sobre un modelo M . Nuestro propósito es que
las P -partes de las condiciones del filtro se combinen en una sucesión infinita
P1 ∼⊂ P2 ∼⊂ P3 ∼⊂ · · · que a su vez dé lugar a una sucesión de cardinales
inaccesibles

ℵ1 < κ1 < κ+
1 < κ++

1 < κ2 < κ+
2 < κ++

2 < · · · < κ.

Nuestra intención es que estos cardinales sigan siendo cardinales en la ex-
tensión genérica y que su supremo sea κ.

Por otro lado, las f -partes de las condiciones del filtro se combinarán para
producir aplicaciones que colapsen todos los cardinales intermedios de la su-
cesión anterior. El resultado será que los únicos cardinales menores que κ en
la extensión serán los de dicha sucesión. En particular esto implicará que κ se
convertirá en ℵω en la extensión genérica.

Estos comentarios explican los apartados a) y b) de la definición de P. El
apartado c) afirma que A es el conjunto de candidatos a extender la P -parte
de π. Notemos que, como π no determina κl+1, en b) sólo podemos exigir
que fl esté en Lv(κ, κ++

l ), pero esto es provisional: en c) se exige que esté en
Lv(Q ∩ κ, κ++

l ), para todo posible candidato a κl+1, es decir, para todo Q ∩ κ
con Q ∈ A.

La función G, descrita en d), asigna a cada candidato P a extender la P -parte
de π, un candidato a extender la f -parte: si queremos añadir P a la P -parte,
entonces κl+1 = P ∩ κ, luego fl+1 tendrá que ser, según b), un elemento de
Lv(κ, (P ∩ κ)++), que es lo que d) exige para G(P ). Más aún, si después de
añadir P queremos añadir Q, entonces nos encontraremos con que fl+1 deb́ıa
ser, de hecho, un elemento de Lv((Q∩κ), (P ∩κ)++), y en d) se exige que G(P )
siga siendo aceptable.
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Quizá el lector se pregunte si existen condiciones. Es fácil ver que śı. Por
ejemplo, podemos partir de cualquier sucesión P1 ∼⊂ · · · ∼⊂ Pl ∼⊂ Q en D. Esto

nos da una P -parte. Tomamos funciones arbitrarias fi según b), pero exigiendo
que fl ∈ Lf(Q ∩ κ, κ++

l ). Tomamos A = {P ∈ D | Q ∼⊂ P} ∈ U , de modo que

se cumple c) y tomamos como G la función que asigna a cada P ∈ A el máximo
G(P ) = 1l ∈ Lv(κ, (P ∩ κ)++), con lo que se cumple trivialmente d).

El orden Dadas dos condiciones π, π′ ∈ P, diremos que

π′ = (Q1, . . . , Ql, g0, . . . , gl, B, H) ≤ (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fn, A, G) = π

si

a) n ≤ l y Qi = Pi para 1 ≤ i ≤ n,

b) fi ⊂ gi para 0 ≤ i ≤ n,

c) Qi ∈ A y G(Qi) ⊂ gi, para n < i ≤ l,

d) B ⊂ A,

e) G(P ) ⊂ H(P ), para todo P ∈ B.

Además exigimos que cualquier condición extiende a la condición 1l, que se
convierte aśı en el máximo de P.

La propiedad a) exige que la P -parte de π′ prolongue a la P -parte de π, con
lo que la sucesión κ1 < · · · < κl también se ve prolongada, no modificada. La
propiedad b) es clara. La c) exige que los nuevos términos de la P -parte de π′

se obtengan del conjunto de candidatos A de π, y que los nuevos términos de la
f -parte de π′ extiendan a las “propuestas” de la función G de π (no podemos
exigir la igualdad, pues con ella estaŕıamos prohibiendo futuras extensiones de
estos términos de la f -parte). d) y e) son claras también.

Es inmediato comprobar que esta relación es realmente un orden parcial
en P. Conviene introducir algunas nociones adicionales relacionadas con este
orden:

Si 0 ≤ j ≤ n, diremos que π′ es una extensión j-directa de π, y lo represen-
taremos por π′ ≤j

dir π, si además se cumple

a) fi = gi, para j ≤ i ≤ n,

b) G(Qi) = gi, para n < i ≤ l,

c) B = {P ∈ A | Ql ∼⊂ P},

d) G(P ) = H(P ), para todo P ∈ B.
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Diremos que π′ es una extensión directa de π si es una extensión 0-directa
(abreviadamente, π′ ≤dir π).

Observemos que, dado π, eligiendo conjuntos Qn+1 ∼⊂ · · · ∼⊂ Ql ∈ A y
funciones g0, . . . , gj−1 tales que

g0 ∈ Lv(κ1,ℵ1), gi ∈ Lv(κi+1, κ
++
i ), 1 ≤ i < j,

podemos construir una única extensión j-directa π′. En particular, una ex-
tensión directa de π es la mı́nima extensión que puede obtenerse completando
la P -parte de π con una sucesión prefijada Qn+1 ∼⊂ · · · ∼⊂ Ql ∈ A.

Si 0 ≤ j ≤ n, diremos que π′ es una extensión j-conservativa de π, y lo
representaremos por π′ ≤j

con π, si π′ ≤ π y además se cumple

a) n = l,

b) fi = gi, para 0 ≤ i < j.

Diremos que π′ es una extensión conservativa de π si es 0-conservativa (abre-
viadamente, π′ ≤con π).

Aśı, las extensiones conservativas son las que se obtienen conservando la
longitud de π, es decir, sin extender la P -parte.

Es fácil ver que si π′ ≤ π y 0 ≤ j ≤ n, entonces existe un único π′′ ∈ P tal
que π′ ≤j

con π′′ ≤j
dir π, es decir, que toda extensión puede obtenerse (de forma

única) como una extensión j-directa seguida de una extensión j-conservativa.
En efecto, π′′ es necesariamente7

π′′ = (Q1, . . . , Ql, g0, . . . , gj−1, fj , . . . , fn, G(Qn+1), . . . , G(Ql), C, K),

donde C = {P ∈ A | Ql ∼⊂ P} y K = G|C .

Llamaremos a π′′ la condición j-interpolante de π′ y π, abreviadamente
π′′ = Intj(π′, π). Una comprobación rutinaria justifica que si π′′ ≤ π′ ≤ π,
entonces Intj(π′′, π′) ≤ Intj(π′′, π).

Por otra parte, es obvio que si π′ ≤ π, entonces Intj(π′, Intj(π′, π)) =
Intj(π′, π), pues esto expresa simplemente que π′ ≤j

con Intj(π′, π).

Resultados preliminares Vamos a probar un teorema cuya célula de ori-
gen es el resultado demostrado en la prueba del teorema de Prikry, según el
cual, para pasar de una condición (s, A) a otra que decida una fórmula dada,
basta extenderla reduciendo A, pero sin alterar s. Veamos primero un resultado
sencillo que usaremos varias veces:

7Aqúı, como en todo momento hasta ahora, sobrentendemos que π y π′ tienen la forma
expĺıcita dada en la definición del orden.
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Teorema 17.26 Sea π = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fn, A, G) ∈ P y 0 ≤ j ≤ n. Sea
{πα}α<β una sucesión decreciente de extensiones j-conservativas de π. Supon-
gamos que β ≤ κ+

j si j > 0 o bien que β ≤ ω si j = 0. Entonces existe π′ ∈ P
tal que π′ ≤j

con π y
∧

α < β π′ ≤j
con πα.

Demostración: Sea πα = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fj−1, f
α
j , . . . , fα

n , Aα, Gα).
Sea

π′ = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fj−1, gj , . . . , gn, B, H),

donde gi =
⋃

α<β

fα
i , para j ≤ i ≤ n, B =

⋂
α<β

Aα y H(P ) =
⋃

α<β

Gα(P ).

Si j > 0, entonces fα
i ∈ Lv(κi+1, κ

++
i ), que es claramente κ++

j -cerrado, luego
también gi ∈ Lv(κi+1, κ

++
i ). Por el contrario, si j = 0 tenemos fα

0 ∈ Lv(κ1,ℵ1),
que sólo es ℵ1-cerrado, por lo que hemos de exigir β ≤ ω. En cualquier caso
β < κ, por lo que B ∈ U . Ahora es fácil ver que π′ ∈ P y claramente cumple lo
pedido.

Dada una condición π de longitud n ≥ j, llamaremos restricción de π a j a
π|j = (P1, . . . , Pj , f0, . . . , fj−1).

Diremos que una condición π decide8 una fórmula Φ ≡
∨

xφ(x, σ1, . . . , σr) si
existe un x tal que π � φ(x̌, σ1, . . . , σr). Lo representaremos por π ‖ Φ. Es claro
que si π′ ≤ π y π ‖ Φ, entonces π′ ‖ Φ. El teorema principal es el siguiente:

Teorema 17.27 Sea Φ ≡
∨

xφ(x, σ1, . . . , σr) una fórmula (metamatemática),
con σ1, . . . , σr ∈ V P. Sea π ∈ P una condición de longitud n y 0 ≤ j ≤ n.
Existe π′ ≤j

con π que decide Φ salvo extensiones j-directas, es decir, si π′′ ≤ π′

y π′′ ‖ Φ, entonces Intj(π′′, π′) ‖ Φ.

Demostración: Veamos que el teorema se sigue de

A) Sea η la restricción a j de una extensión de π. Entonces existe
π′ ≤j

con π que cumple el teorema para toda π′′ ∈ P tal que π′′|j = η.

En efecto, admitiendo A), si j = 0 el teorema es lo mismo que A ), pues
π′′|j = η no es ninguna restricción. Supongamos, pues que j �= 0. Hay a lo
sumo κ valores posibles para η, pues a lo sumo hay tantos como elementos tiene

Lv(κ1,ℵ1) × Lv(κ2 × κ++
1 ) × · · · × Lv(κj , κ

++
j−1),

o sea, κj . Sea {ηα}α<κj una enumeración de todos los η’s posibles.
Sea π0 = π. Definido πα, definimos πα+1 como un π′ que cumpla A) para

πα y ηα (en el caso de que ηα sea la restricción a j de una extensión de πα)
o πα+1 = πα (en caso contrario). Definidos {πδ}δ<λ, definimos πλ mediante el
teorema anterior.

Tenemos aśı una sucesión {πα}α<κj
y podemos aplicar una vez más el teo-

rema anterior para obtener una extensión j-conservativa común π′ ≤j
con π. Vea-

mos que cumple el teorema.
8Notemos que no es el mismo concepto de decidir introducido en la prueba de 17.24. Lo

habitual en este caso es decir que π decide x.
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Si π′′ ≤ π′ y π′′ ‖ Φ, sea ηδ = π′′|j , que es la restricción a j de una extensión
de πδ, luego πδ+1 viene dado por A), es decir, Intj(π′′, πδ+1) ‖ Φ.

Como π′′ ≤ π′ ≤ πδ+1, se cumple Intj(π′′, π′) ≤ Intj(π′′, πδ+1), luego
también Intj(π′′, π′) ‖ Φ.

Veamos ahora que A) se sigue de

B) Sea η la restricción a j de una extensión de π y l < ω. Entonces
existe π′ ≤j

con π que cumple el teorema para toda π′′ ∈ P de longitud
n + l tal que π′′|j = η.

En efecto, supuesto B) y fijados η y π, sea π0 = π, supuesto definido πl,
definimos πl+1 como un π′ que cumpla B) para η y l (en el supuesto de que
η sea la restricción a j de una extensión de πl) o πl+1 = πl en caso contrario.
Tenemos aśı {πl}l<ω. Sea π′ ≤j

con π una extensión j-conservativa común.
Si π′′ ≤ π′ y π′′|j = η, entonces la longitud de π′′ será n + l para cierto

l < ω y η es la restricción a j de una extensión de πl, luego πl+1 viene dado
por B), con lo que Intj(π′′, πl+1) ‖ Φ. Como π′′ ≤ π′ ≤ πδ+1, se cumple
Intj(π′′, π′) ≤ Intj(π′′, πδ+1), luego también Intj(π′′, π′) ‖ Φ.

Demostramos B) por inducción sobre l. Digamos que

π = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fn, A, G).

Para l = 0 distinguimos dos casos:

1) Existe π∗ ≤ π de longitud n tal que π∗|j = η y π∗ ‖ Φ.

Digamos que π∗ = (P1, . . . , Pn, g0, . . . , gn, B, H) y definimos

π′ = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fj−1, gj , . . . , gn, B, H).

Claramente π′ ≤j
con π y cumple B), pues si π′′ ≤ π′ tiene longitud n, π′′|j = η y

π′′ ‖ Φ, entonces, teniendo en cuenta que η = (P1, . . . , Pj , g0, . . . , gj−1), es claro
que Intj(π′′, π′) = π∗, luego Intj(π′′, π′) ‖ Φ.

2) En caso contrario sirve π′ = π, porque ninguna función en las hipótesis
de B) está también en las hipótesis del teorema.

Supongamos B) para l y probémoslo para l + 1. Como la relación ∼⊂ está

bien fundada en A, podemos extenderla a un buen orden, digamos9 #.

Definimos {πQ}Q∈A por recurrencia sobre # de modo que se cumpla

a) πQ = (P1, . . . , Pn, Q, f0, . . . , fj−1, f
Q
j , . . . , fQ

n , fQ, BQ, HQ),

b) πQ ≤ π,

9Consideramos un buen orden ≤ en A y definimos

P�Q↔(P,
∼
⊂)<rang(Q,

∼
⊂)∨(rang(P,

∼
⊂)=rang(Q,

∼
⊂)∧P≤Q).
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c) Si P , Q, T ∈ A, P ∼⊂ T , Q ∼⊂ T , T ∈ BP ∩BQ, entonces HP (T ) y HQ(T )

son compatibles (de hecho, Q # P → HQ(T ) ⊂ HP (T )).

En particular, πQ es una extensión de π de longitud n + 1 y πQ|j = π|j .
Sea P ∈ A y supongamos definido πQ para Q ≺ P . En particular para

Q ∼⊂ P . Definimos

ρP = (P1, . . . , Pn, P, f0, . . . , fn, gP , AP , GP ),

con
gP = G(P ) ∪ ⋃

Q∼⊂P

HQ(P ),

donde se entiende que Q ∈ A y que si P /∈ BQ entonces HQ(P ) = G(P ),

AP = {T ∈ A | T ∈ ⋂
Q∼⊂T

BQ ∧ P ∼⊂ T},

donde Q recorre sólo los conjuntos Q ∈ A, Q ≺ P ,

GP (T ) = G(T ) ∪ ⋃
Q∼⊂T

HQ(T ),

donde Q recorre sólo los conjuntos Q ∈ A, Q ≺ P .

Veamos que, efectivamente, ρP ∈ P.

Como P ∈ A, se cumple Pn ∼⊂ P y fn ∈ Lv(P ∩ κ, κ++
n ).

Por la propiedad c), las funciones que forman gP son compatibles dos a dos,
luego gP es una función. Además el número de conjuntos Q ∼⊂ P es a lo sumo

|P |<P∩κ = ((P ∩ κ)+)<P∩κ ≤ (P ∩ κ)+ < (P ∩ κ)++,

y Lv(κ, (P ∩ κ)++) es (P ∩ κ)++-cerrado, luego10 gP ∈ Lv(κ, (P ∩ κ)++).

Se cumple que AP ∈ U , pues es la intersección {T ∈ P<κ(κ+) | P ∼⊂ T} con
A y con la intersección diagonal de los conjuntos

XQ =
{

BQ si Q ∈ A, Q ≺ P ,
P<κ(κ+) en otro caso.

Si T ∈ A, entonces gP ∈ Lv(T ∩ κ, (P ∩ κ)++). En efecto, por una parte

G(P ) ∈ Lv(P ∩ κ, κ++
n ) ⊂ Lv(T ∩ κ, (P ∩ κ)++),

y por otra, si Q ∈ A, Q ∼⊂ P , P ∈ BQ, entonces HQ(P ) ∈ Lv(P ∩κ, (Q∩κ)++)

y, como Q ∼⊂ P ∼⊂ T , también HQ(P ) ∈ Lv(T ∩ κ, (P ∩ κ)++).

10Éste es el punto de la prueba que requiere trabajar con Lv(κi+1, κ++
i ) en lugar de con

Lv(κi+1, κi), que seŕıa más natural.
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Si T ∈ AP , entonces GP (T ) ∈ Lv(κ, (T ∩ κ)++). En efecto, tenemos que
G(P ) ∈ Lv(κ, κ++

n ) ⊂ Lv(κ, (T ∩ κ)++) y, para cada Q ∼⊂ T , se cumple que

HQ(T ) ∈ Lv(κ, (T ∩ κ)++). Por la propiedad c), las funciones HQ(T ) son
compatibles dos a dos. El mismo razonamiento empleado con gP prueba que
a lo sumo hay (T ∩ κ)+ valores posibles para Q, por lo que la unión sigue en
Lv(κ, (T ∩ κ)++).

Por último, si T ∼⊂ T ′ están en AP , entonces, para cada Q ∼⊂ T , se cumple

que HQ(T ) ∈ Lv(T ′ ∩ κ, (T ∩ κ)++), luego GP (T ) está en este mismo conjunto.

La condición ρP cumple claramente las propiedades a), b) y c). Concreta-
mente, para la propiedad c) hemos de ver que si T ∈ BQ∩AP y Q ≺ P , entonces
HQ(T ) ⊂ GP (T ), lo cual es obvio.

Si η no es la restricción a j de una extensión de ρP , tomamos πP = ρP ,
y en caso contrario tomamos πP como un π′ según B) para l, con ρP como π
y n + 1 en lugar de n. Aśı se sigue cumpliendo a), b) y c). En efecto, a) se
cumple porque πP ≤j

con ρP , b) se cumple porque πP ≤ ρP ≤ π y c) porque si
T ∈ BQ ∩ AP y Q ≺ P , entonces HQ(T ) ⊂ GP (T ) ⊂ HP (T ).

Aśı tenemos construida la familia {πP }P∈A. Veamos que existe un B ∈ U
tal que B ⊂ A y de modo que, para todo P ∈ B se cumple (fP

j , . . . , fP
n ) =

(gj , . . . , gn), para ciertas funciones fijas gi.
En efecto, para j ≤ i < n, tenemos que fP

i ∈ Lv(κi+1, κ
++
i ), luego hay

κn < κ valores posibles para (fP
j , . . . , fP

n−1) y por la κ-completitud de U existe
un conjunto B1 ⊂ A, B1 ∈ U tal que (fP

j , . . . , fP
n−1) es constante en B1. Por

otra parte, fP
n ∈ Lv(P ∩ κ, κ++

n ), pero como P ∩ κ es inaccesible, de hecho
existe un αP ∈ P ∩ κ tal que fP

n ∈ Lv(αP , κ++
n ). Aplicando la normalidad

de U a la aplicación P �→ αP encontramos un B2 ⊂ B1, B2 ∈ U donde αP

es constante igual a α0. Ahora, para P ∈ B2, las posibilidades para fP
n son a

lo sumo |Lv(αp, κ
++
n )| < κ, luego otra vez por normalidad existe un B ⊂ B2,

B ∈ U donde fP
n es constante.

Definimos

π′ = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fj−1, gj , . . . , gn, C, H),

donde C = B∩'
Q

BQ (entendiendo que BQ = P<κ(κ+) si Q /∈ A) y H(P ) = fP .

Es claro que π′ ∈ P. Notemos únicamente si P , Q ∈ C, P ∼⊂ Q, se cumple

que H(P ) = fP ∈ Lv(Q ∩ κ, (P ∩ κ)++) porque Q ∈ BP y fP forma parte de
la condición πP . Es claro además que⋃

Q∼⊂P

HQ(P ) ⊂ fP y G(P ) ⊂ fP , (17.11)

pues πP extiende a ρP .

Veamos que π′ cumple B) para l + 1. Claramente, π′ ≤j
con π. Supongamos

que π′′ ≤ π′ es una condición de longitud n + l + 1, π′′|j = η y π′′ ‖ Φ. Sea
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ρ = Intj(π′′, π′). Entonces ρ ≤j
dir π′, luego

ρ = (P1, . . . , Pn, P, Q1, . . . , Ql, h0, . . . , hj−1, gj , . . . , gn, fP , fQ1 , . . . , fQl , C ′, H ′),

para ciertos P , Q1, . . . , Ql ∈ C.
Ahora resulta que π′′ ≤ ρ ≤ πP . En efecto,11 como P ∈ B, resulta que

πP = (P1, . . . , Pn, P, f0, . . . , fj−1, gj , . . . , gn, fP , BP , HP ).

Teniendo en cuenta que η = (P1, . . . , Pj , h0, . . . , hj−1) y que η es la res-
tricción a j de una extensión de π, vemos que las funciones hi extienden a las
fi. Además Qi ∈ BP , HP (Qi) ⊂ fQi por (17.11), si Q ∈ C ′ entonces P ∼⊂ Q

y Q ∈ C, luego Q ∈ BP , y si Q ∈ C ′ entonces, por (17.11) tenemos que
HP (Q) ⊂ fQ = H(Q) = H ′(Q).

Aśı pues, π′′ ≤ πP , π′′|j = η, luego η es la restricción a j de una extensión de
ρP y π′′ tiene longitud n + 1 + l, luego por construcción de πP podemos aplicar
B) y concluir que Intj(π′′, πP ) ‖ Φ.

Pero ρ = Intj(π′′, ρ) ≤ Intj(π′′, πP ) y, por consiguiente, ρ ‖ Φ.

En realidad, el resultado que vamos a necesitar es la siguiente consecuencia
del teorema anterior:

Teorema 17.28 Sea π ∈ P una condición de longitud n, sea 1 ≤ j ≤ n,
α ≤ κ+

j y τ ∈ V P de modo que π � τ : α̌ −→ Ω. Entonces existe π′ ≤ π tal
que para todo π′′ ≤ π′, todo β < α y todo γ tales que π′′ � τ(β̌) = γ̌, se cumple
Intj(π′′, π′) � τ(β̌) = γ̌.

Demostración: Vamos a construir una sucesión decreciente {πβ}β<α de
extensiones j-conservativas de π. Partimos de π0 = π, tomamos πβ+1 ≤j

con πβ

que cumpla el teorema anterior para Φ ≡
∨

x τ(β̌) = x y, supuestos definidos
{πδ}δ<λ, tomamos πλ según el teorema 17.26. Finalmente, sea π′ una extensión
común de todos los πβ .

Si π′′ ≤ π′ y π′′ � τ(β̌) = γ̌, entonces π′′ ≤ πβ y π′′ ‖
∨

x τ(β̌) = x.
Por lo tanto Intj(π′′, πβ) ‖

∨
x τ(β̌) = x, es decir, existe un ordinal γ′ tal que

Intj(π′′, πβ) � τ(β̌) = γ̌′. Pero entonces también π′′ � τ(β̌) = γ̌′, lo que obliga
a que γ′ = γ.

Por otra parte, Intj(π′′, π′) ≤ Intj(π′′, πβ), luego también se cumple que
Intj(π′′, π′) � τ(β̌) = γ̌.

La extensión genérica A partir de aqúı consideramos un modelo transitivo
numerable M de ZFC en el que existe un cardinal κ que es κ+-supercompacto
y consideramos todo lo anterior relativizado a M . Sea G un filtro P-genérico
sobre M .

11Éste es el punto de la prueba donde se requiere la existencia de la función G en cada
condición, para obligar a que en ρ aparezca fP .
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Es claro que toda condición puede extenderse hasta una condición de longi-
tud arbitrariamente grande (por ejemplo, mediante extensiones directas), luego
G contiene condiciones de cualquier longitud. Si dos condiciones son compa-
tibles, la P -parte de una extiende a la de la otra, luego las P -partes de las
condiciones de G determinan una sucesión infinita

P1 ∼⊂ P2 ∼⊂ P3 ∼⊂ · · ·

a la que llamaremos P -parte de G. A su vez ésta determina una sucesión cre-
ciente de cardinales fuertemente inaccesiblesM κn = Pn ∩ κ.

Por otra parte, dado un n < ω, las componentes n-simas de las f -partes de
las condiciones en G de longitud ≥ n son compatibles en Lv(κn+1, κ

++
n )M (o

Lv(κ1,ℵ1)M para n = 0). También es claro que si π ∈ G tiene longitud > n y D
es un conjunto denso en Lv(κn+1, κ

++
n )M , el conjunto de las condiciones π′ ≤ π

con fn ∈ D es denso bajo π, luego en G hay condiciones con fn ∈ D. De aqúı se
sigue que la unión de las funciones fn de las condiciones de G de longitud ≥ n
determinan una función12 fn : κn+1 × κ++

n −→ κn+1 con la propiedad de que,
para cada α < κn+1, la función fnα dada por fnα(β) = fn(α, β) cumple que

fnα : κ++
n −→ α suprayectiva.

(Para n = 0 tenemos f0 : κ1 × ωM
1 −→ κ1 con f0α : ωM

1 −→ α suprayectiva.)
Esto significa que en M [G] no hay cardinales entre ℵM

1 y κ1, ni entre cada
κ++

n y κn+1. A la sucesión {fn}n∈ω la llamaremos f-parte de G.

Teorema 17.29 La sucesión {κn} es cofinal en κ y la sucesión {supPn} es
cofinal en κ+.

Demostración: El argumento es el mismo en los dos casos: sea α < κ
(resp. < κ+). Basta probar que el conjunto de condiciones π ∈ P tales que
para cierto n < ω se cumple α ∈ Pn es denso en P, pues entonces existirá una
condición π ∈ G con α ∈ Pn ∩κ = κn (resp. α ≤ supPn). Ahora bien, dada una
condición π = P1, . . . , Pl, f0, . . . , fl, A, H), existe P ∈ A tal que α ∈ P (porque
B = {P ∈ P<κ(κ+) | α ∈ P} ∈ U , luego A ∩ B �= ∅). Ahora basta considerar
la extensión directa de π que añade P a la P -parte.

Como consecuencia, ahora sabemos que los cardinalesM [G] menores que κ
son a lo sumo los de la sucesión

ℵ0, ℵM
1 , κ1, κ+

1 , κ++
1 , κ2, κ+

2 , κ++
2 , κ3, κ+

3 , κ++
3 , . . . (17.12)

Pero de momento no sabemos si alguno de ellos es un cardinalM [G]. Lo que
śı que sabemos es que κ y (κ+)M tienen cofinalidad numerable en M [G]. Esto
implica que (κ+)M no puede ser un cardinalM [G], ya que si lo fuera seŕıa un
cardinal ĺımiteM [G] y también un cardinal ĺımiteM , lo cual es falso.

12En lo sucesivo y, mientras no se indique lo contrario, se entenderá que α+ significa (α+)M .
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Reduciremos el problema de estudiar los cardinales de M [G] al estudio de
los cardinales en extensiones genéricas intermedias mucho más simples. Para
cada j < ω definimos

Pj = Lv(κ1,ℵ1)M × Lv(κ2, κ
++
1 )M × · · · × Lv(κj , κ

++
j−1)

M ∈ M.

Llamaremos G|j como el conjunto de las j-tuplas (f0, . . . , fj−1) tales que
existe π ∈ G de la forma π = (P0, . . . , Pl, f0, . . . , fl, A, H), con l ≥ j. Es claro
que G|j es un filtro Pj-genérico sobre M .

Teorema 17.30 Si x ∈ M [G], x ⊂ κ+
j , entonces x ∈ M [G|j ].

Demostración: Llamemos µ = κ+
j y sea x = τG, donde τ es un buen

nombre para un subconjunto de µ̌. Aśı 1l � τ ⊂ µ̌.
El filtro G contiene una condición de longitud ≥ j, que podemos reducir a

π = (P1, . . . , Pj−1, 1l, . . . , 1l, A, H),

donde A = {P ∈ D | Pj−1 ∼⊂ P} y H(P ) = 1l para todo P ∈ A.
Sea i : Pj −→ P dada por

(f0, . . . , fj−1) �→ (P1, . . . , Pj−1, f0, . . . , fj−1, A, H).

Es claro que si p ∈ Pj , entonces i(p) ∈ G ↔ p ∈ G|j . Por lo tanto, la
aplicación inducida i : MPj −→ MP cumple que, i(σ)G = σG|j , para todo
σ ∈ MPj . Llamaremos σ̃ = i(σ).

Veamos que para cada π′ ≤ π existen ρ ≤ π′ y σ ∈ MPj tales que ρ � τ = σ̃.

Esto prueba el teorema, pues entonces el conjunto

{ρ ∈ P |
∨

σ ∈ MPj ρ � τ = σ̃} ∈ M

es denso bajo π, luego existe un ρ ∈ G y un σ ∈ MPj de modo que ρ � τ = σ̃,
con lo que x = τG = σ̃G = σG|j ∈ M [G|j ].

Extendiendo π′ podemos suponer que su longitud es mayor que j. Tomamos
τ ′ ∈ MP tal que 1l � τ ′ es la función caracteŕıstica de τ en µ̌. Podemos aplicarle
el teorema 17.28, que nos da un ρ′ ≤ π′ de modo que si ρ′′ ≤ ρ′, β ∈ µ y

ρ′′ � β̌ ∈ τ, o bien ρ′′ � β̌ /∈ τ,

entonces Intj(ρ′′, ρ′) fuerza lo mismo.

Sea ρ′ = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fn, A, H). Vamos a definir (en M) una partición
F : [A](<ω) −→ P(Pj ×µ×3) (ver 16.22). Notemos que |Pj | = κj , luego tenemos
que |P(Pj × µ × 3)| < κ.

Si Q1 ∼⊂ · · · ∼⊂ Ql, definimos F ({Q1, . . . , Ql}) como el conjunto de todas las

ternas (η, β, i) ∈ Pj × µ × 3 tales que η = (g0, . . . , gj−1) con fi ⊂ gi y

a) Si i = 0, la extensión j-directa de ρ′ determinada por (Q1, . . . , Ql) y η
fuerza β̌ /∈ τ .
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b) Si i = 1, la extensión j-directa de ρ′ determinada por (Q1, . . . , Ql) y η
fuerza β̌ ∈ τ .

c) Si i = 2, la extensión j-directa de ρ′ determinada por (Q1, . . . , Ql) y η
no fuerza β̌ ∈ τ ni β̌ /∈ τ .

Por el teorema 16.22, existe B ∈ U , B ⊂ A tal que F es constante en cada
conjunto [B](l). Sea El este valor constante. Notemos que E = {El}l<ω ∈ M .

Notemos que si (η, β, 1) ∈ El, no puede ocurrir que (η′, β, 0) ∈ El′ para un η′

compatible con η. En efecto, en tal caso, tomando una extensión común η′′ ≤ η,
η′′ ≤ η′, sea m = máx{l, l′} y Q1 ∼⊂ · · · ∼⊂ Qm ∈ B, llegamos a que la extensión

j-directa de ρ′ determinada por η′′ y (Q1, . . . , Qm) fuerza a la vez β̌ ∈ τ y
β̌ /∈ τ , pues extiende tanto a la extensión j-directa de ρ′ determinada por η y
(Q1, . . . , Ql) y a la extensión j-directa de ρ′ determinada por η′ y (Q1, . . . , Ql′).

Sea ρ = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fn, B, H|B). Veamos que cumple lo pedido.
Tomamos σ ∈ MPj tal que

1l|Pj
� σ = {β < µ̌ |

∨
l < ω

∨
η ∈ Γ (η, β, 1) ∈ Ěl},

donde Γ es el nombre canónico del filtro genérico.

Veamos que si G′ es un filtro Pj-genérico sobre M y (f0, . . . , fj−1) ∈ G′,
entonces, o bien (η, β, 1) ∈ El, para ciertos l < ω y η ∈ G′, o bien (η, β, 0) ∈ El

para ciertos l < ω y η ∈ G′. (Antes hemos visto que no pueden darse los dos
casos a la vez.)

En efecto, sea η′ ∈ Pj tal que η′ ≤ (f0, . . . , fj−1). Consideremos

π0 = (P1, . . . , Pn, g0, . . . , gj−1, fj , . . . , fn, B, H|B) ∈ P,

donde (g0, . . . , gj−1) = η′, y tomemos una extensión π1 ≤ π0 tal que

π1 � β̌ ∈ τ o bien π1 � β̌ /∈ τ.

Como π1 ≤ π0 ≤ ρ ≤ ρ′, por construcción de ρ′ tenemos que

Intj(π1, ρ
′) � β̌ ∈ τ o bien Intj(π1, ρ

′) � β̌ /∈ τ.

Pero Intj(π1, ρ
′) es la extensión j-directa de ρ′ determinada por ciertos

Q1, . . . , Ql ∈ B (están en B porque forman parte de π1) y η′′ ≤ η′ (porque
η′′ está en π1). Por consiguiente (η′′, β, 1) ∈ El o bien (η′′, β, 0) ∈ El.

Con esto hemos probado que el conjunto

{η ∈ Pj |
∨

l < ω((η, β, 1) ∈ El ∨ (η, β, 0) ∈ El)} ∈ M

es denso bajo (f0, . . . , fj−1), luego corta a G′, que es lo que hab́ıa que probar.
Como consecuencia,

(f0, . . . , fj−1) � σ = µ̌ \ {β < µ̌ |
∨

l < ω
∨

η ∈ Γ (η, β, 0) ∈ Ěl}. (17.13)
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Veamos finalmente que ρ � τ = σ̃. En caso contrario existen ρ0 ≤ ρ y β < µ
tales que

ρ0 � β̌ ∈ τ ∧ β̌ /∈ σ̃ o bien ρ0 � β̌ /∈ τ ∧ β̌ ∈ σ̃.

Supongamos el primer caso. Como ρ0 ≤ ρ ≤ ρ′, por construcción de ρ′ se
cumple que Intj(ρ0, ρ

′) � β̌ ∈ τ , pero Intj(ρ0, ρ
′) es la extensión j-directa de ρ′

determinada por un cierto η ∈ Pj y por Q1, . . . , Ql ∈ B (están en B porque están
en ρ0 ≤ ρ). Por definición de F tenemos que (η, β, 1) ∈ F ({Q1, . . . , Ql}) = El.
Si G es P-genérico sobre M y ρ0 ∈ G, entonces β ∈ τG y β′ /∈ σ̃G = σG|j , pero
como ρ0 ∈ G, se cumple que η ∈ G|j , y la definición de σ nos da que β ∈ σG|j ,
contradicción.

En el segundo caso razonamos igualmente usando (17.13) en lugar de la
definición de σ. Hemos de observar además que si ρ0 ∈ G entonces ρ ∈ G, luego
(f0, . . . , fj−1) ∈ G|j .

Este teorema nos aporta mucha información sobre M [G]. Por lo pronto, los
cardinalesM [G] ≤ (κ+

j )M son los mismos que los cardinalesM [G|j ] ≤ κ+
j , pues si

µ ≤ κ+
j no es un cardinalM [G], existe una biyección f : α −→ µ, con α < µ

y f ∈ M [G]. Tomamos g ∈ M tal que g : µ × µ −→ µ biyectiva, con lo que
g[f ] ∈ M [G] y, por el teorema anterior, g[f ] ∈ M [G|j ], luego f ∈ M [G|j ] y µ no
es tampoco un cardinalM [G|j ].

Similarmente, si µ ≤ (κ+
j )M es un cardinalM [G], entonces el teorema anterior

nos da que (Pµ)M [G] = (Pµ)M [G|j ], de donde (2µ)M [G] = (2µ)M [G|j ].

Los cardinales y la función del continuo en las extensiones M [G|j ] son fáciles
de calcular con las técnicas del caṕıtulo V. En concreto es fácil ver que los
cardinales infinitos en M [G] bajo κ resultan ser ℵ0, ℵM

1 y los κn, κ+
n y κ++

n . Si
queremos calcular expĺıcitamente la función del continuo conviene anticipar una
hipótesis que necesitaremos después: a partir de aqúı suponemos (2κ = κ++)M .
Entonces, como todos los subconjuntosM de κ están en UltU (M), se cumple
(2κ > κ+)Ult, luego en la definición (17.10) del conjunto D podemos añadir la
condición 2P∩κ > (P ∩ κ)+, con lo que tenemos (2κn ≥ κ++

n )M para todo n.

Por no complicar la notación estudiamos los cardinales y la función del con-
tinuo en M [G|3], aunque todos los razonamientos son generales. La técnica es
la misma que empleamos en el teorema 5.25, basándonos ahora en los teoremas
5.31 y 5.33. Tenemos que

P3 = Lv(κ1,ℵ1)M × Lv(κ2, κ
++
1 )M × Lv(κ3, κ

++
2 )M .

Según 6.29, podemos factorizar G|3 = G1 × G2 × G3 y, según el teorema del
producto, M [G|3] = M [G3][G2][G1].

Según 5.31, los cardinales (y las cofinalidades) en M [G3] son los mismos
que en M , salvo que se han colapsado todos los cardinalesM entre (κ++

2 )M

y κ3. Según el teorema 5.33, la función del continuo en M [G3] es la misma
que en M , salvo que (2κ2 = 2κ+

2 = κ++
2 )M [G3] y (2κ++

2 = κ3)M [G3] (notemos
que κ+

2 y κ++
2 es lo mismo en M y en M [G3]). En particular, los cardinales

κn (para n �= 3) siguen siendo fuertemente inaccesibles en M [G3] y, teniendo
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en cuenta que Lv(κ3, κ
++
2 )M es κ++

2 -cerradoM , es claro que Lv(κ2, κ
++
1 )M =

Lv(κ2, κ
++
1 )M [G3]. Esto justifica que podamos usar los teoremas sobre Lv para

estudiar la extensión M [G3][G2]. Razonamos igualmente y luego usamos que
el producto Lv(κ2, κ

++
1 )M × Lv(κ3, κ

++
2 )M es κ++

1 -cerradoM para concluir que
Lv(κ1,ℵ1)M = Lv(κ1,ℵ1)M [G3][G2], lo que nos permite abordar la tercera ex-
tensión.

En resumen, llegamos a que los cardinales infinitosM [G|3] ≤ κ++
3 son exacta-

mente los indicados en (17.12) y, además, en M [G|3] se cumple:

2ℵ0 = ℵM
1 , 2ℵ

M
1 = κ1, 2κ1 = 2κ+

1 = κ++
1 , 2κ++

1 = κ2,

2κ2 = 2κ+
2 = κ++

2 , 2κ++
2 = κ3.

Según hemos dicho, esto es obviamente válido en general para todo M [G|j ],
con lo que también es cierto en M [G]: los cardinales infinitossM [G] ≤ κ son
exactamente ℵ0, ℵM [G]

1 y los κn, κ+
n y κ++

n . Por lo tanto κ es un cardinalM [G]

(porque es supremo de cardinales) y, como el conjunto de cardinalesM [G] < κ

tiene ordinal ω, ha de ser κ = ℵM [G]
ω . Esto nos da los siguientes valores para la

función ℵ y para la función del continuo en M [G]:

µ ℵ0 ℵM
1 κ1 κ+

1 κ++
1 κ2 κ+

2 κ++
2 κ3 κ+

3 κ++
3 · · ·

ℵ ℵ0 ℵ1 ℵ2 ℵ3 ℵ4 ℵ5 ℵ6 ℵ7 ℵ8 ℵ9 ℵ10 · · ·
2µ ℵ1 ℵ2 ℵ4 ℵ4 ℵ5 ℵ7 ℵ7 ℵ8 ℵ10 ℵ10 ℵ11 · · ·

En particular (
∧

n < ω 2ℵn < ℵω)M [G] o, dicho de otro modo, (ℵω es un
ĺımite fuerte)M [G].

Hemos visto antes que κ+ se colapsa en M [G]. Ahora podemos probar que,
en cambio, κ++ se conserva. Por lo tanto κ++ = ℵM [G]

ω+1 .

Teorema 17.31 κ++ es un cardinalM [G].

Demostración: Si ξ = κ++ no es un cardinalM [G], entonces es un ordi-
nal ĺımite singular. Sea µ su cofinalidadM [G]. Como µ < κ++ ha de ser un
cardinal regularM [G], necesariamente µ < κ (no puede ser κ+ porque no es un
cardinalM [G] y no puede ser κ porque es singularM [G]), luego existe un j < ω
tal que µ < κj . Sea τG : µ −→ ξ cofinal y sea π ∈ G tal que π � τ : µ̌ −→ ξ̌
cofinal. Extendiendo π podemos suponer que su longitud es mayor que j. Apli-
camos 17.28 para obtener π′ ≤ π tal que si π′′ ≤ π′ y π′′ � τ(β̌) = γ̌, para
cualesquiera β < µ y γ, entonces Intj(π′′, π′) fuerza lo mismo. Para cada β < µ
sea

Aβ = {γ < κ++ |
∨

π′′ ≤ π′ π′′ � τ(β̌) = γ̌} ∈ M.

Admitamos —de momento— que (en M)
∧

β < µ |Aβ | ≤ κ+.

Entonces
⋃

β<µ

Aβ tiene cardinalM ≤ κ+, luego está acotado en κ++, digamos

por δ < κ++. Esto implica que τG : µ −→ δ, lo que contradice que sea cofinal
en κ++ y el teorema queda probado.



17.5. La independencia de la HCS 497

Veamos, pues, que (|Aβ | ≤ κ+)M . Todo lo que sigue se entiende relativizado
a M . Para cada γ ∈ Aβ , sea πγ ∈ P tal que πγ ≤ π′ y πγ � τ(β̌) = γ̌. Por
la construcción de π′ podemos suponer que πγ ≤j

dir π′. Más concretamente,
πγ será la extensión j-directa de π′ determinada por ciertos Qγ

1 , . . . , Qγ
lγ ∈ A y

cierto ηα ∈ Pj .

Si |Aβ | = κ++, como |P<κ(κ+)| = κ+ y |Pj | < κ, ha de existir B ⊂ Aβ con
|B| = κ++ tal que para todo γ ∈ B se cumpla que las sucesiones {Qγ

1 , . . . , Qγ
lγ}

y {ηγ} sean constantes. En particular, si γ1, γ2 ∈ B son distintos, tenemos que
πγ1 = πγ2 , lo cual es imposible, porque fuerzan afirmaciones contradictorias.

El modelo M0 Ya estamos cerca de nuestro objetivo, pero nos encontramos
con un último problema. Recordemos que nuestra intención era violar la HCS
en ℵω. Lo tenemos casi todo arreglado, pues en M [G] se cumple que ℵω es un
ĺımite fuerte y bastaŕıa probar que 2κ ≥ κ++ para contradecir la HCS. Ahora
bien, sabemos que (2κ = κ++)M , pero, como κ+ se colapsa en M [G], esto no
impide que (2κ = κ+)M [G]. Para superar este inconveniente pasaremos a un
modelo intermedio M ⊂ M0 ⊂ M [G].

Concretamente, aplicamos el teorema 7.35 para obtener el modelo

M0 = M [{κn}n<ω, {fn}n<ω],

es decir, el menor modelo de ZF que extiende a M y contiene las sucesiones
{κn}n<ω y {fn}n<ω. Para aplicar 7.35 basta observar que estas sucesiones
pueden codificarse con un subconjunto de M . Por ejemplo,

A =
⋃

n<ω
((κn × {n} × {0}) ∪ (fn × {n} × {1})) ⊂ M, A ∈ M [G].

A partir de {fn} puede reconstruirse cada filtro G|j , luego G|j ∈ M0 y, por
consiguiente, M [G|j ] ⊂ M0. El teorema 17.30 nos da que M0 y M [G] tienen los
mismos subconjuntos acotados de κ. De aqúı se sigue que los cardinalesM0 < κ
son los mismos que los cardinalesM [G], al igual que la función del continuo. Por
lo tanto, también κ = ℵM0

ω y, obviamente, κ++ sigue siendo un cardinal en M0

(por serlo en M [G]).
Claramente (2κ)M0 ≥ (κ++)M , luego si demostramos que κ+ sigue siendo un

cardinal en M0, tendremos que (κ++)M = (κ++)M0 , luego en M0 se cumplirá
que ℵω es un ĺımite fuerte y 2ℵω ≥ ℵω+2, en contradicción con la HCS.

Teorema 17.32 κ+ es un cardinalM0 .

Demostración: Casi toda la prueba del teorema 17.31 sigue siendo válida:
si ξ = κ+ no es un cardinalM0 , su cofinalidadM0 ha de ser un cardinalM0 µ < κ,
luego existe un j < ω tal que µ < κj . Sea τG ∈ M0 tal que τG : µ −→ ξ cofinal
y sea π ∈ G tal que π � τ : µ̌ −→ ξ̌ cofinal, pasamos a π′ y construimos los
conjuntos Aβ ∈ M , Aβ ⊂ κ+. Ahora hemos de probar que |Aβ |M ≤ κ y con
ello llegaremos a la misma contradicción que en 17.31.
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Definimos igualmente πγ ≤j
dir π′. Si π′ = (P1, . . . , Pn, f1, . . . , fn, A, H),

entonces, cada πγ será de la forma

(P1, . . . , Pn, Qγ
1 , . . . , Qγ

lγ , gγ
0 , . . . , gγ

j−1, fj , . . . , fn, H(Qγ
1), . . . , H(Qγ

lγ ), Bγ , H|Bγ ),

pero ahora tenemos demasiadas sucesiones posibles {Qγ
1 , . . . , Qγ

lγ} (hay, como
antes, κ+, pero estamos suponiendo que |Aβ | = κ+). Lo que podemos decir es
que hay a lo sumo κ<κ = κ sucesiones {Qγ

1∩κ, . . . , Qγ
lγ∩κ}, luego podemos tomar

B ⊂ Aβ , |B| = κ+ de modo que todos los πγ con γ ∈ B estén determinados por
una misma sucesión η = (g0, . . . , gj−1) ∈ Pj y unas sucesiones {Qγ

1 , . . . , Qγ
l } con

l constante y con {Qγ
1 ∩ κ, . . . , Qγ

l ∩ κ} = {ν1, . . . , νl} constante. Más aún, las
posibilidades para la sucesión

(H(Qγ
1), . . . , H(Qγ

l )) ∈ Lv(ν2, ν
++
1 ) × × · · · × Lv(νl, ν

++
l−1) × Lv(κ, ν++

l )

son a lo sumo κ, luego reduciendo B podemos suponerla también constante.
En resumen, si tomamos γ1, γ2 ∈ B, γ1 �= γ2, tenemos que

πγ1 = (P1, . . . , Pn, Qγ1
1 , . . . , Qγ1

l , h0, . . . , hn+l, B
γ1 , H|Bγ1 ),

πγ2 = (P1, . . . , Pn, Qγ2
1 , . . . , Qγ2

l , h0, . . . , hn+l, B
γ2 , H|Bγ2 ), (17.14)

Qγ1
i ∩ κ = Qγ2

i ∩ κ, πγi
� τ(β̌) = γ̌i.

Más aún, extendiéndolas podemos sustituir Bγi por Bγ1 ∩ Bγ2 , con lo que
πγ1 y πγ2 sólo se diferencian en la P -parte. Para llegar a una contradicción
necesitamos ideas nuevas:

Sea G el grupo de las permutaciones de κ+ que fijan a cada ordinal de κ. Si
g ∈ G y P ∈ P<κ(κ+), definimos g(P ) = g[P ], con lo que G puede identificarse
un grupo de permutaciones de P<κ(κ+). Similarmente, para cada A ⊂ P<κ(κ+),
definimos g(A) = g[A]. Finalmente, para cada

π = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fn, A, H) ∈ P,

definimos

g(π) = (g(P1), . . . , g(Pn), f0, . . . , fn, g(A), g−1 ◦ H).

Es fácil ver que g(π) ∈ P. Notemos que como g fija a los ordinales menores
que κ se cumple Pi ∩ κ = g(Pi) ∩ κ, por lo que las funciones fi pertenecen a los
c.p.o.s correctos. Aśı mismo, g[D] = D, etc. El único punto que no es evidente
es que g(A) ∈ U . Esto es consecuencia del hecho siguiente:

F = {P ∈ P<κ(κ+) | g(P ) = P} ∈ U (17.15)

En efecto, supongamos que B = {P ∈ P<κ(κ+) | g(P ) �= P} ∈ U . Entonces
para cada P ∈ B existe un βP ∈ P tal que g(βP ) /∈ P o bien g−1(βP ) /∈ P . Como
U es normal, existe un C ⊂ B, C ∈ U y un β ∈ κ+ de modo que βP = β para
todo P ∈ C. Ahora bien, L = {P ∈ P<κ(κ+) | {β, g(β), g−1(β)} ⊂ P} ∈ U , y
un P ∈ C ∩ L nos da una contradicción.
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Aśı pues, podemos identificar a G con un subgrupo de AutP. Consideramos
la extensión simétrica SM [G] de M determinada por G y por el filtro normal
de subgrupos Γ = {G} (ver la sección 6.2). Tenemos que M ⊂ SM [G] ⊂ M [G].
Veamos que {κn}n<ω, {fn}n<ω ∈ SM [G]. Para ello hemos de mostrar que
tienen nombres hereditariamente simétricos. Un nombre para {κn}n<ω es

σ = {(p.o.(ň, µ̌), π) | π ∈ P ∧ 0 < n < ω ∧ longπ ≥ n ∧ µ = Pπ
n ∩ κ} ∈ M,

y es claro que σ ∈ SMP. Por otra parte, un nombre para fn es

σn = {(p.o.(p.o.(α̌, β̌), γ̌), π) | π ∈ P | longπ ≥ n ∧ (α, β, γ) ∈ fπ
n } ∈ SMP,

con lo que un nombre para {fn} es

σ′ = {(p.o.(ň, σn), 1l) | n < ω} ∈ SMP.

Como M0 es el menor modelo de ZF que extiende a M y que contiene las
sucesiones {κn}n<ω y {fn}n<ω, concluimos que M0 ⊂ SM [G].

Al principio de la demostración hemos tomado τG ∈ M0, tal que τG : µ −→ ξ
cofinal. Según lo visto, podemos exigir que τ ∈ SMP. Ahora ya podemos
terminar la prueba: demostraremos que existe g ∈ G tal que g(πγ1) es compatible
con πγ2 , lo cual es contradictorio pues, por la simetŕıa de τ , se cumple también
g(πγ1) � τ(β̌) = γ̌1, y aśı g(πγ1) y πγ2 fuerzan afirmaciones contradictorias.

Simplificando la notación de (17.14), tenemos dos condiciones

π = (P1, . . . , Pn, f0, . . . , fn, A, H), π′ = (P ′
1, . . . , P

′
n, f0, . . . , fn, A, H)

tales que Pi ∩ κ = P ′
i ∩ κ = κi y hemos de encontrar g ∈ G tal que ¬g(π) ⊥ π′.

De hecho, basta conseguir que g(Pi) = P ′
i , pues entonces

g(π) = (P ′
1, . . . , P

′
n, f0, . . . , fn, g(A), g−1 ◦ H).

Por (17.15) se cumple que B = {P ∈ A | g(P ) = P} ∈ U , y una extensión
común de g(π) y π′ es (P ′

1, . . . , P
′
n, f0, . . . , fn, B, H|B).

La construcción de g no presenta ninguna dificultad: consideramos una bi-
yección entre P1 \κ y P ′

1 \κ (notemos que ambos conjuntos tienen cardinal κ+
1 ),

la extendemos a una biyección entre P2 \ κ y P ′
2 \ κ (lo cual es posible porque

|P2 \ P1| = |P ′
2 \ P ′

1| = κ+
2 , etc., hasta llegar a una biyección entre Pn \ κ y

P ′
n \ κ. A su vez extendemos ésta a una biyección entre κ+ \ κ y κ+ \ κ (lo cual

es posible porque |κ+ \ Pn| = |κ+ \ P ′
n| = κ+) y por último la extendemos a

q ∈ G que claramente cumple lo pedido.

Según hemos visto, esto nos garantiza que (2ℵω ≥ ℵω+2)M0 . Es posible pro-
bar la igualdad, pero es más fácil extender M0 con Fn(ℵω+2, 2ℵω ,ℵω+2)M0 . La
función del continuo en la extensión cumple claramente las mismas propiedades
que hemos probado para M0 y además se da la igualdad 2ℵω = ℵω+2.

Recapitulando, hemos demostrado lo siguiente:



500 Caṕıtulo 17. Cardinales grandes y extensiones genéricas

Teorema 17.33 (Magidor) Si es consistente la existencia de un cardinal su-
percompacto, entonces también lo es que ℵω sea un ĺımite fuerte y 2ℵω = ℵω+2.

Más concretamente, en el modelo que hemos construido la función del con-
tinuo es

2ℵ0 = ℵ1, 2ℵ1 = ℵ2, 2ℵ2 = 2ℵ3 = ℵ4, 2ℵ4 = ℵ5, 2ℵ5 = 2ℵ6 = ℵ7, . . .

Modificando levemente la prueba se puede conseguir 2ℵω = ℵω+k, para cual-
quier 2 ≤ k < ω (ver [14]). En [15], Magidor refina el argumento para probar,
bajo la hipótesis de que exista un cardinal supercompacto por debajo de un
cardinal enorme, la consistencia de

∧
n < ω 2ℵn = ℵn+1 ∧ 2ℵω = ℵα+1, para

α < ω1.

Por otra parte, en [13], Magidor desarrolla una teoŕıa de extensiones de
Prikry iteradas que le permite obtener una extensión genérica en la que un con-
junto prefijado de cardinales medibles del modelo base pasa a tener cofinalidad
numerable en la extensión. Como aplicación obtiene los teoremas siguientes:

Teorema 1 Si es consistente la existencia de un cardinal compacto, también lo
es la existencia de un único cardinal compacto que a la vez sea el único cardinal
medible.

Teorema 2 Si es consistente la existencia de un cardinal supercompacto,
también lo es la existencia de un único cardinal supercompacto que a la vez
sea el único cardinal compacto.

El teorema 1 se demuestra cambiando la cofinalidad de todos los cardinales
medibles por debajo del primer cardinal compacto. Éste sigue siendo compacto
en la extensión, pero ya no tiene cardinales medibles por debajo.

Para probar el teorema 2 se parte de un modelo con un cardinal supercom-
pacto κ tal que 2κ = κ++, con lo que la HCG es violada en un conjunto no
acotado de cardinales medibles bajo κ. Dichos cardinales se convierten en car-
dinales singulares en la extensión, de modo que κ sigue siendo supercompacto,
pero tiene por debajo un conjunto no acotado de cardinales que violan la HCS.
Por el teorema 16.8, ningún cardinal menor que κ puede ser compacto.
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