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Introduccion.

Estas son las notas del curso de Algebra Moderna III impartido por
Luis Valero Elizondo en la licenciatura de la Facultad de Ciencias Fisico-
Mateméticas de la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, More-
lia, Michoacan, México. Se pueden bajar por internet de la pagina del autor,
que es

http://www.fismat.umich.mx/~valero

Escribi estas notas para que ustedes (mis alumnos) no tengan que perder
tiempo en clase escribiendo. Si se ponen a hacer cuentas, notaran que pasan
la mayor parte del tiempo de una clase tipica escribiendo, y muy poco tiempo
pensando o haciendo activamente matematicas.

Para que ustedes puedan aprovechar al méaximo este curso, es indispen-
sable que le dediquen muchas horas de esfuerzo dentro y fuera del salén
de clases. Antes de cada clase es muy importante que lean con cuidado el
material que vamos a cubrir, que usualmente consistira de una o dos secciones
de estas notas (pues son secciones muy cortas).

También antes de clase deben intentar hacer todos los ejercicios de las
secciones que lean. En cualquier caso, incluso si no les sale uno o varios
ejercicios, ya habran pasado un tiempo razonable pensando en ellos, y eso
nos sera de utilidad cuando cubramos ese material en la clase. Los ejercicios
son computacionales (para repasar los conceptos aprendidos) y las demostra-
ctones, muy importantes para desarrollar el pensamiento analitico propio de
los cientificos.

Dentro de la clase vamos a hablar acerca del material que prepararon, y
nos vamos a ir con bastante rapidez. Si no prepararon la leccién, entonces
la clase serd tan aburrida como oir gente hablando de una pelicula que no
han visto. Si no leyeron las definiciones, no van a saber ni siquiera de lo que
estamos hablando; y si leyeron las notas sin haber hecho los ejercicios, no van
a poder entender lo que hagamos porque les faltara familiaridad con el tema.
No tiene nada de vergorzoso haber intentado los ejercicios y estar atorado
en uno o varios; de hecho yo estaré en la mejor disposicién de ayudarlos y
aclararles sus dudas. Pero es muy importante que ustedes hagan un esfuerzo
por aprenderse las definiciones, y que le dediquen al menos 10 minutos a cada
ejercicio antes de darse por vencidos. Noten que esto involucra un compromiso
de parte de ustedes de al menos unas 4 o 5 horas por semana fuera del salén
de clases para dedicarle a mi materia.



Al final de estas notas hay un indice analitico, para facilitarles la vida si
necesitan encontrar una definicién o notacion. Las palabras que aparecen en
el indice analitico estan en negritas en el texto. Casi siempre cerca de una
definicion hay ejercicios que tienen que ver con ella, y que les pueden servir
de inspiracion cuando estén resolviendo otros ejercicios.

Espero que estas notas les ayuden a entender mejor la teoria de moédulos,
y que aprendamos y nos divirtamos mucho en nuestro curso.



Capitulo 1

Anillos.

1.1. Anillos.

Definicién 1. Un semigrupo es un conjunto junto con una operaciéon bi-
naria asociativa. Un monoide es un semigrupo (M,*) en el que existe un
elemento 1 tal que 1m = m = ml para todo m € M. Usualmente denotamos
al monoide (M ,*) por M, y escrimos mb en lugar de m * b.

Definicién 2. Un anillo es una tercia ordenada (A, +, -), donde A es un con-
junto no vacio y 4, - son operaciones binarias asociativas en A que cumplen
lo siguiente:

(1) (A,+) es un grupo abeliano, cuyo elemento identidad se suele denotar
0, y cominmente se llama el cero del anillo A. A veces lo escribiremos como
04 para enfatizar el hecho de que es el cero del anillo A.

(2) (A,-) es un monoide, cuyo elemento identidad se suele denotar 1, y
comunmente se llama el uno del anillo A. A veces lo escribiremos como 14
para enfatizar el hecho de que es el uno del anillo A.

(3) (Leyes distributivas) Para cualesquiera a, b, ¢ € A se tiene que a- (b+
c)=(a-b)+(a-c)y(a+bd)-c=(a-c)+(b-c).

Usualmente denotamos un anillo (A, +,-) simplemente por A. La op-
eracién + se llama suma, y la operacién - el producto del anillo A. Sigu-
iendo la convencion para grupos abelianos, el inverso aditivo de a se denota
-a. Usualmente escribimos ab en lugar de a- b. Para algunos autores, nuestra
definiciéon de anillo es lo que ellos llaman un anillo con uno.



Notacion 3. Al interpretar una expresién que involucre sumas y productos
en un anillo, el producto lleva prioridad sobre la suma. Es decir, la expresion
a+ be se debe interpretar como a+ (be).

Ejemplo 4. Los enteros, los racionales, los reales y los complejos con las
operaciones usuales de suma y producto son anillos. Las matrices cuadradas
con coeficientes en un anillo son a su vez un anillo con la suma y el producto
usual de matrices.

Ejemplo 5. Sea A un conjunto con un sélo elemento. Entonces existe una
unica operacion binaria en A, y A con esa operaciéon binaria como suma y
producto es un anillo conmutativo. A este tipo de anillo se le llama anillo
cero.

Observacién 6. Sea A un anillo. Entonces A es el anillo cero si y sélo si
0=1.

Ejemplo 7. Sean A y B anillos. Tenemos que el producto cartesiano A x B
es un anillo con suma y producto coordenada a coordenada, es decir,
(a,0) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) y (a,b) - (¢,d) = (ac, bd). A este anillo se le
llama el producto directo externo de A y B.

Ejemplo 8. Sea n un entero positivo. Demuestre que el conjunto de las n
clases de equivalencias de los niimeros enteros modulo n forma un anillo con
la operacion usual de suma y producto médulo n. Este anillo se llama el
anillo de los enteros médulo n | y se denota Z/nZ.

Definicién 9. Un anillo A es conmutativo si el producto de A es conmu-
tativo, es decir, si para cualesquiera a, b € A se tiene que ab = ba.

Observacién 10. En estas notas nos vamos a interesar principalmente en
los anillos conmutativos. Sin embargo, muchos resultados valen en general
para anillos no conmutativos.

Proposicién 11. Sea D un anillo conmutativo no cero. Son equivalentes las
siguientes condiciones:

(1) Para cualesquiera a,b € D, si a# 0 y b# 0, entonces ab # 0.

(2) Para cualesquiera a,b € D, si ab= 0, entonces a=0 o b= 0.

(8) (Ley de la cancelacion) Para cualesquiera a,b,c € D, si ab = ac y
a# 0, entonces b= c.

Un anillo conmutativo que satisfaga cualquiera de estas condiciones se
llama un domanio, o también un dominio entero.



Demostracion: La segunda condicion es la contrapositiva de la primera. La
tercera condicién es equivalente a la segunda a través de a(b—c¢) =0. O

Ejemplo 12. El anillo Z de los niimeros enteros es un dominio entero. Las
matrices cuadradas no forman un dominio entero, pues no son un anillo
conmutativo.

Ejemplo 13. Sea G = {n+mi| n,m € Z}, donde i denota una de las raices
cuadradas complejas de -1. Demuestre que G es un dominio entero con las
operaciones usuales de suma y producto de nimeros complejos. A este anillo
se le conoce como el anillo de los enteros Gaussianos.

Ejemplo 14. Sea A = {n+ m\/5 | n,m € Z}, donde /5 denota una de las
raices cuadradas reales de 5. Demuestre que A es un dominio entero con las
operaciones usuales de suma y producto de ntimeros reales.

Proposicién 15. Sea A un anillo conmutativo no cero. Son equivalentes las
siguientes condiciones:
(1) Para cualquier a € A, si a # 0, entonces existe b € A tal que ab = 1.
(2) El conjunto {a € A| a+# 0} forma un grupo con el producto de A.
Un anillo que cumpla cualquiera de las condiciones anteriores se llama
un campo. Algunos autores usan la palabra cuerpo en lugar de campo.

Demostracion: La primera parte se sigue de la segunda. La segunda se tiene
porque el producto de A ya es asociativo y tiene un neutro (y por la primera
parte hay inversos). O

Ejemplo 16. Tenemos que Q, R y C son campos, pero Z no.

Observacién 17. Todo campo es un dominio entero. Los enteros son un
dominio entero que no son campo.

Lema 18. Sea A un anillo. Para cualquier a € A se tiene que —(—a) = a,
es decir, el inverso aditivo del inverso aditivo de a es a.

Demostracion: Se sigue de que este resultado vale para grupos, y A forma
un grupo con la suma. O

Definicién 19. Sean A un anillo, a € A y n un entero positivo. Definimos
Oa = 0 (donde el 0 de la izquierda estd en Z, y el 0 de la derecha estd en
A), la= a,y a' = a (donde ambos 1’s estédn en Z). Inductivamente también



definimos (n+1)a = na+ay a""' = a"a. Ademds, definimos (—n)a = —(na),
donde -b denota al inverso aditivo de b en (A4, +). Los elementos de la forma
nay (-n)a se llaman miltiplos enteros de a, y los elementos de la forma
a" se llaman potencias de a.

Observacion 20. Sean A un anillo, a € A, n, m enteros. Entonces:

s (—1)a= —a, donde —1 denota un elemento de Z, y —a denota el inverso
aditivo de a en A.

» (nm)a = n(ma), y (n+ m)a= na+ ma.
= si n, m son enteros positivos, entonces (a™)™ = o™ = (a™)".

Definicién 21. Sea A un anillo, y sea a € A. Decimos que a es una unidad
de A si existe un elemento b € A tal que ab =1 = ba. Al conjunto de todas
las unidades del anillo A lo denotamos A*.

Observacién 22. Sea A un anillo. Tenemos que el producto de dos unidades
es una unidad. Asi, A* es un grupo con el producto de A. A este grupo se le
llama el grupo de unidades del anillo A.

Ejemplo 23. El grupo de unidades de Z es ciclico de orden dos, y el grupo
de unidades de Z x Z es isomorfo al grupo cuatro de Klein.

Definicién 24. Sea A un anillo, y sean C'y D subconjuntos de A. Definimos
su suma, denotada C+ D, como el conjunto {a+b | a € C, b € D}.Si C = {a},
usualmente escribimos a + D en lugar de {a} + D.

Observacién 25. Sean A un anillo y C, D, E subconjuntos de A. Tenemos
que (C+ D)+ E = C+ (D + E). Por esta razén, este conjunto se denota
C+ D+ E.

Ejemplo 26. En los enteros tenemos que 47 + 67 = 27.

Definicién 27. Sean A un anillo, C' un subconjunto de A y a un elemento
de A. Definimos aC como el conjunto {ab | b € C}. Anédlogamente se define
Ca como el conjunto {ba | b € C}.

Observacién 28. Puede también definirse un producto para algunos sub-
conjuntos de A, pero la definicion no es la “obvia”.

Definicién 29. Sea A un anillo. Un subanillo de A es un subconjunto no
vacio S que es cerrado bajo sumas, inversos aditivos y productos, y tal que
existe un elemento e € S con la propiedad de que ea = a = ae para todo
a € S. Note que e no necesariamente es igual al uno de A.



1.2. Ideales.

Definicién 30. Sea A un anillo. Un ideal izquierdo de A es un subconjunto
no vacio I que es cerrado bajo sumas e inversos aditivos, y tal que para
todo a € A se tiene al C I, es decir, para todo ¢ € I tenemos que ai € 1.
Analogamente se define un ideal derecho de A como un subconjunto no
vacio I que es cerrado bajo sumas e inversos aditivos, y tal que para todo
a € A se tiene Ia C I, es decir, para todo i € I tenemos que ia € I.

Definicién 31. Sea A un anillo. Un ideal bilateral de A (también llamado
simplemente ideal de A) es un subconjunto no vacio I que es cerrado bajo
sumas e inversos aditivos, y tal que para todo a € A se tiene al C [y la C I,
es decir, para todo ¢ € [ tenemos que ai € [y ia € L.

Observacién 32. Si A es un anillo conmutativo, entonces los conceptos de
ideal izquierdo, ideal derecho, e ideal bilateral coinciden.

Ejemplo 33. Sea A un anillo. Se tiene que A es un ideal bilateral de A,
llamado el ideal total de A.

Definicién 34. Sea A un anillo y sea [ un ideal de A. Decimos que [ es un
ideal propio de A si [ # A.

Ejemplo 35. Sea A un anillo. El conjunto {0} es un ideal bilateral de A,
llamado el ideal cero de A, y denotado usualmente 0.

Ejemplo 36. Sea n un entero positivo. El conjunto nZ que consta de los
multiplos enteros de n es un ideal de Z. Mas atin,todos los ideales no cero de
7Z son de esta forma.

1.3. Homomorfismos.

Definicién 37. Sean A y B anillos, y sea f: A — B una funcién. Decimos
que fes un homomorfismo de anillos si cumple lo siguiente:

(1) fla+ b) = fla) + f(b) para cualesquicra a, b € A;

(2) flab) = fla)f(b) para cualesquiera a, b € A;

(3) f1a) = 1.

Algunos autores le llaman a esto un homomorfismo de anillos con
uno, y reservan el nombre de homomorfismo de anillos a algo que cumpla



(1) y (2), aunque no mande al uno de A en el uno de B. Un isomorfismo
es un homomorfismo biyectivo. Un endomorfismo es un homomorfismo de
un anillo en si mismo. Un automorfismo es un isomorfismo de un anillo en
si mismo. Dos anillos A y B son isomorfos, denotado A = B, si existe un
isomorfismo de A en B.

Ejemplo 38. Sea A un anillo arbitrario. Demuestre que existe un tnico
homomorfismo de Z en A, el cudl estd dado por la férmula fin) = nl 4.

Ejemplo 39. No existen homomorfismos de anillos de Z/27Z en Z/37Z, ni
tampoco de Z/3Z en Z/27.

Observacién 40. La composicion de dos homomorfismos de anillos es un
homomorfismo de anillos.

Observacién 41. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces f
es un homomorfismo entre sus grupos aditivos, y por lo tanto f(04) = 0p.

Observacién 42. Sean A y B anillos, f: A — B un homomorfismo, y sea
a € A una unidad. Entonces f(a) es una unidad, y de hecho fse restringe a
un homomorfismo de grupos de A* a B*. Se sigue que fla™') = f(a)™'.

Observacién 43. Sean A y B anillos, f: A — B un homomorfismo, y
sea a € A. Entonces f preserva multiplos enteros y potencias, es decir, para
cualquier entero n se tiene que f(na) = nf(a), y si n es positivo, también se

tiene fla") = fla)™.

Ejemplo 44. Sea A un anillo. Tenemos que la funcién identidad de A,
es decir, idy : A — A dada por ids(a) = a para toda a en A, es un
automorfismo del anillo A.

Definicién 45. Sean A y B anillos, y f: A — B un homomorfismo. El
ntcleo de f, denotado Ker(f), es el conjunto {a € A4 | fla) = 05}. La imagen
de f, denotada Im(f), es el conjunto {f(a) | a € A}.

1.4. Ejercicios.
Ejercicio 46. Sea M un monoide. Demuestre que existe un tnico elemento

1 tal que 1 m =m para todo m € M. Al elemento 1 se le llama el elemento
identidad del monoide M.
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Ejercicio 47. Sea A un anillo. Demuestre que para cualquier a € A se tiene
que Oa = 0a + 0a. Concluya que 0a = 0.

Ejercicio 48. Sea A un anillo. Demuestre que para cualquier a € A se tiene
que (—1)a = —a, donde —1 denota al inverso aditivo de 1 en A, y —a denota
al inverso aditivo de a. Demuestre también que a(—1) = —a. Compare este
ejercicio con la Proposicién 20.

Ejercicio 49. Sea A un anillo. Demuestre que (—1)(—1) = 1.

Ejercicio 50. Sea A un anillo. Demuestre que para cualesquiera a, b € A se
tiene que (—a)b = —(ab) = a(—b).

Ejercicio 51. Sea A un anillo. Demuestre que para cualesquiera a, b € A se
tiene que (—a)(—b) = ab.

Ejercicio 52. Sea A un anillo y sea a € A tal que existen b,c € A con
ab = 1 = ca. Simplifique la expresion cab de dos maneras para demostrar
que b = c. Concluya que a es una unidad. Al elemento b se le denota a™!,
y se le llama el inverso multiplicativo de la unidad a, o simplemente el
inverso de la unidad a. Note que solamente las unidades tienen inversos

multiplicativos.

Ejercicio 53. Sea A = Z x Z. Demuestre que S = {(n,0) | n € Z} es un
subanillo de A, y que el uno de A no pertenece a S.

Ejercicio 54. Sea A un anillo, y sea a € A. Demuestre que el conjunto
Aa = {ba | b € A} es un ideal izquierdo de A. Enuncie y demuestre un
resultado analogo para ideales derechos.

Ejercicio 55. Sea A un dominio entero.

(a) Demuestre que para toda a € A, la funcién p, : A — A dada por
a(b) = ab es inyectiva.

(b) Demuestre que todo dominio entero finito es un campo.

Ejercicio 56. Sea A un dominio entero. Demuestre que todo subanillo de A
es un dominio entero.

Ejercicio 57. Sea A un anillo conmutativo no cero. Demuestre que A es un
campo si y sélo si los unicos ideales de A son el cero y el total.
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Ejercicio 58. Demuestre que la interseccién arbitraria de ideales de un anillo
es un ideal. Muestre con un ejemplo que la unién de dos ideales no necesari-
amente es un ideal.

Ejercicio 59. Sea A un anillo y sea C' un subconjunto de A. Demuestre que
existe un tunico ideal I con las siguientes propiedades:

(1) CC 1

(2) Para todo ideal J de A, si C'C J entonces I C J.

Al ideal I se le llama el ideal generado por el conjunto C, y se le denota
< C>.581 C={a,...,a,}, uno escribe <ay,..., a,> en lugar de < C >.

Ejercicio 60. Sea A un anillo conmutativo, y sea a € A. Demuestre que
< a >= aA. Muestre con un ejemplo que este resultado no es valido para
anillos no conmutativos.

Ejercicio 61. Sean A un anillo, I y J ideales de A. Demuestre que [+ J
es un ideal de A. Mas atn, demuestre que [+ J esta contenido en cualquier
ideal que contenga tanto a I como a J. En otras palabras, [+ J es el ideal
generado por TU J.

Ejercicio 62. Demuestre que el inverso de un isomorfismo es un isomorfismo.

Ejercicio 63. Sean A y B anillos, y f: A — B un homomorfismo. De-
muestre que Ker(f) es un ideal de A.

Ejercicio 64. Sean A y B anillos, y f: A — B un homomorfismo. De-
muestre que fes inyectivo si y sélo si Ker(f) es el ideal cero.

Ejercicio 65. Sean K un campo, A un anillo no ceroy f: K — A un
homomorfismo de anillos. Demuestre que fes inyectiva.

Ejercicio 66. Sean A y B anillos, y f: A — B un homomorfismo. De-
muestre que Im(f) es un subanillo de B. Dé un ejemplo en el que Im(f) no
sea un ideal de H.
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Capitulo 2

Dominios de ideales principales.

2.1. Divisibilidad.

Definicién 67. Sea A un anillo conmutativo, y sean a, b € A. Decimos que
a divide a b, denotado a | b, si existe ¢ € A tal que ac = b. También decimos
que a es un divisor de b, o que b es un miltiplo de a.

Definiciéon 68. Sea A un anillo conmutativo, y sean a, b € A. Decimos que a
es asociado a b en A si existe una unidad v de A tal que a =u b. La relacién
“ser asociado a” es una relacion de equivalencia en A. Si a es asociado a b
en A, también decimos que a y b son asociados en A. Si no hay riesgo de
confusién, decimos simplemente que a y b son asociados.

Ejemplo 69. Los nimeros 2 y 3 no son asociados en los enteros, pero que
si son asociados en los racionales.

2.2. Maximo comun divisor.

Definicién 70. Sea D un dominio entero, y sean d, ¢, b € D. Decimos que b
es un maximo comun divisor de d y ¢ si se cumple lo siguiente:

(a) b es un divisor de d y de ¢

(b) para cualquier a € D, si a es un divisor de d y de ¢, se tiene que a es
un divisor de b.

Si los elementos d, ¢ y b pertenecen a varios dominios enteros y hay riesgo
de confusién, nos referiremos a b como a un maximo comun divisor de d y ¢
en D.
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Ejemplo 71. Se tiene que 2 no es un maximo comun divisor de 2 y 3 en los
enteros, pero 2 si es un maximo comun divisor de 2 y 3 en los racionales.

Lema 72. Sea D un dominio entero, y sean d,c € D. Cualesquiera dos
mdadzrimos comunes divisores de d y ¢ son asociados. Cualquier asociado a un
mdzrimo comun divisor de d y ¢ es un mdrimo comun divisor de d iy c.

Demostracion: Para establecer el primer enunciado, basta notar que d y ¢
se dividen mutuamente. El segundo se sigue de que los asociados mantienen
las mismas relaciones de divisibilidad. O

2.3. Elementos irreducibles y elementos pri-
mos.

Definicién 73. Sea D un dominio entero, y sea d un elemento en D. Decimos
que d es un elemento irreducible en D si cumple lo siguiente:

(a) d es diferente de 0

(b) d no es una unidad de D

(¢) los unicos divisores de d son las unidades de D y los asociados de d

Definiciéon 74. Sea D un dominio entero, y sea d un elemento de D. Decimos
que d es un elemento primo de D si cumple lo siguiente:

(a) d es diferente de 0

(b) d no es una unidad de D

(c) para cualesquiera ¢, b en D, si d divide a ¢ b, entonces d divide a ¢
o d divide a b.

2.4. Dominios de factorizacion unica.

Definicién 75. Sea D un dominio entero. Decimos que D es un dominio
de factorizacion tnica si ocurre lo siguiente:

(1) Para todo elemento distinto de 0 y que no sea unidad de D, existe
una factorizacion en elementos irreducibles.

(2) Cualesquiera dos factorizaciones del mismo elemento en irreducibles
son iguales salvo asociados, es decir, existe una biyeccién entre el conjunto
de irreducibles de una factorizacién y el conjunto de irreducibles de la otra
factorizacion de tal manera que elementos correspondientes son asociados.
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Ejemplo 76. Todo campo es un dominio de factorizaciéon tunica.

Definicién 77. Sea D un dominio entero. Sean d y ¢ elementos de D. Dec-
imos que d es un factor propio de ¢ si d divide a ¢ pero ¢ no divide a d.
Decimos que D satisface la condicién de cadena de divisores si D no
contiene una sucesién infinita de elementos dy, ds, ... tales que cada d;;; es
un factor propio de d;.

Definicién 78. Sea D un dominio entero. Decimos que D satisface la condi-
cién de primalidad si todo elemento irreducible en D es primo.

Lema 79. Sea D un dominio entero que satisface las condiciones de cadena
de divisores y de primalidad. Entonces D es de factorizacion unica.

Demostracion: Se sigue de los Ejercicios 101 y 102 O

Lema 80. Sean d y ¢ elementos no cero en un dominio de factorizacion
unica. Entonces d divide a ¢ si y sélo si todo irreducible en una factorizacion
de d aparece (hasta asociado) en ¢ a una potencia mayor o igual.

Demostracion: Suponga que d divide a ¢, y considere un irreducible p que
divida a a d. Entonces se sigue que p divide a ¢, y cancelando p obtenemos
un d y un ¢ tales que d divide a ¢ y d tiene un irreducible menos que d en
su factorizacion. Por induccion en el nimero de irreducibles en d se tiene el
resultado deseado. La otra parte de la demostracion es inmediata. O

Proposiciéon 81. En un dominio de factorizacion unica, cualesquiera dos
elementos diferentes de cero tienen al menos un mdzimo comun divisor.

Demostracion: Considere sendas factorizaciones de los dos elementos. Esco-
ja irreducibles comunes (hasta asociados) a las minimas potencias. O

2.5. Dominios de ideales principales.

Definicién 82. Sea D un dominio entero. Decimos que un ideal de D es
principal si esta generado por un sélo elemento. Decimos que D es un do-
minio de ideales principales si todo ideal de D es principal.

Ejemplo 83. Todo campo es un dominio de ideales principales. Los enteros
son un dominio de ideales principales.

15



Teorema 84. Todo domino de ideales principales es un dominio de factor-
1zacion unica.

Demostracion: Se sigue de los Ejercicios 105 y 79. O

Definicién 85. Sea A un anillo conmutativo, y sean a y b elementos de A.
Decimos que un elemento ¢ de A es combinacién lineal de a y b si existen
dy e en A tales que ¢ = ad+ be.

Proposiciéon 86. Sea D un dominio de ideales principales, y sean d y c
elementos diferentes de cero en D. Demuestre que existe un mdximo comin
divisor de d y c. Demuestre que cualquier mdzimo comiun divisor de d y c se
puede escribir como combinacion lineal de d y c.

Demostracion: Sea I = {db+ ca | b,a € D}. Tenemos que I es un ideal de
D, vy por tanto existe o en D tal que [ es el ideal generado por «. Afirmamos
que « es un maximo comun divisor de d y ¢. Como d y ¢ son elementos de
I, se sigue que « es un divisor comun. Por otro lado, cualquier otro divisor
comun de d y ¢ divide a a pues a es un elemento de [ y es por tanto una
combinacion lineal de d y c. O

2.6. Dominios euclidianos.

Definicién 87. Sea D un dominio entero. Una norma euclidiana en D es
una funcién 0 : D — {0} — Z con las siguientes propiedades:

(1) La funcién 0 nunca toma valores negativos.

(2) Para cualesquiera elementos d, ¢ de D diferentes de 0, existen ¢ y r
en D tales que d = cq+ r, donde r =0 o J(r) < J(c).

Si D es un dominio entero en el que se puede definir una norma euclidiana,
decimos que D es un dominio euclidiano.

Ejemplo 88. Todo campo es un dominio euclidiano, con norma euclidiana
constante cero (o cualquier otra cantidad no negativa). Los enteros son un
dominio euclidiano, con norma euclidiana dada por el valor absoluto.

Observaciéon 89. (Algoritmo euclidiano) Sea D un dominio euclidiano con
norma euclidiana 0, y sean d, ¢ elementos diferentes de cero en D. Si ¢ divide
a d, entonces ¢ es un maximo comun divisor de d y ¢. Si ¢ no divide a d, y
d= cq+rconr#0yd(r) < d(c), entonces el conjunto de maximos comunes
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divisores de d y ¢ coincide con el conjunto de maximos comunes divisores de
¢ y r. Utilizando este argumento recursivamente tenemos un algoritmo que
calcula un maximo comun divisor de d y c.

2.7. Anillos de polinomios.

Definicién 90. Sea A un anillo conmutativo. Un polinomio con coeficientes
en A es una sucesién infinita p = (pg, p1, pe, - - - ) que cumple lo siguiente:
(1) p; € A para todai=0,1,2,...
(2) Existe un entero N tal que p,, = 0 para toda n > N.

Notacién 91. Sea A un anillo conmutativo y sea p = (p;)2, un polinomio
con coeficientes en A. Usualmente denotamos al polinomio p como p(x),
y llamamos a la “2” una “indeterminada”. Ademads, si p; = 0 para toda
1 =0,1,..., llamamos a p el polinomio cero, y lo denotamos 0. Si p # 0,
entonces existe un unico entero no negativo n tal que p,, # 0y p, = 0 para
toda ¢ > n. A tal n la llamamos el grado del polinomio p(z), y usualmente
en lugar de escribir p = (p;)%2, escribimos p(x) = py+p;r+per®+psx3+- -+
p,x". A los elementos p; los llamamos los coeficientes del polinomio p(x). A
las expresiones p,x’ las llamamos los términos del polinomio p (x). Si algtin
p; es igual a 1, usualmente escribimos z* en lugar de 12%. Si algiin p; es igual a
0, usualmente omitimos el término 0z en la descripcién del polinomio p(z).
Al elemento p, lo llamamos el coeficiente principal del polinomio p(x), y
al elemento p, lo llamamos el término constante del polinomio p(z). Si el
coeficiente principal de p(z) es 1, decimos que p(x) es un polinomio ménico.
Si el grado de p(z) es cero, decimos que p(x) es un polinomio constante. El
polinomio cero también es un polinomio constante, pero no se le asigna un
grado. Los polinomios constantes usualmente se identifican con los elementos
del anillo conmutativo A. Al anillo de polinomios con coeficientes en A se le
denota como Alx].

Definicién 92. Sean py+piz+ -+ pox™y @ + 12+ - - - + g™ polinomios
con coeficientes en un anillo conmutativo A. Definimos su suma pg + p1x +
“ P2+ o+ T+ - - -+ gma™como el polinomio (p; + ¢;)2,, v su producto
como el polinomio cuya entrada i-ésima es Z;:o D j-

Observacién 93. La suma de polinomios es asociativa, conmutativa, y tiene
al polinomio constante 0 como elemento neutro. Ademads tiene inversos. El
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producto de polinomios es asociativo, conmutativo, y tiene al polinomio con-
stante 1 como elemento neutro. Los tnicos polinomios que tienen inverso

multiplicativo son los polinomios constantes representados por unidades en
el anillo A.

Definicién 94. Sea D un anillo conmutativo, sea A un anillo conmutativo
que contiene a D, y sea a € A. La funcién evaluacién en a de D[z] a A
es el homomorfismo de anillos f, : D[z] — A definido en los escalares como
la inclusiéon de D en A, y que manda a x en a. Denotamos usualmente a la
imagen del polinomio p bajo la funcién evaluacién en a por p (a). Si p (a)=0
decimos que a es una raiz del polinomio p.

Notacién 95. Por convencién, en k[z] se pide que el maximo comun divisor
de dos polinomios sea un polinomio moénico, y por lo tanto, es tnico.

2.8. Ejercicios.

Ejercicio 96. Sea A un anillo conmutativo. Demuestre que a | 0y a | a para
cualquier a € A. Demuestre que 0 | a si y sélo si a =0. Demuestre que a es
una unidad de A si y sélo si a | 1.

Ejercicio 97. Demuestre que la divisibilidad es una propiedad reflexiva y
transitiva.

Ejercicio 98. Sea A un anillo conmutativo, y sean a, b, ¢ € A. Demeustre
que si a divide a b y ¢, entonces a divide a bd+ ce para cualesquiera d, e € A.

Ejercicio 99. Sea D un dominio entero y sean d, ¢ € D. Demuestre que d | ¢
y ¢| dsiysélosidy cson asociados en D.

Ejercicio 100. Sea D un dominio entero, y sean d,c,b,a € D tales que
d = cb+ a. Demuestre que el conjunto de los maximos comunes divisores de
d y ¢ coincide con el conjunto de los maximos comunes divisores de ¢ y a.

Ejercicio 101. Sea D un dominio entero, y sea d un elemento de D que
no sea cero ni unidad. Demuestre que si d no es irreducible, entonces tiene
un factor propio que no es unidad. Demuestre que si ademdas D satisface
la condicién de cadena de divisores, entonces d tiene un factor irreducible.
Demuestre que en un dominio entero que satisfaga la condicion de cadena
de divisores, todo elemento (que no sea unidad ni cero) tiene al menos una
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factorizacién en irreducibles (aunque no necesariamente dicha factorizacién
es unica).

Ejercicio 102. Sea D un dominio entero que satisface la condicion de pri-
malidad. Demuestre que si un elemento de D tiene dos factorizaciones en
irreducibles, entonces existe una biyeccién entre los irreducibles donde irre-
ducibles correspondientes son asociados (es decir, la factorizacién es unica).

Ejercicio 103. Demuestre que todo elemento primo es irreducible.

Ejercicio 104. Demuestre que en un dominio de factorizaciéon tnica, un
elemento es irreducible si y s6lo si es primo.

Ejercicio 105. Sea D un dominio de ideales principales. Demuestre que D
satisface las condiciones de cadena de divisores y de primalidad.

Ejercicio 106. Demuestre que todo dominio euclidiano es un dominio de
ideales principales (y por lo tanto también es un dominio de factorizacién
tnica).

Ejercicio 107. Calcule un maximo comun divisor de 314880 y 97102350 en
los enteros.

Ejercicio 108. Sea D un anillo conmutativo. Demuestre que D es un do-
minio entero si y sélo si D [x] es un dominio entero.

Ejercicio 109. Demuestre que el ideal de Z[z] generado por z y 2 no es un
ideal principal. Concluya que aunque D sea un dominio de ideales principales,
D [x] no necesariamente es dominio de ideales principales.

Ejercicio 110. Sea k un campo, y sean f(z), g(z) y h(z) polinomios en k[z]
tales que el maximo comun divisor de f(z) y g(z) en k[z] es 1. Demuestre
que si f(z) divide a g(x)h(z), entonces f(x) divide a h(x).

Ejercicio 111. Sea k un campo, y sean f(x) y g(z) polinomios en k[z]. Sea
F un campo que contiene a k. Demuestre que el maximo comun divisor de

f(z) y g(x) en k[z] es también el méximo comun divisor de f(z) y g(x) en

Ejercicio 112. Sea f € k[x] un polinomio de grado 2 o 3. Demuestre que
f es irreducible en k[x] si y sélo si f no tiene raices en k. (Comentario: este
criterio falla en grado 4: el polinomio (z? + 1)? no tiene raices en los reales y
no es irreducible en R[z].)
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Ejercicio 113. Sean py+p1z+ - -+ ppx™y qo + 1@ + - - - + gax™polinomios
distintos de cero con coeficientes en un dominio entero D. Demuestre que el
grado del producto p ¢ es la suma de sus grados. (Comentario: este resultado
no es cierto si se reemplaza el dominio entero D con un anillo conmutativo.
Tome por ejemplo dos divisores de cero d y ¢, y multiplique los polinomios
dvy cx® +z.)

Ejercicio 114. Sea D un dominio entero y sea p un polinomio con coe-
ficientes en D. Demuestre que el nimero de factores en cualquier descom-
posicién de p como producto de polinomios irreducibles (no necesariamente
distintos) es menor o igual al grado de p. Concluya que el nimero de raices
de p (contando raices miltiples tantas veces como su multiplicidad) es menor
o igual a su grado.

Ejercicio 115. Sea k un campo. Demuestre que k[z] es un dominio euclidiano
con norma euclidiana dada por el grado. (Comentario: asi, k[x] también es un
dominio de ideales principales, y por lo tanto kx] también es un dominio de
factorizacién unica. Se sigue que los elementos irreducibles de k[z] coinciden
con los elementos primos en k[x], y que dos elementos no cero cualesquiera
siempre tienen maximos comunes divisores en k[z].)
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Capitulo 3

Modulos.

3.1. Moébdulos, submdédulos y médulos cocien-
te.

Definiciéon 116. Sean A un anillo y M un grupo abeliano. Decimos que M
es un moédulo izquierdo sobre A, o también que es un A-médulo izquierdo
(denotado 4 M) si existe una accién del anillo A en el grupo abeliano M,
es decir, una funcién - : A x M — M (denotada am en lugar de -(a,m)
para a € A,m € M) que cumple lo siguiente para todos a,b € A, para todos
m,n € M:

» (a+b)m=am+bm
= a(m+n)=am+an
» (ab)m = a(bm)

n Im=m

Ejemplo 117. Sea A un anillo cualquiera, y sea M un grupo abeliano trivial.
Entonces M tiene una tnica accion de A. A este modulo se le llama moédulo
cero, y se le denota 0.

Ejemplo 118. Sea A un anillo cualquiera. El anillo A es un médulo con ac-
cién dada por su multiplicacién. A este médulo se le llama médulo regular.

Ejemplo 119. Todo grupo abeliano es un moédulo izquierdo sobre el anillo
de los enteros, con accién 0g =0, (n+1)g =ng+g, (—n)g = —(ng).
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Ejemplo 120. Sean k£ un campo, M un grupo abeliano. Entonces M es un
k-médulo izquierdo si y sélo si M es un espacio vectorial sobre k.

Ejemplo 121. Sean k£ un campo, A = k[z], V un espacio vectorial sobre £,
T : V — V una transformacién lineal. Podemos darle a V' una estructura
de A-médulo izquierdo definiendo la accién f(z) - v = f(7T)(v), donde f(T)
denota a la transformacion lineal de V en V que se obtiene de evaluar al
polinomio f(z) en T. Este k[z]-mddulo se denota V (T)

Definicién 122. Sean A un anillo y M un grupo abeliano. Decimos que
M es un médulo derecho sobre A, o también que es un A-médulo derecho
(denotado M) si existe una accién derecha del anillo A en el grupo abeliano
M, es decir, una funcién - : M x A — M (denotada ma en lugar de -(m,a)
para a € A,m € M) que cumple lo siguiente para todos a,b € A, para todos
m,n € M:

= m(a+b) =ma+ mb

» (m+n)a=ma+ na

m(ab) = (ma)b
= ml=m

Ejemplo 123. Sean A un anillo y M un A-médulo izquierdo. Sea B el anillo
opuesto de A (es decir, el conjunto subyacente de B es A y la suma también
es la de A, pero el producto de a y b en B es ba en lugar de ab). Entonces
M es un B-moédulo derecho, con accion x dada por m * a = am. Note que en
particular si A es un anillo conmutativo, entonces A = B, y todo A-mddulo
izquierdo es un A-médulo derecho.

Definicién 124. Sean A, B anillos y M un grupo abeliano. Decimos que M
es un bimédulo sobre A y B, o también que es un A-B-bimédulo (denotado
4Mp), si es posible definir en M una accién izquierda de A y una accién
derecha de B de tal forma que se tenga (am)b = a(mb) para todos a € A,b €
B,m e M.

Ejemplo 125. Sean A el anillo de los enteros, B un anillo, y M un B-
moédulo derecho. Note que M es un A-médulo izquierdo por lo visto en el
Ejemplo 119. Més atin, M es un A-B-bimédulo.
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Notacién 126. De aqui en adelante, la palabra “moédulo” significara “mddu-
lo izquierdo”.

Definicién 127. Sean A un anillo y M un moédulo sobre A. Sea N un
subconjunto de M. Decimos que N es un submoddulo de M si N es un
subgrupo abeliano de M y si para todo a € A y todo n € N se tiene an € N.

Ejemplo 128. Sea M un A-mdédulo. Entonces 0 y M son submédulos de M.

Ejemplo 129. Sea A un anillo, y sea M el médulo regular. Los submédulos
de M son exactamente los ideales izquierdos de A.

Ejemplo 130. Sea M un grupo abeliano, es decir, un Z-médulo. Todo sub-
grupo de M es un submodulo de M.

Ejemplo 131. Sea V (T) un médulo (es decir, hay un un campo k, un k-
espacio vectorial V| y una transformacién lineal 7': V — V). Un submédulo
de V' (T) es un subespacio vectorial W de V que es invariante bajo T, es
decir, tal que T(v) € W para todo v € W.

Definicién 132. Sean A un anillo, M un médulo sobre A y N un submoédulo
de N. Sea M/N el grupo cociente de clases laterales de N en M. Podemos
definir una accién de A en M/ N por medio de a(m~+ N) = am+ N. Esta accién
estd bien definida (es decir, no depende del representante de la clase lateral),
e induce una estructura de médulo en M/ N, llamado médulo cociente.
La funcién que va de M a N que asigna a cada elemento m en M su clase
lateral m + N es un homomorfismo de moédulos, y se le llama la aplicacion
cociente.

Ejemplo 133. Sea M un Z-médulo, y sea N un submédulo de M. El médulo
cociente M/ N es el grupo cociente usual.

3.2. Homomorfismos.

Definicién 134. Sean A un anillo, M y N mdédulos sobre A,y f: M — N
una funciéon. Decimos que f es un homomorfismo de mddulos si para
todos m,n € My para todo a € A se tiene flam + n) = af(m) + f(n). El
conjunto de todos los homomorfismos de A-médulos de M a N se denota
Hom (M, N). Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Si existe un

isomorfismo de M a N, decimos que M y N son isomorfos, y lo denotamos
M=b.
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Ejemplo 135. Sean M y N Z-médulos. Entonces los homomorfismos de

Z-médulos de M a N coinciden con los homomorfismos de grupos de M a
N.

Ejemplo 136. Sean k£ un campo, V' y W k-espacios vectoriales, T: V— V
y U: W — W transformaciones lineales, V (T)y W (U) los respectivos
médulos sobre A[z]. Un homomorfismo de V' (T) a W (U) es una transfor-
macioén lineal F': V— Wtal que FFloT= UoF.

Teorema 137. (Primer teorema de isomorfismo) Sean M y N A-
modulos, y sea f: M — N un homomorfismo con nicleo K. Entonces K
es un submddulo de M y M/K es isomorfo a la imagen de f. Mds ain, la

funcion f: M/K — Im(f) dada por fim + K) = f(m) es un isomorfismo.

Demostracidn: La primera parte es un ejercicio. La funcién fes un isomor-
fismo de grupos por el Primer teorema de isomorfismo para grupos. Esta
funcién también preserva la accion del anillo, y es por tanto un isomorfismo
de A-médulos. O

Teorema 138. (Segundo teorema de isomorfismo) Sean M un A-
modulo, N un submddulo cualquiera de M y K otro submodulo de M. Entonces

NN K es un submddulo de N y N/(NN K) es isomorfo a (N+ K)/K.

Demostracion: Fl isomorfismo del Segundo teorema de isomorfismo para
grupos es también un isomorfismo de modulos. O

Teorema 139. (Tercer teorema de isomorfismo) Sea M un mddulo, y
sean N y K submddulos de M con N < K. Entonces K/N es un submddulo
de M/N y (M/N)/(K/N) es isomorfo a M/K.

Demostracion: El isomorfismo del Tercer teorema de isomorfismo para gru-
pos es también un isomorfismo de moédulos. O

3.3. Mobdulos finitamente generados, moédu-
los noetherianos, y sucesiones exactas.

Definicién 140. Sean A un anillo, M un médulo y C' un subconjunto de
M . Decimos que C genera a M si para todo m € M existen mq,...,m; € C
y ai,...,a; € A tales que m = aymq + - - - + aymy. Decimos que el médulo M
es un A-modulo finitamente generado si existe un subconjunto finito de
M que lo genera.
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Ejemplo 141. Sea A un anillo arbitrario. El médulo regular esta finitamente
generado (por el uno del anillo).

Definicién 142. Sean A un anillo y M un médulo sobre A. Decimos que
M es un médulo noetheriano si todo submédulo de M esta finitamente
generado. Decimos que el anillo A es noetheriano si el A-moédulo regular es
noetheriano.

Ejemplo 143. Sea A un dominio de ideales principales. Entonces el médulo
regular es noetheriano, pues sus submodulos son los ideales de A, que por
ser principales, estan finitamente generados. Por lo tanto, A es un anillo
noetheriano. En particular Z y kx| son anillos noetherianos.

Definicién 144. Sea A un anillo. Una sucesién exacta de A-mddulos es
una sucesién M, ..., M; de médulos sobre A junto con una sucesién f; :
M; — M;;1 de homomorfismos de médulos tales que el nicleo de f;; es
igual a la imagen de f;.

Ejemplo 145. Sean M un moédulo, N un submédulo, f : N — M la
inclusién y g : M — M/ N la aplicacién cociente. Entonces la sucesién

0 N—L  M—2 s M/N——0

es una sucesion exacta de médulos. A este tipo de sucesién se le llama suce-
sién exacta corta.

3.4. Ejercicios.

Ejercicio 146. Sea M un A-moédulo. Demuestre que el homomorfismo de M
en M que manda a todos los elementos de M al elemento neutro 0 es un homo-
morfismo de A-médulos, llamado homomorfismo cero. Demuestre también
que la funcion identidad de M en M es un isomorfismo de A-mddulos.

Ejercicio 147. Sea M un A-médulo tal que para cualquier A-médulo N
existe un tinico homomorfismo f : M — N. Demuestre que M =0.

Ejercicio 148. Sea M un A-médulo tal que para cualquier A-médulo N
existe un inico homomorfismo f : N — M. Demuestre que M =0.
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Ejercicio 149. Sea A un anillo cualquiera (no necesariamente conmutativo),
y sea M el A-médulo regular. Sea a € M arbitrario, y sea f : M — M
dada por f(z) = xa. Demuestre que f es un homomorfismo de A-mdédulos
izquierdos.

Ejercicio 150. Demuestre que la composicion de dos homomorfismos de
maédulos es un homomorfismo de médulos.

Ejercicio 151. Demuestre que el inverso de un isomorfismo de médulos es
un isomorfismo de médulos. Concluya que si M = N entonces N = M.

Ejercicio 152. Demuestre que si M= Ny N = K entonces M = K.

Ejercicio 153. Dé un ejemplo de un anillo A y dos A-médulos M y N distin-
tos de cero tales que el iinico homomorfismo de M en N sea el homomorfismo
cero, y el inico homomorfismo de N en M sea también cero.

Ejercicio 154. Sea f : M — N un homomorfismo de moédulos. El nicleo
de f, denotado Ker(f), es el conjunto Ker(f) = {m € M | f(m) = 0}.
Demuestre que Ker(f) es un submédulo de M.

Ejercicio 155. Sea f : M — N un homomorfismo de médulos. La imagen
de f, denotada Im(f), es el conjunto I'm(f) = {f(m) | m € M}. Demuestre
que Im(f) es un submédulo de N.

Ejercicio 156. Demuestre que @Q no es un Z-médulo finitamente generado.
Explique por qué esto no contradice la noetherianidad de Z.

Ejercicio 157. Sea

0— N—L v k.0

una sucesion exacta de médulos. Demuestre que K = (M/N).
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Capitulo 4

Sumas directas y productos de
modulos.

4.1. Definiciones.

Definicién 158. Sean A un anillos, { M;};c; una familia de A-médulos. El
producto de los A-modulos { M;};c;, denotado [ [,., M;, es el producto carte-
siano de los M; como conjuntos, donde la suma y la multiplicacién por es-
calares se realizan coordenada a coordenada. La suma directa externa de
los A-modulos {M;};cr, denotada @;crM;, es el submédulo del producto que
consta de los elementos (m;) que son cero para casi toda i, es decir, todas
salvo un ntimero finito.

Observacién 159. Si el conjunto de indices I es finito, entonces el producto
Hie[ M; es igual a la suma directa externa @,y M;. Si el conjunto I es infinito,
en general el producto y la suma directa son diferentes, e incluso pueden no
ser isomorfos.

Definicién 160. Sean A un anillo, M un A-médulo, y {M;};cr una familia
de submédulos de M. Decimos que M es la suma directa interna de los
{M;}ics, v lo denotamos M = @;c;M;, si todo elemento de M se puede
escribir de manera tnica como una suma de elementos de los M;. En este
caso decimos que cada M; es un sumando directo de M, y lo denotamos
M; | M.

Ejemplo 161. Todo médulo M tiene como sumandos directos a M mismo
y al submédulo cero.
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Definicién 162. Sea A un anillo. Un A-médulo M es libre si M es isomorfo
a una suma directa externa de copias del médulo regular A.

Ejemplo 163. Si A es un campo, entonces todo A-médulo es libre, pues
tiene una base indexada por un conjunto I, y es por tanto isomorfo a la
suma directa externa de I copias del campo A.

4.2. Propiedades universales.

Teorema 164. (Propiedad universal del producto de mddulos) Sean A un
anillo y {M;}ier una familia de A-mddulos. Denote por P el producto de
dicha familia de modulos. Para cada j € I, la funcion m; : P — M, dada por
7;((m;)) = m; es un homorfismo de A-mddulos, y se le llama la proyeccion
a M;. St X es otro A-mddulo junto con una familia de homorfismos de A-
modulos p; : X — M;j, entonces existe un tunico homomorfismo de A-
modulos p : X — P tal que m; o p = p; para toda j € I.

Demostracion: La tnica funcion que cumple la dltima condicion estd dada
por p(z) = (p;(x)). Es inmediato verificar que esta funcién es de hecho un
homomorfismo de A-médulos. Si X es otro A-mddulo junto con una familia
de homorfismos de A-médulos p; : X — M, entonces existe un unico
homomorfismo de A-médulos p : X — P tal que 7; o p = p; para toda
jel. O

Corolario 165. Sean A un anillo y {M;};c; una familia de A-mddulos. Sea
Y otro A-mddulo junto con una familia de homomorfismos q; : Y — M;.
Suponga que para cualquier otro A-modulo X junto con una familia de ho-
morfismos de A-médulos p; : X — M, existe un inico homomorfismo de
A-médulos ¢ : X — Y tal que qj o q = p; para toda j € I. Entonces Y es
isomorfo al producto de dicha familia de méodulos.

Demostracion: Basta hacer competir al producto P y al médulo Y para
encontrar funciones p:Y — Py q: P — Y que cumplan mjop = ¢q; y
gj o q = m; para toda j € I. Luego se pone a competir P consigo mismo para
demostrar que po q es la identidad en P,y Y consigo mismo para demostrar
que g o p es la identidad en Y, por lo que p y ¢ son isomorfismos. O

Teorema 166. (Propiedad universal de la suma directa externa de mddulos)
Sean A un anillo y { M;}ier una familia de A-médulos. Denote por S la suma
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directa externa de dicha familia de maodulos. Para cada 7 € I, la funcion
Aj 1 M; — S dada por Aj(m) = (m;) conm; =0 parai # j ym; =m, es un
homorfismo de A-mddulos, y se le llama la inclusion de M;. Si X es otro A-
modulo junto con una familia de homorfismos de A-mddulos l; : M; — X,
entonces existe un unico homomorfismo de A-modulos q : S — X tal que
qo\j =1, para toda j € I.

Demostracion: La tnica funcién que cumple la tltima condicién es g(x;) =
> li(z;), donde la suma se toma unicamente sobre el conjunto finito de las
x; distintas de cero. Es inmediato verificar que esta funcién es de hecho un
homomorfismo de A-médulos. O

Corolario 167. Sean A un anillo y {M;}icr una familia de A-mdédulos. Sea
Y otro A-mddulo junto con una familia de homomorfismos q; : M; —
Y. Suponga que para cualquier otro A-mddulo X junto con una familia de
homorfismos de A-mddulos p; : M; — X, ewiste un unico homomorfismo
de A-mddulos p : Y — X tal que poq; = p; para toda j € I. Entonces Y
es isomorfo a la suma directa externa de dicha familia de modulos.

Demostracion: Basta hacer competir a la suma directa externa S y al médu-
lo Y para encontrar funciones ¢ : S — Y y p : Y — S que cumplan
pog; = Ajy goAj = q; para toda j € I. Luego se pone a competir §
consigo mismo para demostrar que p o ¢ es la identidad en S, y Y consigo
mismo para demostrar que g o p es la identidad en Y, por lo que p y ¢ son
isomorfismos. O

4.3. Ejercicios.

Ejercicio 168. Sea M un grupo ciclico de orden primo. Demuestre que, visto
como Z-mobdulo, M no puede escribirse como suma directa de submddulos
no cero. Muestre que este ejercicio no es cierto para el grupo ciclico de orden
seis.

Ejercicio 169. Demuestre que si M es un grupo abeliano finito no trivial,
entonces M no es libre como Z-médulo.

Ejercicio 170. Sea A el campo de los numeros reales. Demuestre que el
tunico A-médulo libre numerable es el modulo cero.
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Ejercicio 171. Sea A el anillo de los enteros, sea I un conjunto infinito
numerable, y sea {M;} una familia de copias del médulo regular indexada
por I. Demuestre que el producto de dicha familia es no numerable, pero que
su suma directa es numerable. Concluya que este producto no es isomorfo a
esta suma directa.
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Capitulo 5

Representaciones matriciales de
modulos finitamente generados
sobre un dominio de ideales
principales.

5.1. Modulos finitamente generados como co-
cientes de médulos libres.

Definicién 172. Sean A un anillo conmutativo, r un entero positivo y M un
modulo isomorfo a la suma directa de r copias del modulo regular. Decimos
que M es un A-médulo libre de rango r. Para cada copia de A, sea e; la
respectiva copia del 1 de A, coni =1,...,r. A los elementos eq,...,e, se les
llama la base canénica de M.

Lema 173. Sea A un anillo conmutativo con un ideal maximal J. Sea M
un A-mddulo libre de rango r. Sea JM es submddulo de M generado por el
conjunto {jm | j € J, m € M}. Tenemos que A/J es un campo, y M/JM
es un espacio vectorial sobre A/J de dimension r.

Demostracion: El anillo conmutativo A/J es un campo, pues para todo
a € A con a ¢ J el ideal generado por a y J es todo A. La accién de A/J
en M/JM es (a+J)-(m+ JM) = am + JM, que estd bien definida. Las
imdgenes de la base canénica de M forman una base de M/JM. O
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Corolario 174. El rango de un mddulo libre sobre un anillo conmutativo
esta determinado de manera unica.

Demostracion: Todo anillo conmutativo con uno tiene al menos un ideal
maximal por el Lema de Zorn. El resto se sigue del Lema 173. O

Teorema 175. (Propiedad universal de los mddulos libres) Sean A un anil-
lo, M un A-mddulo libre de rango r con base candnica e;, N un A-mddulo
arbitrario y ny,...,n, elementos arbitrarios de N. Entonces existe un unico
homomorfismo de A-mddulos f: M — N tal que f(e;) = n;.

Demostracion: Note primero que el resultado es valido para el médulo reg-
ular (es decir, libre de rango uno). El resto se sigue de la Propiedad universal
de la suma directa (Teorema 166). O

Corolario 176. Sean A un anillo y M un A-mddulo finitamente generado.
Entonces A es isomorfo a un cociente de un A-mddulo libre de rango finito.

Demostracion: Sean myq, ..., m, generadores de M. Sea L un modulo libre
de rango r con base canonica eq,...,e,.. Sea f : L — M el tinico homo-
morfismo tal que f(e;) = m;. Como la imagen de f es un submédulo de M
que contiene a los generadores de M, tenemos que f es suprayectiva. Por el
Primer Teorema de Isomorfismo (Teorema 137), tenemos que M es isomorfo
a un cociente de L. O

Lema 177. Sea A un anillo arbitrario, sea M un A-mddulo, y sea N un
submddulo de M tal que N y M/N estan finitamente generados. Entonces M
estd finitamente generado.

Demostracion: Sean wq, ..., w; representantes tales que el conjunto w; +
N,...,w;+ N genera a M/N. Sean ny, ..., ns generadores de N. Entonces el
conjunto ny,...,ns, w,...,w; genera a M, pues para todo m en M, la clase
m -+ N se genera con los w; + N, por lo que m esta generado por los w; salvo
por un elemento de N, que se genera con los n;. O

Lema 178. Sea A un anillo noetheriano, y sea M un mdodulo libre de rango
finito. Entonces M es noetheriano.

Demostracion: Usaremos induccién sobre el rango de M. Si M es de rango
uno, entonces M es isomorfo al médulo regular, que por hipétesis es noetheri-
ano. Supongamos que el resultado es valido para modulos libres de rango 7, y

32



sea M un médulo libre de rango r + 1. Sea N un submoédulo de M. Debemos
demostrar que N estd finitamente generado. Sea W el sumando directo de M
isomorfo al ultimo moédulo regular en la expresiéon de M como suma directa
de médulos regulares. Note que M/W es un médulo libre de rango r. Por el
Segundo Teorema de Isomorfismo (Teorema 138), se tiene que N/(N N W)
es isomorfo a (N + W)/W. Este tltimo médulo es un submédulo de M /W,
y por hipédtesis de induccién, (N + W) /W esta finitamente generado. Ten-
emos entonces que N/(N N W). Ademas, N N W es un submddulo de W,
que es libre de rango uno, y por la base de la induccién, se sigue que N N W
esta finitamente generado. El resto se sigue del Lema 177. O

Corolario 179. Sean A un anillo noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado. Entonces A es isomorfo a un cociente de un A-mddulo libre de
rango finito entre un submaodulo finitamente generado.

Demostracion: Se sigue del Corolario 176 y del Lema 178. O

5.2. Representacién matricial.

Definicién 180. Sean A un anillo noetheriano y M un A-mddulo libre de
rango 7 con base candnica eq,...,e,.. Sea m un elemento arbitrario de M.
Entonces m puede escribirse como combinacién lineal de los e; con coeficientes
en A, digamos m = bye;+- - -+b.e,.. Al vector (by, ..., b,) se le llama el vector
de coordenadas de m con respecto a la base e, ...,e.. Sean myq,...,my
elementos de M, y sea N el submoddulo generado por ellos. Para cada m;, sea
(bi1, - .., biy) €l vector de coordenadas de m;. La matriz (b;;) de ¢ renglones y
r columnas es la representacién matricial del submédulo N.

5.3. Ejercicios.

Ejercicio 181. Sean A un anillo, M un A-mdédulo libre de rango r con base
canonica e;, N un A-moédulo arbitrario y nq,...,n, elementos arbitrarios de
N.Sea f: M — N el tinico homomorfismo de A-mddulos tal que f(e;) = n;.
Demuestre que f estd dado en los elementos de M por f(aje; +---+aze.) =
ainyg + -+ -+ apny.

Ejercicio 182. Sea M el Z-médulo libre de rango dos (es decir, M = Z ® Z.
Sea G un grupo abeliano de orden 10. Calcule todos los homomorfismos de
Z-moédulos de M en G.
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Ejercicio 183. Sea M el Z-médulo libre de rango dos (es decir, M = Z ® Z.
Sea N el submédulo de M generado por los vectores (2,2), (4,6) y (2,-4).
Demuestre que NN se puede generar con dos vectores.

Ejercicio 184. Sean M y N como en el Ejercicio 183. Demuestre que N no
se puede generar con tinicamente un vector.
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Capitulo 6

Teorema fundamental de los
modulos finitamente generados
sobre un dominio de ideales
principales.

6.1. Operaciones elementales de matrices.

Definiciéon 185. Sea A un anillo conmutativo, y sea n un entero positivo. La
matriz identidad de tamanno n, denotada I,, o simplemente I (cuando es
claro en el contexto que todas las matrices son de n renglones y n columnas),
es la matriz con n renglones y n columnas cuyas entradas son (a;;) donde
a;j = 1sii¢ =4,y 0si¢ # j. La matriz canénica de n renglones y
n columnas de coordenadas (a,b), denotada Ey, o simplemente Eg, es la
matriz cuyas entradas son (a;;) con a;; = 1 si el par ordenado (i, ) es igual
al par ordenado (a,b), y 0 en cualquier otro caso. Una matriz elemental es
una matriz cuadrada que tenga alguna de las siguientes formas:

Tipo I: I+ aF;; con algtin a € A;
Tipo IIl: [ — E;; + aF; para alguna unidad a € A.

Observacién 186. Sean B una matriz con p renglones y C' una matriz con
p columnas. Sean X7, Xs, X35 matrices elementales cuadradas de tamanno p
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por p, dadas por
X1 = I+akb
Xy = I -E;,-LEj;+E;+FEj;
X3 = [ —E;+aky.

Tenemos entonces que:

s X, B es la matriz que se obtiene de B sumandole a veces el renglon
j-ésimo al renglén -ésimo;

s X5 B es la matriz que se obtiene de B intercambiando los renglones ¢ y
J;

= X3B es la matriz que se obtiene de la matriz B multiplicando el renglén
1-ésimo por la unidad a.

Anélogamente, se tiene que:

s C'X; es la matriz que se obtiene de C' suméandole a veces la columna
i-ésima a la columna j-ésima;

s X, es la matriz que se obtiene de C intercambiando las columnas i y
J;

s (X3 es la matriz que se obtiene de la matriz C' multiplicando la colum-
na i-ésima por la unidad a.

Las operaciones arriba mencionadas se llaman operaciones elementales
(respectivamente de renglones y de columnas).

6.2. Forma normal de Schmidt.

Definicién 187. Sea B = (b;;) una matriz con p renglones y ¢ columnas.
Decimos que B es una matriz diagonal si b;; = 0 para toda ¢ # j.

Proposicién 188. Sean A un anillo conmutativo, M un A-mddulo libre de
rango v, y N un submodulo de M tal que su representacion matricial es una
matriz diagonal B = (b;;). Entonces M/N es isomorfo a

(A/bnA) & (A/bpA) © ... (A/bA),

donde las by; que no existan en B se definen como cero.
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Demostracion: Sea W el médulo arriba mencionado. Sea f : M — W el
homomorfismo que manda a (mq,...,m,) en la r-ada de sus respectivos co-
cientes (m;+ A/b1 A, ..., m,+ A/b..A). Este homomorfismo es suprayectivo
y su ntcleo es N. Por el Primer teorema de isomorfismo (Teorema 137) se
tiene que W es isomorfo a M/N. O

Definicién 189. Sea B una matriz de rango r, y sea ¢ < r. Un menor de
1 renglones de B es el determinante de una submatriz cuadrada de B que se
obtiene al escoger ¢ renglones e i columnas de B.

Definicién 190. Sea B = (b;;) una matriz no cero con p renglones y ¢
columnas, cuyas entradas estan en un dominio entero, y sea r un entero
positivo. Decimos que B tiene rango r si existe un menor de r renglones
diferente de cero, pero todo menor de r + 1 renglones de B es cero.

Teorema y definicion 191. Sea B una matriz con entradas en un dominio
de ideales principales. Realizando operaciones elementales tanto de renglones
como de columnas, es posible llevar a B a una matriz diagonal D = (d;;) con
la propiedad de que d;; divide a dit 41 para todo posible valor de i. Una tal
matriz diagonal se llama una forma normal de Schmaidt de B. A los d;;
diferentes de cero se les llama los factores invariantes de B. El nimero
de factores invariantes es el rango de la matriz original B.

Demostracion: El ultimo enunciado se sigue de que las operaciones elemen-
tales no cambian el rango de la matriz. Proporcionaremos un algoritmo para
obtener dicha matriz diagonal.

1. Si la matriz es la matriz cero, ya terminamos. De lo contrario, sea d el
maximo comun divisor de todas las entradas distintas de cero. Como las
entradas estdan en un dominio de ideales principales, d se puede escribir
como una combinacion lineal de las entradas de B.

2. Realizando operaciones elementales, haga que una de las entradas de la

matriz sea d, y permutando renglones y columnas haga que la entrada
(1,1) sea d.

3. Note que el maximo comun divisor de todas las entradas de la matriz
no cambia al realizar operaciones elementales, por lo que d divide a
todas las entradas de la matriz. Use a la entrada (1,1) como pivote
para hacer ceros en el primer renglén y la primera columna.
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4. Observe que ha llegado a una matriz que tiene a d en la entrada (1,1),
ceros en el resto del primer rengléon y de la primera columna, y una
submatriz con un rengléon y una columna menos, cuyas entradas son
todas multiplos de d. Repita el procedimiento con esta submatriz.

O

Teorema 192. Sea B una matriz de rango r con entradas en un dominio de
ideales principales. Para cada i < r, sea A; el mazrimo comun divisor de los
menores de 1 renglones de B. Sean di,d —2,...,d, dados por dy = Ay, dy =
Ao fAy,. . di = NjJAq, ... d. = A /A, 1. Entonces cualquier conjunto de
factores invariantes de B difiere por unidades de los elementos dy,...,d—r.

Demostracion: Se sigue del hecho de que las operaciones elementales no
cambian el determinante (salvo multiplicar por una unidad). O

Corolario 193. Sea B una matriz con entradas en un dominio de ideales
principales. Los factores invariantes de B son unicos hasta asociados. La
forma normal de Schmidt de B también es unica hasta asociados de los ele-
mentos de su diagonal.

Demostracion: Se sigue del Teorema 192. O

6.3. Teorema fundamental de los médulos fini-
tamente generados sobre un dominio de
ideales principales.

Proposicién 194. Sean A un anillo noetheriano, v un entero positivo, M el
A-mddulo libre de rango v, N un submddulo de M, y B una representacion
matricial de N. Sea B’ una matriz obtenida a partir de B realizando un
numero finito de operaciones elementales de renglon. Entonces B’ también
es una representacion matricial de N.

Demostracion: Analicemos cada tipo de operacion elemental. Supongamos
que los renglones de la matriz B son los vectores coordenadas de my, ..., my,
los cuales son por tanto generadores de N.

Tipo I: Sumar a veces el renglon j-ésimo al renglon i-ésimo; los vectores rep-
resentados por dicha matriz son my,...,m;—1,m; +am;, m;y, ..., my,
los cuales generan también a N.
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Tipo II: Intercambiar los renglones i y j; los generadores son los mismos,
solo que estan permutados.

Tipo III: Multiplicar el renglén i-ésimo por la unidad a; los vectores rep-
resentados por dicha matriz son mq,...,m;_1,am;, m;iq1,...,my, los
cuales generan también a V.

O

Lema 195. Sean A un anillo conmutativo, r un entero positivo, M el A-
modulo libre de rango r, y X una matriz con r renglones. Sea f : M — M la
funcion que a cada (my,...,m,) en M lo manda al producto (my,...,m,)X.
Entonces f es un homomorfismo de A-mddulos. Mas ain, si X es invertible,
entonces f es un isomorfismo.

Demostracion: Los vectores en M se pueden ver como matrices con un
rengléon y r columnas. Como el producto de matrices distribuye a la suma, se
tiene que f abre sumas. Ademads, f saca escalares porque la multiplicacién
por escalares conmuta con el producto de matrices, es decir, (aY)X = a(Y X)
para a escalar y Y, X matrices. Si X es invertible, la funcién inversa de f se
obtiene multiplicando por la izquierda por la matriz inversa de X. O

Teorema 196. Sean A un anillo noetheriano, r un entero positivo, M el
A-maodulo libre de rango v, N un submddulo de M, y B una representacion
matricial de N. Sea B’ una matriz obtenida a partir de B realizando un
numero finito de operaciones elementales de renglon y/o de columna, y sea
N’ el médulo generado por los renglones de B'. Entonces M/N es isomorfo

a M/N'.

Demostracion: Por la Proposicion 194, basta considerar el caso cuando se
realiza una operacién elemental de columna, digamos que la representada
por la matriz elemental X, que es invertible. Por el Lema 195, se tiene un
isomorfismo f : M — M dado por multiplicacién izquierda por la matriz
elemental X. Como los renglones de B’ se obtienen a partir de los renglones
de B multiplicando por X por la izquierda, se sigue que f(N) = N’. Sea
m : M — M/N’ la proyeccién al cociente. Tenemos que la composicién
mo f: M — M/N' es suprayectiva y su nicleo es N; por el Primer teorema
de isomorfismo (Teorema 137), se sigue que M/N es isomorfo a M/N’. O
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Notacién 197. Sean A un anillo, M un A-médulo y m un entero no nega-
tivo. Denotamos por M™ a la suma directa externa de m copias de M. En
particular, A denota al A-médulo libre de rango r. Por convencién, M es
el moédulo cero.

Teorema 198. (Teorema fundamental de los mddulos finitamente genera-
dos sobre un dominio de ideales principales) Sea A un dominio de ideales
principales, y sea M un A-mddulo finitamente generado. Entonces existen
elementos dy,...,d, en A y un entero mo negativo m tales que d; divide a
div1 parai=1,...,r—1 y M es isomorfo a

(A)dyA) @ (A)dyA) @ ... (A)d,A) @ A™.

Demostracion: Por el Corolario 179, existen un A-mdédulo libre L de rango
finito ¢ y un submédulo N de L tales que L/N es isomorfo a M. Sea B la
representacion matricial de N, sea B’ una forma normal de Schmidt de B, y
sea N/ el submddulo de L representado por B’. Por el Teorema 196, L/N es
isomorfo a L/N’, por lo que este tiltimo médulo es isomorfo a M. El resto se
sigue de la Proposicion 188. O

6.4. Ejercicios.
Ejercicio 199. Considere la siguiente matriz sobre los enteros:
1 2
5-(5 1)
Calcule su forma normal de Schmidt.

Ejercicio 200. Considere la siguiente matriz sobre los enteros:

-3 2
B= ( 712 )
Calcule su forma normal de Schmidt.

Ejercicio 201. Considere la siguiente matriz sobre Rz]:

r—1 1
B = ( 7 r— 2 )
Calcule su forma normal de Schmidt.
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Ejercicio 202. Considere la siguiente matriz sobre Rz]:

z—3 2
B= ( 9 -5 )
Calcule su forma normal de Schmidt.

Ejercicio 203. Considere la siguiente matriz sobre los enteros:

4 0
5= 5 )
Calcule su forma normal de Schmidt.

Ejercicio 204. Considere la siguiente matriz sobre los enteros:

30
5=(5 1)
Calcule su forma normal de Schmidt.

Ejercicio 205. Considere la siguiente matriz sobre los enteros:

0 0
B=(51)
Calcule su forma normal de Schmidt.

Ejercicio 206. Considere la siguiente matriz sobre un dominio de ideales

principales arbitrario:
z 0
B =
< 0y )
Demuestre que su forma normal de Schmidt es de la forma

(0

donde a es el maximo comun divisor de x y y, y b es el minimo comun
miltiplo de a y b. (Sugerencia: use el hecho de que a se puede escribir como
una combinacion lineal de x y y, y que ab = xy.)
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Ejercicio 207. Considere la siguiente matriz sobre los enteros:

1 7
B=(53)
Calcule su forma normal de Schmidt.

Ejercicio 208. Considere la siguiente matriz sobre un dominio de ideales

principales arbitrario:
B=(""7
Z w

Demuestre que su forma normal de Schmidt es de la forma

a 0
0 b
donde a es el maximo comun divisor de las cuatro entradas de B, y b es el

determinante de B dividido entre a.

Ejercicio 209. Considere la siguiente matriz sobre Rz]:

B:(xa?, (x—?;)i(aé—@?’)

Calcule su forma normal de Schmidt.
Ejercicio 210. Considere la siguiente matriz sobre los enteros:
17 2
B=|3 2 —4
01 —1
Calcule su forma normal de Schmidt.
Ejercicio 211. Considere la siguiente matriz sobre los enteros:
0
0
15

B =

O O
o O O

Calcule su forma normal de Schmidt.
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Ejercicio 212. Considere la siguiente matriz sobre R]z]:

z—1 1 0
B = 0 z—1 0
0 0 r— 2

Calcule su forma normal de Schmidt.
Ejercicio 213. Considere la siguiente matriz sobre Rz]:

z—1 0 0
B = 0 z—1 0
0 0 r—2

Calcule su forma normal de Schmidt.
Ejercicio 214. Considere la siguiente matriz sobre Rz]:

r—1 3 -2
B = -1 z-1 4
-5 -7 -2

Calcule su forma normal de Schmidt.

Ejercicio 215. Sea M el grupo abeliano cociente dado por

Z2
< (1,3),(2,4) >

Calcule una descomposiciéon de M como suma directa de grupos ciclicos.
Ejercicio 216. Sea M el grupo abeliano cociente dado por

ZQ
< (2,6) >

Calcule una descomposiciéon de M como suma directa de grupos ciclicos.

Ejercicio 217. Sea M el grupo abeliano cociente dado por

ZQ
< (2,4),(—4,4),(2,6) >

Calcule una descomposiciéon de M como suma directa de grupos ciclicos.
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Ejercicio 218. Sea M el grupo abeliano cociente dado por

ZS
<(2,1,4),(—1,2,4),(3,5,6) >

Calcule una descomposiciéon de M como suma directa de grupos ciclicos.
Ejercicio 219. Sea M el grupo abeliano cociente dado por

Z3
<(2,1,4),(-1,2,4),(3,5,6), (2,0,8) >

Calcule una descomposiciéon de M como suma directa de grupos ciclicos.
Ejercicio 220. Sea M el grupo abeliano cociente dado por

Z3
< (2,9,10),(0,3,—6),(0,0,6) >

Calcule una descomposicién cualquiera de M como suma directa de grupos
ciclicos. Calcule la descomposicion de M segun el Teorema 198.

44



Capitulo 7

Aplicaciones.

7.1. Grupos abelianos finitamente generados.

Lema 221. Sean a,b enteros, y sean d y m su mdximo comin divisor y
minimo comun maultiplo respectivamente. Entonces

(Z)aZ) & (Z)VZ) = (Z]dZ) & (Z/mZ)

Demostracién: El primer médulo es isomorfo al cociente de Z? por el submédu-
lo cuya representacion matricial es

a 0
0 b
La forma normal de Schmidt de esta matriz es
d 0
0 m
cuyo cociente asociado es el segundo moédulo. O

i . Sea a un entero mayor que sea a = una
Corolario 222. § t 1, T on
factorizacion de a en primos distintos. Entonces

(Z/aZ) = @i, (Z/pi*Z)

Demostracion: Es una aplicacion iterada del Lema 221 a las potencias de
los primos, que son primos relativos. O
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Lema 223. Sean A, A’ grupos abelianos finitos y L, L' grupos abelianos libres
tales que A L= A" ® L. Entonces A=A yL=1L.

Demostracion: Sea f un isomorfismo de A & L en A’ @ L'. Tenemos que
A es el mayor subgrupo finito de A & L, es decir, es un subgrupo finito de
A @ L que contiene a cualquier otro subgrupo finito de A & L, por lo que f
lo manda a un subgrupo finito de A’ & L’ con la misma propiedad, que debe
por fuerza ser A’. Ademds, el homomorfismo f induce un isomorfismo entre

los cocientes L = (A@ L)/ A= (A e L)/f(A)=AaLl)/A=L. O

Teorema 224. (Teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente
generados) Todo grupo abeliano finitamente generado es una suma directa de
un grupo finito (llamado su subgrupo de torsion) y un grupo libre. Tanto
el grupo de torsion como el rango de la componente libre son invariantes,
es decir, el rango de la componente libre es unico, y el grupo de torsion es
unico hasta isomorfismo. Todo grupo abeliano finito es una suma directa de
grupos ciclicos cuyos ordenes son potencias de primos. Estos ordenes junto
con sus multiplicidades estan determinados de manera unica y constituyen un
conjunto completo de invariantes en cuanto a que dos grupos abelianos finitos
son isomorfos si y solo si tienen el mismo conjunto de estos invariantes.

Demostracion: Sea M un grupo abeliano finitamente generado. Por el Teo-
rema fundamental de los médulos finitamente generados sobre un dominio de
ideales principales (Teorema 198), tenemos que M es isomorfo a una suma
directa de la forma

(Z)dZ) & (Z)dyZ) & ... (Z)d, ) & 7™

donde los d; son enteros diferentes de cero. La suma de los (Z/d;Z) con i =
1,...,r es un grupo abeliano finito, y Z™ es un grupo libre. Por el Lema 223,
ambos son invariantes. Por el Corolario 222, cada grupo ciclico Z/d;Z es
isomorfo a una suma directa de grupos ciclicos cuyos 6rdenes son potencias
de primos, por lo que dicha propiedad se transfiere a cualquier grupo abeliano
finito (pues son sumas directas de grupos ciclicos). La tdltima parte se sigue
del hecho de que las potencias de primos que aparecen son precisamente las
que dividen a los d;, y que los d; son unicos hasta asociados. O
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7.2. Descomposicién de k[r]-mddulos.

Notacién 225. Sean k un campo, V un k-espacio vectorial, (uy, ..., u,) base
de V' sobre k, T': V — Vuna transformacién lineal, T(u;) = >_7_, a;ju;, i =
1,...,n. Sea A" = (a;j)' = (aj) la matriz de T con respecto a la base

(u1,...,uy). Recuerde la definicién del k[z]-mddulo V(T") dada en el Ejemp-
lo 121, es decir, la accién de kz] en V estd dada por (bo+byz+- - -+bpam)-v =
bov + 0iT'(v) + -+ - + b, T™(v).

Teorema 226. Como klx]-mddulo, V(T) es isomorfo al mddulo cociente

kz]"/ < fi,..., fn >, donde la representacion matricial de fi,..., f, es
r — aqy —ai12 Ce —A1n
o — A= —ag X —‘ A9 ... —a2p
—Up —Qpy ... T — Qpy

Demostracion: Sea n : klx] — V dada por (p1(x),...,pu(2)) — pi(x) -
Uy + po() - ug + - - - + pu(x) - uy. Tenemos que 7 es un homomorfismo de kfz]-
mdoulos izquierdos, cuya imagen es V. Por el Primer Teorema de Isomorfismo
(Teorema 137), basta demostrar que el nicleo de 7 es el submddulo generado
por fi,..., fn. Note primero que

U(fi) = 77(—(11'1,—&1'2,-'->$—@iz’,---,—am)

—Q Uy — Qg -+ + (T — @)U — - — Ay,

n
= TU; — E QiU
J=1
n

= T(uz) — Zaijuj
j=1

=0

por definicién de los a;;. Por tanto, tenemos que el nticleo de 7 contiene al
submédulo generado por las f;. Sea ahora (pi(x),...,p,(z)) un elemento del
nicleo de n. Debemos demostrar que este elemento esta generado por las f;.
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Observe primero que

(2?,0,0,...,0) = fl+(a,11,a12,...,a,1n)
(O7x707‘”70> = f2+(a2laa227”‘7a2n)

(0707 .- .,O,ZE) = fn + (anluan27 .- '7ann>
Tenemos entonces que

(p1(2),0,0,...,0) = M(z,o,o,...,o)+(p1(0),0,0,m,0):

= q(z)fi(z) +c

0,0,...,0,pa(z)) = M(0,0,...,O,@—I—(0,0,...,O,pn(O)):

= qu(2)fulz) +Cn

donde cada ¢; es un vector cuyas entradas son constantes. Asi, tenemos que
(pl(«ff),pg(lf), s >pn(x)) = Z%fz + C
i=1

donde C' = (dy,ds,...,d,) es un vector cuyas entradas son constantes. Resta
demostrar que d; = 0 para toda i = 1,...,n. Aplicando n a la ecuacién
anterior obtenemos

0 = nl(pi(x),p2(),...,pu(x)))

= (ZQifi+C>

= Z an(fi) +n(C)

0 + n((dl, dg, P ,dn))
diuy + dous + - - - + dyuy,

Como las u; son una base de V', tenemos que d; = 0 para toda i =1,...,n.
U
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Definicién 227. El determinante de la matriz xI — A se llama el polinomio
caracteristico de A. Las raices en el campo k de este polinomio se llaman
los valores propios de la matriz A.

Observacién 228. Algunas veces uno se refiere a los “factores invariantes
de A” cuando en realidad quiere decir los “factores invariantes de xI — A”.

Lema 229. FEl polinomio caracteristico de A es un polinomio monico de gra-
do n, y es el producto de los factores invariantes de xI — A (hasta asociados).
Todos los factores invariantes de xI — A son diferentes de cero, y por tanto
pueden elegirse como polinomios monicos. La forma normal de Schmid para
xl — A se ve

o O =
o = O
o O

dl (33)
dg(.l’)

ds(x)

donde los d;(x) son polinomios ménicos no constantes y d;(x) divide a d;1(x)
para toda i = 1,...,s — 1. El polinomio ds(x) (es decir, el ultimo factor
invariante de la matriz x1 — A) se llama el polinomio minimo de la matriz

A.

Demostracion: En el determinante, el inico polinomio de grado n que aparece
es cuando se multiplican todos los  — a;;. En general, el determinante siem-
pre es el producto de los factores invariantes (hasta asociados), y como el
determinante en este caso es un polinomio no nulo, ninguno de los factores
invariantes puede ser cero. La forma normal de Schmidt se sigue de este hecho
(note que pueden no aparecer unos en la diagonal). O

Corolario 230. Sean dy(x),...,ds(x) los factores invariantes no constantes
de x1 — A. Tenemos que como k[x]-mddulos, V (T') es isomorfo a
MO . HA M
<di(x) > <dy(x)>
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Demostracion: Se sigue del Teorema 226, del Lema 229, y del Teorema 196.
]

Definicién 231. Sean k& un campo, n un entero positivo, A y B matrices
de n por n. Decimos que A es conjugada a B (o similar a B segin otros
autores) si existe una matriz invertible P de n por n tal que A = PBP™'.

Observacién 232. La relacion “ser conjugada a” es una relacion de equiv-
alencia (véase el Ejercicio 259). Asi, en lugar de decir que A es conjugada a
B, a veces simplemente decimos que A y B son conjugadas.

Proposicién 233. Sean V', W espacios vectoriales sobre k, T y U transfor-
maciones lineales de V en'V y de W en W respectivamente. Sean o y 3 bases
de V y W respectivamente, y sean A y B matrices que representan a T y U
es estas bases. Entonces V(T') y W(U) son isomorfos como klxz]-mddulos si
y solo si A y B son matrices conjugadas.

Demostracion: Recordemos (Ejemplo 136) que un homomorfismo de V(T")
en W(U) es una transformacién lineal f : V — W tal que foT = U o
f. Este homomorfismo es un isomorfismo de k[z]-mddulos si y sélo si f es
ademas un isomorfismo de k-espacios vectoriales. Supongamos que existe tal
f isomorfismo, y sea ) la matriz de f con respecto a las bases a en V' y
B en W. De la igualdad foT = U o f se sigue que QA = BQ, por lo que
B = QAQ™!, es decir, A y B son matrices conjugadas. Inversamente, si Q
es una matriz invertible tal que B = QAQ ™!, se sigue que QA = BQ. Sea
f 'V — W la transformacién lineal cuya matriz en las bases oy ( es Q).
Tenemos que foT = Uo f, y como @ es invertible, f es un isomorfismo. [J

Proposicién 234. Sean V;(T;) k[z]-mddulos tales que V(T') = @, Vi(T;).
Sean «; bases de los V;, y sean A; las matrices de los T; con respecto a estas

bases. Sea « la base de V' obtenida al juntar aq, s, ..., a,, y sea A la matriz
de T' con respecto a la base o. Entonces
A 0 O
0 Ay O
A= 0 O
An—l
An

Es decir, la matriz A se obtiene colocando los bloques A; diagonalmente y
rellenando las demds entradas con ceros.
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Demostracion: Se sigue de que la transformacién lineal T se restringe a cada

V; como T;. O
Teorema 235. Sean k un campo, V un k-espacio vectorial, (uy, ..., u,) base
de Vsobrek, T: V— Vuna transformacion lineal, T(u;) = Z?:l a;uj, 1=
L,...,n. Sea A" = (a;j)' = (aji) la matriz de T con respecto a la base
(ug,...,up), y sean di(x),...,ds(x) los factores invariantes no constantes
de la matriz xI — A. Sean Vi(T;) tales que Vi(T;) = k[z]/ < d;(x) > para
toda v = 1,...,s. Sean A; matrices que representan a las T; con respecto a

algunas bases, y sea B la matriz que se obtiene alineando a los bloque A; por
la diagonal y rellenando las demds entradas con ceros. Entonces A y B son
matrices conjugadas.

Demostracion: Por el Corolario 230, el k[z]-mddulo V(T) es isomorfo a la
suma directa de los V;(T;). Por la Proposicién 234, a esta suma directa le
corresponde la matriz B. Por la Proposicién 233, A y B son matrices conju-
gadas. O

7.3. Forma candnica racional.

Definicién 236. Sea d(z) un polinomio ménico de grado m > 0 en klz],
digamos
d(x) = 2™ + by 2™ 4 4 by

La matriz companera de d(x) es la matriz C' de m por m dada por

000 —bg
100 —b
c=|010 —b,
0 0 1 —bn

Es decir, la entrada c¢;; de C'es 1 si ¢ = j+ 1, =b;_y si j = m, y cero en
cualquier otro caso.

Observacién 237. Algunos autores definen a la matriz compafera de d(z)
como la transpuesta de la matriz dada en la Definicién 236.
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Observacién 238. Sea d(z) = 2™ + by, 2™ 1+ -+ + by, y sea C' la matriz

companera de d(x). Sea ey,...,e, la base canénica de k™. Entonces Ce; =
ea; Cey =e3; Cez =e4 ... Cep_1 = ey Cep = —bger — bieg —
e — by 1Em.

Ejemplo 239. La matriz compaiiera del polinomio ménico z® — 522 +7x +8

es
00 -8
1 0 =7
01 5

Proposicién 240. Sea d(x) = 2™ +by,_12™ ' +- - -+by un polinomio mdnico
en klz] de grado m > 0, y sea C la matriz companera de d(z). Sea V =
E™, y sea T 'V — V la transformacion lineal que en la base candnica
estd representada por la matriz C. Entonces V(T') es isomorfo a klx]/ <
d(x) > como k[z]-mddulos.

Demostracion: Seaey, ..., e, labase canénicade V. Sea f : k[z] — V dada
por f(p(x)) = p(x) - e1, donde esta ultima expresion representa la accién del
polinomio p(z) en e;. Note que f(1) = 1-e; = ey, que f(z) = x-e; = Ce; = e,
que f(2?) = C?%¢; = C(Cey) = Cey = e3, y que f(z™ 1) = e, por lo que f
es suprayectiva. Por el Primer teorema de isomorfismo (Teorema 137), basta
demostrar que el niicleo de f es el submédulo de k[x] generado por d(x).
Tenemos que f(d(x)) = d(x) - e; = bpey + bz -eg + -+ + by12™ ! e +
z™ - e = b0€1 + 61061 + -+ bm_lCm‘lel + Om€1 = 6061 + b1€2 + 6263 +
oo+ byu1e, + Ce, = 0, por lo que el nucleo de f contiene al submédulo
< d(z) >. Inversamente, sea g(x) un elemento del niicleo de f, y escribamos
g(x) = q(z)d(z)+r(x). Tenemos que demostrar qur r(z) es el polinomio cero.
Supongamos que r(x) no es el polinomio cero, sino un polinomio de grado
estrictamente menor que el grado de d(x), digamos r(z) = ro+riz+---+rat
con t < m. Como < d(z) > estd en el nicleo de f, tenemos que 7(z) también
estd en el nicleo, por lo que 0 = r(x)-e; = roe;+riea+- - -+rie. 1. Pero los e;
son linealmente independientes, por lo que r; = 0 para toda 7, contradiciendo
el hecho de que r(x) no fuera cero. O

Teorema y definicion 241. Sea A una matriz cuadrada con entradas en

un campo k. Sean di(x),...,ds(x) los factores invariantes mdnicos no con-
stantes de la matriz xI — A, y sean Ay, ..., A, las matrices companeras de
los di(z), ..., ds(x) respectivamente. Sea B la matriz cuadrada que se obtiene

52



alineando los bloques A; a lo largo de la diagonal y rellenando con ceros los
lugares restantes, es decir

A, 0 O
0 Ay, 0
B = 0 O

As—l
As

Entonces A y B son matrices conjugadas. A la matriz B se le llama la forma
canodnica racional de la matriz A.

Demostracion: Sea d;(x) un factor invariante cualquiera de 1 — A de grado
m;. Por la Proposicion 240, k[z]/ < d;(xz) > es isomorfo a un V;(7;) donde
V; = k™ y T es la transformacién lineal de V; en V; cuya matriz con respecto
a la base candnica de V; es A;. Por el Teorema 235 tenemos que A y B son
matrices conjugadas. O

Observacién 242. Si se pide que los bloques aparezcan en el orden en que
sugieron los factores invariantes, la matriz B es unica.

7.4. Forma canonica de Jordan.

Definicién 243. Sean a un escalar en k y m un entero positivo. El bloque
de Jordan de tamano m con valor propio « es la matriz J,,(a) de m por m
dada por

a 1 0 ... 0

0 o 1 0 ... 0

0 0 o 1 0O ... 0
C =

0 0 a 1

0 0 0 «

Es decir, la entrada (i,j) de J,(«) es 1si j =i+ 1, asi j =i,y cero en
cualquier otro caso.

Observacién 244. Algunos autores definen al bloque de Jordan J,,(«) como
la transpuesta de la matriz dada en la Definicion 243.
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Observacién 245. Sea C' el bloque de Jordan de tamano m con valor propio
a. Sea eq,...,e, la base candnica de k™. Entonces Ce; = aey; Cey =
aes+e; Cezs=aes+e ... Cep_1=aep_1+6emo;, Ce,=ae,+
em_1. Se sigue que (C — al)e, = en,_1; (C —al)’e, = (C —al)e, 1 =
em—2;-..;(C—al)™" e, =e;(C—al)"e, = (C —al)e, =0.

Ejemplo 246. El bloque de Jordan de tamano 3 con valor propio -2 es

-2 1 0
0 -2 1
0 0 =2

Proposicién 247. Sea C' = J,,(a) el blogue de Jordan de tamarno m con
valor propio a. Sea V- = k™, y sea T : V. — V la transformacion lineal
que en la base candnica estd representada por la matriz C. Entonces V(T')
es isomorfo a klz]/ < (xr —a)™ > como klx]-mddulos.

Demostracion: Sea f : kjz] — V(T') dada por f(p(z)) = p(x)-en,. Tenemos
que f es un homomorfismo de k[z]-mddulos. Por la Observacion 245, f es
suprayectiva. Por el Primer teorema de isomorfismo (Teorema 137) basta
demostrar que el niicleo de f es el submédulo < (x—a)™ >. Como V(T) tiene
dimensién m, se sigue que el nicleo de f tiene codimensién m en k[z], que es
la misma codimensién que tiene < (x — a)™ >, por lo que basta demostrar
que (z — )™ estd en el nicleo de f. Otra vez por la Observacién 245 se tiene
fl(z —a)™) = (z — a)™ey, = 0. O

Lema 248. Sea D un dominio de ideales principales, y sean oy, ...,ap € D
primos relativos dos a dos en D. Entonces

D/ < ajag..ap >2 @l D/ < a; > .

Demostracién: Empiece con el médulo @®!_,D/ < a; >. Considere la repre-
sentacion matricial diagonal que lo origina. Observe que la forma normal de
Schmid de dicha representacién consta de unos en la diagonal y una tnica
entrada diferente de uno, a saber, a, ..., ;. O

Corolario 249. Sea d(x) un polinomio que se factoriza totalmente en klx],
digamos d(z) = (x — aq)™ ... (x — o)™ Entonces

K]/ < d(z) >= &iHz]/ < (@ —a)™.
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Demostracion: Fsun caso particular del Lema 248 para el dominio de ideales
principales k[z]. O

Corolario 250. Sea d(x) un polinomio que se factoriza totalmente en klx],
digamos d(z) = (x — aq)™ ... (x — ay)™. Sea B la matriz que se obtiene
alineando los bloques de Jordan J,(«;) para i = 1,...,t por la diagonal
y rellenando las demds entradas con ceros. Sea T la transformacion lineal
asociada a la matriz B, y sea V' el dominio de T'. Entonces V(T') es isomorfo
a klz]/ < d(x) > como klz]-mddulos.

Demostracion: Se sigue del Corolario 249 y la Proposicién 247. O

Teorema y definicién 251. Sea A una matriz cuadrada con entradas en un
campo k. Sean dy(x), ..., ds(x) los factores invariantes mdnicos no constantes
de la matriz xI — A, y supongamos que todos ellos se factorizan totalmente
sobre k, digamos d;(z) = (x —aq)j} ... (x—au,)}}. . Sea B la matriz cuadrada
que se obtiene alineando todos los posibles bloques de Jordan Jp,(oi;) a lo
largo de la diagonal (en cualquier orden) y rellenando con ceros los lugares
restantes. Entonces A y B son matrices conjugadas. A la matriz B se le
llama la forma canonica de Jordan de la matriz A. Esta matriz es unica

excepto por el orden de los bloques de Jordan a lo largo de la diagonal.

Demostracion: Sea T la transformacion lineal dada por la matriz A. Sea
d;(x) un factor invariante cualquiera de xI — A de grado m;. Sea A; la matriz
que se obtiene alineando los bloques de Jordan .J,,, () fijando la i y dejando
variar la j = 1,...,my,. sean T; la transformacion lineal determinada por la
matriz A;, y sea V; el dominio de T —i. Por el Corolario 250, kx]/ < d;(x) >
es isomorfo a V;(T;). Sea B la matriz que se obtiene alineando los bloques A;
por la diagonal y rellenando con ceros los demés lugares. Por el Teorema 235
tenemos que A y B son matrices conjugadas. La unicidad de la matriz B
(hasta permutacién de los bloques de Jordan) se sigue de que los bloques
de Jordan determinan (las factorizaciones de) los factores invariantes de la
matriz zI — A. O

7.5. Ejercicios.

Ejercicio 252. Para cada uno de los siguientes cocientes de Z", descompdnga-
lo como suma directa de un grupo finito y un grupo libre. Calcule el rango de
la componente libre. Calcule la descomposicion de la componente de torsiéon
como suma directa de grupos ciclicos cuyos 6rdenes son potencias de primos.
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ZQ
< (1,3),(2,4) >

ZQ
< (2,6) >

Z2
<(2,4),(—-4,4),(2,6) >

Z3
<(2,1,4),(—1,2,4),(3,5,6) >

ZS
<(2,1,4),(—1,2,4),(3,5,6),(2,0,8) >

Z3
< (2,9,10),(0,3,-6),(0,0,6) >

Ejercicio 253. Calcule el nimero de grupos abelianos no isomorfos de los
siguientes 6rdenes:

m 8
11
12
s 16
s 18
= 25
= 180

Ejercicio 254. Calcule la matriz companera de cada uno de los siguientes
polinomios ménicos:

w 2+ 5% —dr 42
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w23 —3r+38
a3
|

. (@ - 122 +2)

Ejercicio 255. Calcule los bloques de Jordan de cada una de las siguientes
potencias:

" (m—l)2
w (z—1)3
= (z+1)°
g —2

» (z+3)°

Ejercicio 256. Para cada una de las siguientes matrices sobre C (el campo de
los niimero complejos), calcule su polinomio caracteristico, su polinomio mini-
mo, sus valores propios, sus factores invariantes, su forma canodnica racional,
y su forma candnica de Jordan.

o7



)
)

)
)

-1 0

(

0
-3

(5

(5
(

(

5 8

0 5

4 7
-5
a b

0 c

(dar la respuesta por casos)

S O M

S AN O

— O O

-1 0 0

(

6 7 2
0 6 —4
0 0 -1

2_6
~ © O

O O O
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6 7 2
0 5 —4
00 6

Ejercicio 257. Para cada uno de los siguientes conjuntos de factores in-
variantes, determinar el polinomio caracteristico, el polinomio minimo, los
valores propios, y la forma canénica de Jordan de la matriz original: (nota:
se omiten los factores invariantes constantes)

w di(z) = (z — 1)(z — §>32; do(z) = (z — 1)*(z — 5)3; dz(z) =

= (z+ 1)2%‘—1); do(z) = (x+1)3(x —1)*(x +2); ds(z) =

v di(z) =2+ 4; dy(z) =+ 4 ds(x) =z +4

w di(z) =2+ 4 do(z) = (z + 4)% d3(z) = (x +4)3

v di(z) = z(z+1)(z — 2); do(z) = z(x 4+ 1)*(z — 2)®

Ejercicio 258. Para cada una de las siguientes formas candnicas de Jordan,
determinar los factores invariantes, el polinomio caracteristico, el polinomio
minimo y los valores propios de la matriz original:

(55)
(i)

59



o O [

— O O

O O O

o O [

S © O

O O O

[es BN eniiNe)

oS © O

o O O

001_
OO_O

S0 o O

0 O O O

001_
OO_O

— 0 o o

0 O O O

000_

S — 0 O
— 0 O O

0 O O O

60



51 00
0500
00 51
000 5
5 0 00
0500
0051
000 5
5 0 00
0500
00 50
000 5

En las siguientes matrices, se indican sélo los bloques de Jordan (las
demés entradas son cero):

J2(1)
Js(1)
Ja(1)
Jo(1)

J2(0)
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J3(2)
J1(2)
J4(6)
Jo(=3)

J3(2)

J7(5)

J2(5)
J1(5)
J1(5)
J1(5)

71(0)
J1(2)
Ti(~2)
J1(3)
Ji(4)
Ji(=3)

J1(2)

J3(7)

Jo(T7)

J3(2)
Ja(4)
J2(5)
J3(5)
Ji(7)
J3(7)

J2(2)
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Ji(1)

Jo(1)

(1)

J1(2)

J2(2)

J2(2)

Ja(1)

J1(3)

J2(3)

J3(1)

J1(4)

Jo(4)

Ji(4)

J1(2)

J1(5)

Ja(5)

J5(2)

J1(6)

Jo(6)

Js(3)

Ji(7)
J1(8)

J2(7)
J2(8)

J7(7)
Js(8)

J7(4)
Js(4)

Ejercicio 259. Sean A, B y C' matrices. Demuestre lo siguiente:
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s A es conjugada a A
= si A es conjugada a B entonces B es conjugada a A

= si A es conjugada a By B es conjugada a C' entonces A es conjugada

aC.

Ejercicio 260. Sea A una matriz con coordenadas en un campo k. De-
muestre que el producto de todos los factores invariantes de x1 — A es igual
al polinomio caracteristico de A. Concluya que el polinomio minimo de A
divide al polinomi caracteristico de A.

Ejercicio 261. Sea A una matriz con coordenadas en un campo k. Demuestre
que todos los factores invariantes de xI — A se factorizan totalmente en kx|
si y sélo si el polinomio caracteristico de A se factoriza totalmente en kz].

Ejercicio 262. Sean A y A’ matrices cuadradas con entradas en un campo
k. Suponga que xI — Ay xI — A’ tienen los mismos factores invariantes.
Demuestre que A y A’ tienen el mismo polinomio caracteristico, el mismo
polinomio minimo, y la misma forma canodnica racional. Si ademas su poli-
nomio caracteristico se factoriza totalmente sobre k, demuestre que A y A’
tienen la misma forma canodnica de Jordan.

Ejercicio 263. Dé un ejemplo de matrices cuadradas que tengan los mismos
polinomios mimos y los mismos polinomios caracteristicos pero que tengan
diferentes factores invariantes. ;Cudl es el menor tamano n para el que se
puede dar un contraejemplo asi?

Ejercicio 264. Sean A y A’ matrices cuadradas sobre un campo k. De-
muestre que son equivalentes las siguientes condiciones:

» Ay A’ son conjugadas
m v/ — Ay axl — A tienen los mismos factores invariantes
s Ay A’ tienen la misma forma candnica racional

Si ademds los polinomios caracteristicos de A y A’ se factorizan totalmente
sobre k, demuestre que las anteriores condiciones son equivalentes a que A
y A’ tengan la misma forma canénica de Jordan (hasta permutacién de los
bloques de Jordan).
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Ejercicio 265. Demuestre que dos bloques de Jordan diferentes (ya sea de
diferente tamano o con diferente valor propio) no son matrices conjugadas.

Ejercicio 266. ;Es posible que la forma canénica racional de una matriz
coincida con su forma canodnica de Jordan?

Ejercicio 267. Sean A una matriz cuadrada y R su forma canodnica racional.
Demuestre que la forma candnica racional de R es R.

Ejercicio 268. Sea A una matriz cuadrada cuyo polinomio caracteristico
se factoriza totalmente sobre el campo k, y sea J su forma candnica de
Jordan.. Demuestre que el polinomio caracteristico de J es igual al polinomio
caracteristico de A, y que la forma canoénica de Jordan de J es J.

Ejercicio 269. Sea A una matriz cuadrada. Decimos que A es diagonaliz-
able si A es conjugada a una matriz diagonal. Demuestre que son equivalentes
las siguientes condiciones:

= A es diagonalizable
= la forma canoénica de Jordan de A es una matriz diagonal
= ¢l polinomio minimo de A no tiene raices multiples

Ejercicio 270. Sea A una matriz cuadrada. Demuestre que el polinomio
caracteristico de A coincide con el polinomio minimo de A siy sélosi ol — A
tiene un unico factor invariante no constante.

Ejercicio 271. Sea A una matriz cuadrada. Demuestre que si el polinomio
caracteristico de A se factoriza totalmente sobre k y no tiene raices multiples,
entonces A es diagonalizable. Dé un ejemplo de una matriz diagonalizable
cuyo polinomio caracteristico se factoriza totalmente pero tiene raices multi-
ples.
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El mejor texto para estudiar este tipo de curso es [2].

Yo exhorto a mis alumnos a usar la computadora para generar con facili-
dad ejemplos de lo que aprendemos en el curso. Uno de los mejores programas
de algebra que hay disponibles sin costo es GAP [1]. Pueden ir a la pagina de
internet indicada y seguir las instrucciones para bajar GAP a su computadora
personal.
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