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Introduccioén.

Esta es la Guia para la parte de Matematicas del Examen de Admisiéon a la
Licenciatura en la Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la Universidad
Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, y fue escrita por Luis Valero Elizondo.
En mi pagina de internet pueden encontrar una versiéon en formato pdf con
estas notas, asi como un examen de practica interactivo en dos versiones
(formato usual de examen de opcién miltiple o en forma de un juego de
maratén). Mi direccién de internet es

http://www.fismat.umich.mx/"valero/

Esta guia presenta en forma muy resumida los prerrequisitos matematicos
para poder entrar a los cursos iniciales en la Licenciatura. Es el material que
usualmente se cubre en los cursos de Algebra, Trigonometria, Geometria
Analitica y Calculo Diferencial e Integral del bachillerato en Ciencias Fisico-
Matematicas. Se incluyen problemas resueltos, muchos de los cuales han
aparecido en el examen de admisién a la Licenciatura en la Facultad. Es
posible que examenes futuros incluyan preguntas diferentes; sin embargo,
creemos que si un alumno aprende a resolver todos los problemas de esta
guia, sera capaz de aprobar el examen que le corresponda hacer.

Al final de la Guia aparece un indice analitico, donde las referencias indi-
can el nimero de seccién en que aparece la entrada: por ejemplo, la definicién
de angulo recto esta en la Seccién 21. También se incluye una bibliografia
minima con los textos mas usados para preparar estos temas.

Si usted descubre algin error en esta Guia (de cualquier tipo: matemadtico
o tipogréfico), le agradeceré me lo haga saber en un correo electrénico a
valero@fismat.umich.mx. Espero que esta Guia le sea de utilidad para
preparar su examen de admision a la Licenciatura.

1 Aritmética real y entera.

Seccién 1. Los nimeros naturales son 1,2,3,4,.... Decimos que un
numero natural a divide al niimero natural b (o bien, que b es un miltiplo
de a, o que a es un factor de b) si existe un nimero natural ¢ tal que b = ac.
Un nimero natural es un niimero par si es divisible por 2, y es un niimero
impar si no es divisible por 2.



Secciéon 2. Un nimero natural p mayor que uno es un nimero primo
si sus unicos factores son uno y p. Todo nimero natural mayor que uno
se factoriza de manera tnica como producto de nimeros primos elevados a
ciertas potencias.

Seccion 3. El maximo comun divisor de dos ntimeros naturales es el
mayor de sus divisores comunes, y es el producto de los factores primos
comunes a ambos numeros elevados a las menores potencias. El minimo
comin multiplo de dos nimeros naturales es el menor de sus multiplos
comunes, y es el producto de sus factores primos comunes y no comunes,
elevados a las mayores potencias.

Secciéon 4. Los ntimeros enteros son los naturales, sus negativos y el
cero. Los niimeros racionales son aquellos que se pueden escribir como el
cociente de dos nimeros enteros. Todo niimero racional tiene una expansion
decimal periddica. Los niimeros irracionales son aquellos nimeros que
tienen expansiones decimales que no son periddicas. Los nimeros reales
constan de los niimeros racionales y los ntimeros irracionales. Los niimeros
positivos son aquellos nimeros que son mayores que cero, y los niimeros
negativos son aquellos niimeros que son menores que cero. Decimos que
a es menor que b (o equivalentemente, que b es mayor que a), si b — a es
positivo. Definimos el valor absoluto de un nimero real a, denotado |al,
de la siguiente forma: si a es positivo, entonces |a| = a; de lo contrario,
definimos |a| = —a. Note que | — a| = |a|, y que |0] = 0. La distancia entre
dos niimeros reales a y b es |a — b, es decir, el valor absoluto de su diferencia.

Seccién 5. Los axiomas de campo de los nimeros reales son los siguientes.
Sea R el conjunto de los niimeros reales, y denote el producto de reales a y
b por a- b.
1. La suma es asociativa, es decir, para cualesquiera a,b y ¢ en R se tiene
a+ (b+c)=(a+b)+ec

2. La suma es conmutativa, es decir, para cualesquiera a y b en R se
tiene a+ b= b+ a.

3. La suma tiene un elemento neutro (llamado cero), es decir, existe 0
en R tnico tal que para todo a en R se tiene a + 0 = a.

4. La suma tiene inversos, es decir, para todo a en R existe un tnico
elemento b tal que a+ b= 0. A b se le llama el inverso aditivo de a,
y se le denota —a.



5. El producto es asociativo, es decir, para cualesquiera a,b y ¢ en R se
tiene a- (b-c) = (a-b)-c.

6. El producto es conmutativo, es decir, para cualesquiera a y b en R se
tiene a- b= b- a.

7. El producto tiene un elemento neutro (llamado uno), es decir, existe 1
en R tnico tal que para todo a en R se tiene a- 1 = a.

8. Los elementos distintos de 0 tienen inversos multiplicativos, es decir,

para todo a en R con a # (), existe un unico elemento b tal que a-b = 1.

A b se le llama el inverso multiplicativo de a, y se le denota a=! o

1/a.

9. El producto distribuye a la suma, es decir, para cualesquiera a,b y c
en R se tiene a- (b+¢) = (a-b) + (a- ¢).

Observe que normalmente escribimos ab en lugar de a - b.

Seccién 6. Los axiomas de orden de los niimeros reales son los siguientes:
para todos nimeros reales a, b, ¢, d se tiene que

e (tricotomia) Para cada nimero real a, se da uno y sélo uno de los
siguientes tres casos: a =0; a < 0; a > 0.

e Sia>0yb>0entoncesa+b>0yab>0.
e Sia > b entonces a + ¢ > b+ ¢ para cualquier c.

Seccién 7. Hay un iltimo axioma de los nimeros reales, el llamado axioma
del supremo o axioma de completez, que se estudia en los cursos de
calculo avanzado.

Seccién 8. Las siguientes propiedades de los nimeros reales se pueden
demostrar a partir de los axiomas: para cualesquiera ntimeros reales a, b, ¢, d

e a0 = 0 para todo nimero real a.

Siab=0entoncesa=00b=0.

e a>bsiysolosia—0b>0.

Sia>0byb>centonces a > ¢ (transitividad del orden).
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e Sia>byc> 0 entonces ac > be.
e Sia>byc<0 entonces ac < be.
e Sia>byc>dentonces a+c>b-+d.

Seccién 9. Las siguientes propiedades se conocen como las leyes de los
signos: para todos a y b nimeros reales, se tiene que

e (—a)b= —ab=a(-0b)
o (—a)(—b) =ab

Seccion 10. Si a es un numero real y n es un numero natural, definimos
la exponenciacion a” como el producto de a consigo mismo n veces. Por
definicién, a' = a y a® = 1, pero 0° no est4 definido. Si a es diferente de cero,
definimos a=" como 1/a". Note que si a es cero, 1/a no esta bien definido, es
decir, no se puede dividir por cero. Si a es un niimero real positivo y n es
un ndmero natural, definimos a!/™ como la raiz n-ésima de a, es decir, como
el nimero positivo que elevado a la n es igual a a. En particular, la raiz
cuadrada de a es a'/?, se denota +/a, y es el tinico niimero positivo tal que
(v/a)? = a; la raiz ciibica de a es a'/?, se denota 3,/a, y es el tinico niimero
positivo tal que (3y/a)® = a. En general denotamos la raiz n-ésima de a como
"/a. Sia es un nimero real positivo y n, m son nimeros naturales, definimos
a™™ como ™v/a", que es lo mismo que (™y/a)". También definimos a~ /™)
como 1/a™™. Si a es negativo, sus raices impares estdn bien definidas en los
nimeros reales, pero sus raices pares no lo estan. Por ejemplo, la raiz ciibica
de -8 es -2 (pues (—2)® = —8), pero la raiz cuadrada de -1 no es un nimero
real.

Seccién 11. Las reglas de exponenciacion son las siguientes, que se
cumplen para cualesquiera niimeros x, y reales positivos y a, b racionales:

° xa—i—b _ ([Ba)(l'b>
° mab — (xa)b
o (zy)" = (2")(y")

o VI =VE



Seccién 12. Si a, b, ¢ son niimeros reales con a positivo, y tales que a®

decimos que b es el logaritmo de ¢ con base a, y lo denotamos b = log,(c).
El logaritmo de x con base e se llama logaritmo natural, y se denota In x.
Al logaritmo de x con base 10 se le denota usualmente log(z). Los logaritmos
cumplen las siguientes propiedades andlogas a la exponenciacion:

:C,

e log,(ab) = log,(a) + log,(b)

(
o log,(a’) = blog,(a)
e log, (x)=1
e log,(1)=0

Ejercicios resueltos de Aritmética real y entera.

Ejercicio 1. Calcule el médximo comun divisor de 36 y 90.

(a) 36 (b) 90 (c) 18 (d) 3 (e) 1

Solucién: (c) Factorizando ambos nimeros tenemos que 36 = 22 - 3% y
90 = 2-3%2.5. Los primos comunes son 2 y 3; la menor potencia a la que
aparece 2 es 1, y la menor potencia a la que aparece 3 es 2, por lo que el
méximo comun divisor de 36 y 90 es 2! - 32 =2-9 = 18.

Ejercicio 2. Calcule el minimo comtn multiplo de 36 y 90.
(a) 36 (b) 90 (c) 3240 (d) 180 (e) 360

Solucién: (d) Factorizando ambos ntimeros tenemos que 36 = 2% - 3% y
90 = 2-32-5. Los primos comunes y no comunes son 2, 3, y 5; la mayor
potencia a la que aparece 2 es 2, la mayor potencia a la que aparece 3 es 2, y
la mayor potencia a la aparece 5 es 1, por lo que el minimo comin multiplo
de 36 y 90 es 22-3%.51 =4.9.5 = 180.

Ejercicio 3. Ordene los siguientes niimeros reales de menor a mayor: 0,1,
6/5, 10/7,4/3,2, —/17, —4. ;Cual ordenamiento es incorrecto?

(a)1<6/5<2 (b)1<10/7<2 (c)6/5<10/7 (d) 10/7 <
V3 (e) —4< —V17
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Solucién: (e) Claramente tenemos —4 < 0 < 1 < 2. Falta ubicar a
6/5,10/7, v/3 v —V/17. Note que 6/5 es una fraccién porque 5 no divide a
6. Localizando a los multiplos de 5 que rodean a 6 tenemos que 5 < 6 < 10;
dividiendo todo por 5 nos queda 1 < 6/5 < 2. Andlogamente tenemos que
1 < 10/7 < 2, pero debemos poder comparar 6/5 con 10/7. Usando un
comun denominador de 35, tenemos que 6/5 = 42/35, y que 10/7 = 50/35;
como 42 < 50, se sigue que 6/5 < 10/7. Para ver dénde ubicar a v/3, elevamos
los otros ntmeros al cuadrado: 1' = 1 < (6/5)* = 36/25 < (10/7)* =
100/49 < 22 = 4. Es decir, ahora nos fijamos en 1 < 36/25 < 100/49 < 4,
y nos preguntamos dénde ubicar al cuadrado de v/3, que es 3. Vemos que
3 = 147/49, por lo que 100/49 < 3 < 4, y sacando raiz cuadrada nos queda
que 10/7 < V3 < 2. Para los negativos, primero vemos que 16 < 17, y
sacando rafz cuadrada queda que 4 < v/17. Multiplicando por —1 se cambia
la direccién de la desigualdad y vemos que —v/17 < —4. La respuesta final
es: —V1T< —4<0<1<6/5<10/7T<+3<2.

Ejercicio 4. Calcule el valor absoluto de v/3 — 2.

@2-v3  (d)Vv3-2 ()2 (V3 (e)6

Solucién: (a) Para calcular el valor absoluto, note primero que V3 <2,
por lo que V3 — 2 < 0, asi que |\/§—2| :—(\/5—2):2—\/5.

Ejercicio 5. Simplifique 7° - 74
(a) 7° (b) 7% (c) 140 (d) 7 (e) 76

Solucién: (a) 7° - 74 =77t =79,

Ejercicio 6. Simplifique 7°/73
@7 (BT (@7 (@7  (e)15

Solucién: (¢) 73/73 =75.773 =73 =72

Ejercicio 7. Simplifique (7°)?
(a) 73 (b) 77 (c) 7 (d) 7 (e) 77

Solucién: (d) (7°)% = 752 = 710

Ejercicio 8. Simplifique 3v/76
(a) 78 (b) 7° (c) 7° (d) 18 (e) 77

Solucién: (e) 3y/76 = (76)1/3 = 76:(1/3) = 72,
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Ejercicio 9. Simplifique (v/7)*
(a) 72 (b) 7 (c) 7 (d) V7 (e) 1/7

Solucién: (a) (v/7)* = (7Y/2)* = 71/24 = 72,

Ejercicio 10. Simplifique 772
(a) 1/49 (b) 1/7 (c) 49 (d) 14 (e) —14

Solucién: (a) 772 = 1/(7?) = 1/49.

Ejercicio 11. Simplifique log,(2)
(a) 1 (b) 2 (c) 4 (d) logy(1) (e) 0
Solucién: (a) log,(2) = 1, pues 2! = 2.

Ejercicio 12. Simplifique log,(1)
(a) 1 (b) 2 (c) 0 (d) 4 (e) 3

Solucién: (c) logy(1) = 0, pues 2° = 1.

Ejercicio 13. Simplifique log,(8)
(a) 4 (b) 2 (c) 16 (d) 8 (e) 3

Solucién: (e) log,(8) = log,(2%) =3

Ejercicio 14. Simplifique log,(5) + log,(7)
(a) log,(12) (b) log,(35) (c) 35 (d) 12 (e) 24

Solucién: (b) log,(5) +log,(7) =log —2(5 - 7) = log,(35)

Ejercicio 15. Simplifique — log,(7)
(a) logy(1/7) (b) logy(=7) (c) log_5(7) (d) log, 7 (e) —14

Solucién: (a) —logy(7) = logy(771) = log,(1/7)

Ejercicio 16. Simplifique log,(14) — log,(7)
(a) 1 (b) log, 7 (c) 7 (d) 0 (e) 2

Solucién: (a) logy(14) — logy(7) = logy(14) + logy(1/7) = log,(14/7) =
logy(2) =1

Ejercicio 17. Simplifique log,(5%) + log,(5%)
(a) logy(5) (b) logy(5) (c) logy(5°) (d) 5 (e) log,(5M)
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Solucién: (e) logy(5?) + logy(5%) = log, (5% - 5%) = log,(5'!)

Ejercicio 18. Encuentre el Paso en el que se cometié un error en esta de-
mostracion incorrecta de que 2 = 1:

1. Sean x,y numeros reales no cero tales que r = y;

2. Muliplique por x: z* = xy;

3. Reste y*: 2 —y? = xy —y%

4. Factorize: (x—y)(z+y) =(r—vy)y;

5. Cancele x — y: TH+Yy=1y;

6. Sustituya z = y: 2y = y;

7. Divida por y, que no es cero: 2=1
(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 (e) 7

Solucién: (d) El Paso incorrecto fue cuando se cancel6 « — y, pues no se
puede dividir por cero, y x —y = 0.
Ejercicio 19. Calcule la distancia entre log,(14) y log,y (7).
(a) logy(14)  (b) logy(7) ()7 (d)0  (e)1
Solucién: (e) La distancia entre estos nimeros es |log,(14) — logy(7)| =
| log,y(14) +1ogy(1/7)| = |logy(14/7)| = [log,(2)] = [1] = 1.
Ejercicio 20. Escriba 24/3 como la raiz cuadrada de un namero; 23 =
(@v6 (b VZ (v (A V5 () VI
Solucién: (b) 2v/3 = V43 = V4 -3 = V12.
Ejercicio 21. Si a, b y ¢ son enteros consecutivos, jcual de los siguientes
tiene que ser un nimero entero impar?
(@) a+b+c (b)abe (c)a+b+c+1 (d)ablc—1) (e)abc—1
Solucién: (e) Por fuerza tiene que haber un par entre ellos, por lo que su
producto es par, y abc — 1 es impar.

Ejercicio 22. ;Cual de las siguientes no es una propiedad que se cumple
para cualesquiera nimeros reales x, y?

(@) (-r)y=—ay (b)ay=yr ()azt+y=y+z (d) (z+y)’=
x? +y? () (—2)(—y) = zy

Solucién: (d) Por ejemplo, (1 +1)2=22=4#2=1%2+12
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2 Algebra elemental.

Seccion 13. Los productos notables son las siguientes factorizaciones:

e diferencia de cuadrados: a>—b* = (a—"0b)(a+D)

e cuadrado de un binomio: a’+2ab+b* = (a +b)?
e diferencia de cubos: a® —b* = (a —b)(a® + ab + V?)
e suma de cubos: a®+ 0 = (a+b)(a* — ab+ b?)

e producto de dos binomios: =+ (a+b)z +ab= (v + a)(x +b)

Seccién 14. Sea n un numero natural. El factorial de n, denotado n!, se
define como el producto de todos los niimeros naturales menores o iguales a
n. Por ejemplo 1! =1, 21 =2-1=2,31=3.-2-1=5,41=4-3-2-1=
24, 5! =4-4! =524 = 120. También es conveniente definir el factorial de
0, y por definicién 0! = 1.

Seccién 15. Sean a,b numeros naturales, con a < b. Definimos las combi-

. |
naciones de b en a, denotadas (2), como (Z) = a,(bb;a),.

Seccidén 16. Sea n un numero natural, y sean x, y expresiones. El binomio
de Newton es la siguiente férmula: (z+y)" = 2"+ 2"y + 22" 2y* + - - +
(Til)l.zyn—z et yn

Ejercicios resueltos de Algebra elemental.

Ejercicio 23. Factorice la siguiente expresién: 4z — 9y*
(a) (22 +3y*)(2x +3y*) (b) (22 —3y*)(2z — 3y*) (c) (22 — 3y*)(2z +
3y°) (d) (2 +3y?) (e) (2z —3y?)

Solucién: (c) Diferencia de cuadrados: 422 —9y* = (22—3y?)(2x+3y?)

Ejercicio 24. Factorice la siguiente expresién: 922 + 12z + 4
(a) Bz —2)* (b)3z+2 (c) Bz+2)°* (d) Bz+2)* (e) (2z+3)?

Solucién: (d) Cuadrado de un binomio: 922 + 12z + 4 = (3z + 2)?

Ejercicio 25. Factorice la siguiente expresién: a2 + 2z — 15
(a) (x—3)(z+5)(b) (z+3)(z+5)(c) (z—1)(z+15)(d) (z—3)%(e) (x+5)3
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Solucién: (a) Producto de dos binomios: r?42x—15 = (z—3)(z+5)

Ejercicio 26. Factorice la siguiente expresién: 2% — 8

(@) (z+2)(2*+2z+4) (b) (z—2)(x*+22+4) (c) (z—2)(2* — 2z +
4) (d) (z —2)(2% — 2z — 4) (e) (x—2)3

Solucién: (b) Diferencia de cubos: 23— 8= (r—2)(z* + 2z +4)

Ejercicio 27. Factorice la siguiente expresién: z3 + 8
(a) (x —2)(2? =22 +4) (b) (x+2)(2* — 22 +4) (c) (z — 2)(2® + 2x —
4) (d) (z+2)° (e) (z—2)°

Solucién: (b) Suma de cubos: 2% +8 = (z + 2)(2* — 2z + 4)

Ejercicio 28. Factorice la siguiente expresién: x7 — 1623

(a) 2%(x = 2)*(2* +4)  (b) (x = 2)°(z +2)(2* +4) () x(z —2)*(z +
2) (22 +4) (d) 23(z—2)(x+2)(2* +4) (e) 2*(z — 2)(x + 2)(2* + 4)

Solucién: (d) Primero factorizamos x? y luego usamos diferencia de cuadra-
dos dos veces: 7 — 1623 = 23(x? — 16) = 23(2? — 4)(2* +4) = 23(z —
2)(x +2)(z* +4)
Ejercicio 29. Simplifique (52® — 322 4+ 42 — 7) — (52* — 3z + 2).

(a) ba® — 822+ 7x+9 (b) 5a®+822+7x —9 (c) Ha® — 8z + Tz —
9 (d) 523 — 822 — 9 (e) 5z — +7z — 9

Solucién: (c) Desarrollando tenemos: (523 —3z%+4x—7)— (5x?—3z+2) =
5a° — 3u? + 4w — 7 —5a* + 3z — 2 = Ha® — 8% + Tx — 9.
Ejercicio 30. Simplifique (32% + 5z — 4)(x — 2).

(a) * — 22— 14z +8 (b)) 2*+2? — 14z +8  (c) 323 —2? — 14z —
8 (d) 323 — 142* + 8 (e) 323 — 2? — 142 + 8

Solucién: (e) Tenemos que: (3z* + 5x — 4)(z — 2) = 3z + 52 — 4o —
62% — 10z + 8 = 32 — 22 — 14z + 8.

Ejercicio 31. Calcule el coeficiente de z* en el polinomio (x + 1)*

(a) 3 (b) 4 (c) 1 (d) 0 (e) 2
Solucién: (b) pues (g) =L =4

Ejercicio 32. Calcule el coeficiente de z* en (z — )"
(a) 2 (b) 4 (c) 47 (d) 35 (e) 56
Solucién: (d) Las combinaciones de 7 en 4 son ﬁ = T80 =35,
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3 Geometria elemental.

Seccion 17. El area de un rectangulo de base b y altura h es bh. El area
de un cuadrado de lado a es a®. El 4rea de un triangulo de base b y altura
h es bh/2. El 4rea de un circulo de radio r es 7%, donde 7 es el ntimero
pi, que vale aproximadamente 3.141592.

Seccién 18. El perimetro de un rectangulo de base b y altura h es 2b+ 2h.
El perimetro de un cuadrado de lado a es 4a. El perimetro de un triangulo
de lados a, b, c es a + b+ c. El perimetro de un circulo de radio r es 27r.

Seccion 19. El volumen de un paralelepipedo de ancho w, largo b y
altura h es wbh. El volumen de un cubo de lado a es a*. El volumen de un
prisma de base b y altura h es bh. El volumen de una piramide de base b
y altura h es bh/3. El volumen de un cilindro de base con radio r y altura
h es wr?h. El volumen de un cono de base con radio r y altura h es mr?h/3.
El volumen de una esfera de radio r es (4/3)mr3.

Ejercicios resueltos de Geometria Elemental.

Ejercicio 33. Si la longitud de un rectangulo disminuye por 10% y su altura
disminuye por 20%, ;cuanto disminuye su area?

(a) 30% (b) 28% (c) 25% (d) 23% (e) 15%
Solucién: (b) Nueva area = (0.90)(0.8h) = 0.72bh.

Ejercicio 34. Escriba el lado [ de un triangulo rectangulo isésceles como
funcién de su diagonal d

@d/V2 (b2 (@@ (VD (e) V2

Solucién: (a) Por el Teorema de Pitdgoras tenemos que [* + [* = d?, es
decir, 21 = d. Despejando [ nos queda lo requerido.

Ejercicio 35. Un rectangulo tiene perimetro 10 y area 6. Calcule sus di-
mensiones.

(a) 222 (b) 323 (c) 223 (d) 224 (e) 3z4

Solucién: (c) Sean b la base y h la altura. Tenemos que 2b + 2h = 10
y bh = 6. De la primera ecuaciéon tenemos que h = 5 — b, y sustituyendo
esto en la segunda ecuacién nos queda b(5 — b) = 6, que se reduce a 0 =
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b —5b+6 = (b — 3)(b— 2), de donde las posibles soluciones son b = 2 y
b=3. Sib=2entonces h = 3, y si b = 3 entonces h = 2, por lo que las
dimensiones del rectangulo son 2 por 3.

Ejercicio 36. El area de un circulo en metros cuadrados es igual a su cir-
cunferencia en metros. Calcule el radio del circulo en metros.
(a) 1 (b) 2 (c) w (d) 27 (e) 7*

Solucién: (b) Sea r el radio. El drea es mr® y su circuferencia es 27r.
[gualdndolas y resolviendo la ecuaciéon llegamos a que r = 2.

Ejercicio 37. El area de un cuadrado en metros cuadrados es igual a su
perimetro en metros. Calcule la longitud de su lado en metros.

(a) 1 (b) 2 (c) V2 (d) 3/v2 (e) 4

Solucién: (e) Sea [ el lado del cuadrado. El drea es [%, y el perimetro
es 4l. Igualando estas cantidades y resolviendo la ecuacion llegamos a que
=4.

Ejercicio 38. El perimetro de un tridngulo rectangulo isésceles es igual a su
area. Calcule la base del tridngulo.

(a) 1 (b) 2 (c) V2 (d) 4+ 2V2 (e) 4

Solucién: (d) Sea a la base (y por ser isdsceles, la altura también) del
triangulo. El drea es a?/2. La hipotenusa es \/a + a = v/2a, por lo que el
perimetro es 2a++v/2a = a(2+ \/§) [gualando estas cantidades y resolviendo
la ecuacién llegamos a que a = 2(2 + /2) = 4 + 2v/2.

4 Trigonometria.

Seccién 20. Dos tridngulos son semejantes si tienen los mismos angulos.
Si dos triangulos son semejantes, existe una constante k tal que las longitudes
de los lados de uno de los triangulos multiplicadas por k son iguales a las
longitudes de los lados del otro tridngulo.

Seccién 21. Un angulo recto es un angulo de noventa grados. Un tridngulo
que tenga un angulo recto se llama un triangulo rectangulo. En un
tridngulo rectangulo, el lado opuesto al angulo recto se llama la hipotenusa,
y los otros dos lados se llaman catetos. Dado un angulo @ menor de noventa
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grados en un tridangulo rectangulo, su cateto opuesto es el lado opuesto al
angulo «, y el otro cateto se llama el cateto adyacente al angulo «; se
definen las funciones trigonomeétricas del angulo o como sigue:

El seno de « es igual al cateto opuesto entre la hipotenusa, y se denota
sen(a).

El coseno de « es igual al cateto adyacente entre la hipotenusa, y se
denota cos(a).

La tangente de « es igual al cateto opuesto entre el cateto adyacente,
y se denota tan(q).

La cotangente de « es igual al cateto adyacente entre el cateto op-
uesto, y se denota cot(a).

La secante de « es igual a la hipotenusa entre el cateto adyacente, y
se denota sec(a).

La cosecante de « es igual a la hipotenusa entre el cateto opuesto, y
se denota csc(a).

Seccion 22. Considere un tridangulo rectangulo con catetos a, b e hipotenusa
c. El teorema de Pitagoras establece que

A =a®+

Secciéon 23. Las identidades trigonométricas mas importantes son:

sen?(z) + cos?(z) = 1

1+ tan®(z) = sec()

cse(z) = 1/sen(z);  sec(z) = 1/cos(z);  cot(x) = 1/tan(x)
tan(z) = sen(z)/ cos(z)
sen(—z) = —sen(z);  cos(—z) = cos(z)

sen(z + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos()
(

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sen(z)sen(y)
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cos(5Y)

e sen(z)sen(y) = L{cos(z — y) — cos(z + y)]

e cos(x)cos(y) = %[cos(x —y) + cos(z + y)]

Seccién 24. Considere un triangulo con lados a, b, ¢ y con angulos opuestos
A, B, C respectivamente. La ley de los senos establece que

senA senB  senC

a b ¢
La ley de los cosenos establece que

a®> = b+ 2 — 2bccos A

asi como férmulas andlogas para b? y c.

Ejercicios resueltos de Trigonometria.

Ejercicio 39. Considere un triangulo rectangulo con dngulo agudo 6 cuyo
cateto opuesto es de longitud 12. Si la tangente de 6 vale 4, calcule la longitud
del cateto adyacente a 6.

(a)3  (b)1/4  (¢)3/4  (d)48  (e)1/12

S _ __ opuesto __ 12
Solucién: (a) 4 = tan(f) = - Faconte = adyasnie:

Ejercicio 40. Considere un tridngulo con lados a,b,c y angulos opuestos
A, B,C. Sia=2,sen(A) =1/3, ysen(B) = 1/5, entonces b es

(a)1/15  (b)5  (c)2/3  (d)6/5  (e) 3/2

sen(A4) _ sen(B)

Solucién: (d) Ley de los senos: T

Ejercicio 41. Sea 6 un dngulo agudo cuyo seno es 1/7. Entonces el coseno

de 0 es
(a) 6/7 (b) —6/7 (c) \/E/7 (d) —1/7 (e) 1/49
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Solucién: (c) Use la identidad sen®(#) + cos?(f) = 1 y que el seno y el
coseno de un angulo agudo son positivos.

Ejercicio 42. Determine cudles de los siguientes son los lados de un triangulo
rectangulo
(a) 1,2,3 (b) 1,1,2 (c) 3,4,5 (d) 1,2,2 (e) 2,4,6

Solucién: (c) Es la tinica terna que cumple a? + b = ¢,

Ejercicio 43. Considere un triangulo rectangulo con hipotenusa 6 y un
cateto 4. Calcule la longitud del otro cateto.

(a) V20 (b) V24 (c) VG (d) 2 (e) 24

Solucién: (a) Por el Teorema de Pitagoras, 6% = 42 + 22 donde z es la
longitud del otro cateto. Despejando 2% = 36 — 16 = 20.

Ejercicio 44. Considere un tridngulo rectangulo con hipotenusa 6, y sea
6 uno de los dos dngulos agudos. Suponga que el cateto opuesto a 6 tiene
longitud 4. Calcule cos(#).

()1 (b)v20/6  (c)2/3  (d)3  (e)1/20

Solucién: (b) El cateto adyacente a € mide /20 por el Teorema de
Pitagoras, y el coseno es cateto adyacente entre hipotenusa.

Ejercicio 45. Sea 6 un angulo agudo tal que sen(f) = 2/7. Calcule cos(f)
(a)1  (b) —2/7  (c)V45/7  (d) —+V45/7  (e) 0

Solucién: (d) Se sigue de la igualdad 1 = sen?(6) + cos?(f), y que tanto
el seno como el coseno de un angulo agudo son positivos.

Ejercicio 46. Sea ¢ un angulo entre 90 y 180 grados. Entonces se cumple
forzosamente que
(a) el signo de cos(#) es negativo(b) el signo de cos(f) es positivo(c) el signo de sin(f) es nega

Solucién: (a) El dngulo 0 estd en el cuadrante superior izquierdo; su
coordenada x (que es el coseno) es negativa, y su coordenada y (que es el
seno) es positiva.

Ejercicio 47. Considere un tridngulo con lados a,b,c y angulos opuestos
A, B, C respectivamente. Sia =2 b= 3y cos(C) = 1/3, calcule c.

(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 (e) V13

Solucién: (b) Por la Ley de los Cosenos, ¢ = a® + b* — 2abcos(C), que
queda ¢ =4+ 9 —12(1/3) = 9.
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5 Logica y Problemas.

Seccion 25. Para plantear un problema se siguen los siguientes pasos:

1. ;Qué es lo que se sabe? Después de leer cuidadosamente el enun-
ciado del problema, hay que anotar la informacién que se nos propor-
ciona. De ser apropiado, hay que hacer un dibujo sencillo que ilustre
los datos que se conocen.

2. ;Qué es lo que se quiere? Si se pudo hacer un dibujo, hay que
identificar lo que se desea encontrar en él.

3. {Cémo llegar de lo que se sabe a lo que se quiere? Hay que
recordar si hemos visto un problema similar antes, o si conocemos al-
guna férmula que relacione lo que conocemos con lo que buscamos.

Seccién 26. Considere dos cantidades z y y. Decimos que = y y varian en
forma directamente proporcional (o que y depende linealmente de x)
si existe una constante k tal que y = kx; decimos que x y y varian en forma
inversamente proporcional si existe una constante k tal que xy = k. Siz
y y son directamente proporcionales, al duplicarse una, se duplica la otra; si
2y y son inversamente proporcionales, al duplicarse una, se reduce la otra a
la mitad.

Seccion 27. La velocidad promedio de un recorrido con distancia d y
tiempo t es d/t.

Ejercicios resueltos de Légica y Problemas.

Ejercicio 48. Marina es dos veces mas grande que Luis y Lupita es 6 anos
mas joven que Luis. Si Marina tiene a anos, jcuantos anos tiene Lupita?

(a)a+6 (b)a—6 (c)(a—12)/2 (d) (a+12)/2 (e)2a—6

Solucidn: (c) Sean a la edad de Marina, [ la edad de Luis, y ¢ la edad de
Lupita. Entonces a =2l y g =1 — 6. Despeje g en términos de a.

Ejercicio 49. En una escuela, 3/5 de todos los alumnos son varones. De
ellos, 1/4 juega basketball. Si el nimero de las muchachas de la escuela que
juegan basketball es igual al nimero de los varones que lo juegan, jqué parte
de las muchachas juega basketball?

(a) 1/10 (b)) 3/20  (c)1/4  (d)1/3  (e)3/8
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Solucién: (e) Sean e el nimero de los alumnos de la escuela, v el nimero
de varones, m el nimero de mujeres, b el nimero de alumnos varones que
juegan basketball (que es igual al nimero de mujeres que lo juega). Entonces
e=v+m, v =e3/5), v/4 = b= xm. Poniendo todo en términos de e
tenemos e(3/5)(1/4) = e(2/5)z. Cancelando obtenemos que x = 3/8.

Ejercicio 50. Un comandante dispone su tropa formando un cuadrado y
ve que le quedan 36 hombres por acomodar. Pone una fila y una columna
mas de hombres en dos lados consecutivos del cuadrado, pero le faltan 75
hombres para completar el cuadrado. ;Cuantos hombres hay en la tropa?

(a) 3061  (b)55  (c)3025  (d)2004  (e) 1025

Solucién: (a) Sea m el nimero de hombres en la tropa. Si se ordenan
los hombres en un cuadrado de lado a, tenemos que sobran 36, es decir,
n = a® 4+ 36. Si aumentamos el cuadrado en uno, faltan 75 hombres, o
sea que n = (a + 1)*> — 75. Juntando ambas ecuaciones obtenemos que
a? +36 = a® +2a + 1 — 75; cancelando a? de ambos lados y pasando las
constantes a la izquierda, obtenemos 110 = 36 + 75 — 1 = 2a, de donde
podemos concluir que a = 55, y n = (55)? + 36 = 3061.

Ejercicio 51. Cinco albaniles construyen una casa en 40 dias. ;Cudantos
dias tardaran & albaniles en construir esa casa?

(a) 200 (b) 25 (c) 20 (d) 30 (e) 24

Solucién: (b) Un albanil tardaria 5 % 40 = 200 dias, pero ocho albaniles
tardarian la octava parte de 200 dias, que son 25 dias.

Ejercicio 52. Edgar se tarda 10 minutos en encuadernar un libro, y Luis
se tarda 15 minutos. ;Cuénto tiempo se tardaran en encuadernar 30 libros
juntos?

(a) 1 hora (b) 150 minutos (c) 2 horas (d) 5 horas (e) 3 horas

Solucién: (e) En un minuto, Edgar encuaderna 1/10 de libro, y Luis en-
cuaderna 1/15 de libro; juntos encuadernan (1/10) + (1/15) = (3 +2)/30 =
5/30 = 1/6 de libro en un minuto; juntos se tardarian 6 minutos en en-
cuadernar un libro, por lo que les llevaria 306 = 180 minutos en encuadernar
30 libros, es decir, 3 horas.

Ejercicio 53. El boleto de entrada en un cine cuesta 5 pesos por nino y 10
pesos por adulto. Ayer 50 personas vieron la pelicula y la taquilla del cine
recibié 350 pesos. ;Cuantos adultos habia?

(a) 20 (b) 18 (c) 30 (d) 25 (e) 28
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Solucién: (a) Sea a el nimero de adultos y n el nimero de nifios que
vieron la pelicula. Tenemos que 50 = a+n (pues en total eran 50 personas),
y por otro lado 350 = 10a + 5n (pues fue el dinero recibido). Sustituyendo
n = 50—a en la segunda ecuacién queda 350 = 10a+5(50—a) = 10a+250—>5a,
de donde 100 = 5a y a = 20.

Ejercicio 54. Un tren sale del punto A en direccién al punto B con velocidad
constante de 70 km por hora. En ese instante, un tren sale del punto B al
punto A con velocidad constante. La distancia entre A y B es de 360 km, y
los trenes se encontraron después de tres horas. Calcule la velocidad en km
por hora del segundo tren.

(a) 120 (b) 60 (c) 70 (d) 100 (e) 50

Solucién: (e) Los trenes recorrieron 360 km en 3 horas, por lo que su
velocidad combinada fue de 120 km por hora. De esos, el primero aporto
una velocidad de 70 km por hora, o sea que el segundo contribuyé con la
velocidad restante, que fue de 120 — 70 = 50 km por hora.

Ejercicio 55. Miguel salié corriendo de su casa al zoolégico a 12 km por
hora, y regres6 caminando a 4 km por hora. Su velocidad promedio en todo
el recorrido en km por hora fue

(a) 5 (b) 6 (c) 7 (d) 8 (e) 10

Solucién: (b) Sean d la distancia en km de la casa de Miguel al zoolégico,
t1 su tiempo de ida y 5 su tiempo de vuelta. Tenemos que 12 = d/t;, y que
4 = d/ty. Su velocidad promedio es distancia total entre tiempo total, es
2d km por hora. Pero despejando a los
t1emp0s tenemos que t; = d/12 y t2 = d/4 por lo que la velocidad promedio

2d

Eueda como =7 = (d/12) (d/4) = [(1/12) o 4/12 =2x%3 =6 km por
ora.

Ejercicio 56. En un torneo de tenis, después de cada partido el perdedor
queda eliminado y el ganador avanza a la siguiente ronda. Se jugaron 120
partidos en total en el torneo. El ntimero inicial de jugadores es

(a) 60 (b) 64 (c) 121 (d) 240 (e) 360

Solucién: (c¢) Cada partido se eliminé a un jugador; como se jugaron 120
partidos, se eliminaron 120 jugadores, mas el ganador del torneo (que nunca
fue eliminado) da un total de 121 jugadores al inicio del torneo.
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6 Funciones y Graficas.

Seccién 28. Una funcion f del conjunto A en el conjunto B asigna a
cada elemento x de A un elemento f(x) de B. Decimos que f(x) se obtuvo
evaluando la funcién f en x. Si f es una funcién de A en B, escribimos
f:A— B. Si Ay B son subconjuntos del conjunto R de niimeros reales,
definimos la grafica de la funcién f como el conjunto de todos los puntos
del plano de la forma (z, f(x)).

Seccion 29. A continuacién listamos algunas funciones conocidas y sus
graficas:

e Lagrafica de la funcién f(z) = ma+b es una linea recta con pendiente
m que pasa por el punto (0, ).

e La grifica de la funcién f(x) = z? es una parabola que abre hacia
arriba y pasa por el origen.

e La gréfica de la funcién f(z) = 1/ es una hipérbola.

Seccion 30. Si f y g son funciones definidas en los niimeros reales, definimos
la composicion de f seguida de g, denotada g o f, como la funcién que
evaluada en = es (go f)(x) = g(f(x)), para los z en que dicha expresion esté
bien definida.

Seccién 31. Un lugar geométrico es un conjunto de puntos del plano, que
puede o no ser la grafica de una funcién. La distancia entre dos puntos
del plano (z,y) y (a,b) es /(z — a)? + (y — b)2. El lugar geométrico de los
puntos (z,y) que cumplen 2% + y? = 1 es un circulo de radio uno centrado
en el origen. En general, la ecuacién (x — a)? + (y — b)? = r? describe a los
puntos (z,y) en un circulo con centro (a,b) y radio .

Seccion 32. Considere una funcion f : A — B, donde A y B son subcon-
juntos de los reales, y sea a un nimero real positivo. Las siguientes opera-
ciones se pueden realizar a la funcién f, y se explica el efecto que tienen en

la gréfica de f:

e f(x + a) se traslada la gréfica de f horizontalmente a unidades a la
izquierda.

o f(x — a) se traslada la gréfica de f horizontalmente a unidades a la
derecha.
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e f(x) + a se traslada la grafica de f verticalmente a unidades hacia
arriba.

e f(x) — a se traslada la grafica de f verticalmente a unidades hacia
abajo.

o f(—x) se refleja la grafica de f con respecto al eje vertical (de las y).
o —f(x) se refleja la grafica de f con respecto al eje horizontal (de las x).

e f(ax) se encoge la grafica de f horizontalmente hacia el origen por
un factor de a (por ejemplo, la gréfica de f(2z) se encoge a la mitad
horizontalmente).

e af(x) se expande la grafica de f verticalmente desde el origen por
un factor de a (por ejemplo, la grafica de 2f(x) se expande al doble
verticalmente).

Ejercicios resueltos de Funciones y Graficas.

Ejercicio 57. Calcule la distancia de (2,3) a (4,6)
(a) 0 (b) V13 (c) V5 (d) 5 (e) 13

Solucién: (b) La férmula da /(2 — 4)2 + (3 — 6)2.

Ejercicio 58. La pendiente de la recta 2z + 3y = 4 es

(@3 (b)2/3 () =3/2 (d) =2/3 () 3/2
Solucién: (d) Despejando a la y queda y = —(2/3)x + 4/3.

Ejercicio 59. Determine la funciéon cuya grafica se obtiene moviendo la
grafica de f(z) 3 unidades a la derecha

(@) fle+3) (b) fB—=12) (c) f(z)+3 (d) f(z) =3 (e) f(z —3)
Solucién: (e) El moviento es horizontal, asi que afecta a la x.

Ejercicio 60. El lugar geométrico dado por la ecuacién (z—3)?+(y—4)%> =9
es un circulo con centro y radio dados respectivamente por

(a) (3.4)y9(b) (34)y3(c) (0,0)y1(d) (V3,2)y3(e) (v3,2)y9

Solucién: (b) Es inmediato de la expresién (z — a)? + (y — b)? = r2.
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Ejercicio 61. Calcule el punto en que se intersectan las rectas dadas por las
ecuaciones 2x + 3y =4y 5z + 7y = 6.
(a) (=10,10) (b) (8,-10) (c) (=10,8) (d) (0,0) (e) (4,6)

Solucién: (c) Despejando a y en la primera recta da y = (4 — 2x)/3;
despejando a y en la segunda recta da y = (6 — 5z)/7. En el punto de inter-
seccion, ambas son expresiones validas para y, por lo que las podemos igualar
para obtener la ecuacién (4 — 2x)/3 = (6 — 5x)/7. Despejando obtenemos
que 28 — 14x = 18 — 15z, lo que nos lleva a que x = —10. Evaluando esto en
la primera ecuacién tenemos que y = (4 + 20)/3 = 8, por lo que el punto de
interseccién es (-10,8).

7 Ecuaciones.

Seccion 33. Una ecuacion es una igualdad en donde aparecen una o mas
incognitas. A las incégnitas también se les llama variables o indetermi-
nadas. La letra més comin para denotar una incognita es la letra x. El
grado de una ecuacién en una variable es la mayor potencia a la que aparece
dicha variable. Una ecuacién de primer grado es de la forma ax+b = 0 donde
a y b son nimeros reales y a # 0 (por ejemplo, 5z + 7 = 0 es una ecuacién
de primer grado). A una ecuacién de primer grado también se le llama una
ecuacion lineal. La solucién de la ecuacion ax +b =0 es © = —b/a. Una
ecuacién de segundo grado es de la forma ax?® + bz + ¢ = 0 donde a,b y ¢ son
nimeros reales y a # 0 (por ejemplo, 322 — 62 — 3 = 0 es una ecuacién de
segundo grado). A una ecuacién de segundo grado también se le llama una
ecuacién cuadratica. La ecuacién ax? + bz + ¢ = 0 tiene dos posibles solu-
ciones, dadas por @ = —bEvb—dac szfm; si b? —4ac = 0, la ecuacién tiene una tnica
solucién; si b? —4ac < 0 la ecuacién no tiene soluciones reales; si b — 4ac > 0
la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas. La expresion —ZEvi—dac go

2a
conoce como la férmula general para resolver las ecuaciones cuadraticas.

Secciéon 34. Un sistema de ecuaciones es un conjunto de varias ecua-
ciones. Un sistema de dos ecuaciones lineales en dos incognitas es de la
forma

ar +by =0
cx+dy =0
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donde a,b, c,d son nimeros reales. Este tipo de sistema de ecuaciones se
puede resolver primero despejando a la y en términos de = en la primera
ecuacion, y sustituyendo este valor en la segunda ecuacion, para tener una
ecuacion en la variable x; se resuelve esta ecuaciéon para encontrar el valor
de x, y se usa este valor para encontrar el valor de y. Esta técnica se llama
sustitucion, y se puede aplicar a sistemas con mas ecuaciones e incégnitas.

Ejercicios resueltos de Ecuaciones.

Ejercicio 62. Encuentre la solucion de la ecuacién % = 2; xr =

(a) 6 (b) 5 (c) 1 (d) 2 (e) 0

Solucién: (b) Despejando queda z + 1 = 2(z — 2) = 2z — 4, por lo que
x =5 (y cumple x — 2 # 0, para que tenga sentido la fraccién original).

Ejercicio 63. Encuentre todas las soluciones de la ecuacién 522 = 10 —
ox; T =
(a) 1,2(b) 1,—-2(c) 2,—-2(d) 1,—1,2,—2(e) no tiene soluciones reales

Solucién: (b) Cancelando 5 y despejando queda 22 +x — 2 = 0. Use la
formula general para obtener las dos soluciones.

Ejercicio 64. Encuentre las soluciones de la ecuacién z? + 9 = 6x; r =
(a3 (b)3,9 (c)0,3 (d)9 (e) no tiene soluciones reales

Solucién: (a) Despeje para obtener z2 — 6z + 9 = 0 y use la férmula
general para obtener la tnica raiz x = 3.

Ejercicio 65. Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacién 2% + 1 =
0; T =
(a1 (b) =1 (c)1,—-1 (d) 0 (e) no tiene soluciones reales

Solucion: (e) Al usar la férmula queda una rafz cuadrada de un nimero
negativo, que no tiene solucion en los nimeros reales.

Ejercicio 66. Encuentre la solucion del sistema de ecuaciones 4z + y =
5; 20 —y =7

(@)r=-2,y=-3(Mb)z=-2,y=3(c)r=4y=—-6(d) z =5,y =
7 (e) z=2,y=-3
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Solucién: (e) Despejando en la primera ecuacién da y = 5 — 4x; susti-
tuyendo esto en la segunda nos queda 2z — (5 — 4z) = 7, es decir, 2z —
54+ 4x = 7, por lo que 6x = 12 y x = 2. De y = 5 — 4x nos queda
y=5—4(2)=5—-8=-3.

Ejercicio 67. Encuentre el valor de x a partir de 2z + 7 = 13.
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 7 (e) 26

Solucién: (c) Reste 7 para obtener 2z = 6; divida entre 2 y obtiene z = 3.

Ejercicio 68. Resuelva
Sr+4 5

2 +3
(@2 (b)) =2/5 (c) =1/2  (d)5/2  (e)4/3

Solucién: (a) Multiplicando por el denominador obtenemos 5x + 4 =
2(2x + 3) = 4x + 6. Reste 4x para llegar a x + 4 = 6; reste 4 para obtener
T =2

Ejercicio 69. Encuentre todas las soluciones de

w2+x—12_
om—6

1

(a) 2 (b) —2 (c) —2y3 (d) 3 (e) ninguna

Solucién: (b) Multiplicando por el denominador nos da z? + x — 12 =
22 — 6; restando 2z — 6 tenemos 0 = 22 —x — 6 = (v — 3)(z + 2), cuyas
soluciones son x = 3 y x+ = —2. Sin embargo, vemos que la tnica solucion
que funciona en la ecuacién original es x = —2, pues la expresién no esta
bien definida cuando x = 3 (el denominador se hace cero).

8 Desigualdades.

Seccion 35. Una desigualdad es una ecuaciéon en la que el simbolo de
igualdad se cambié por <, >, < o >. Para resolver una desigualdad, primero
se encuentran los valores de x donde hay o bien igualdad o una expresion
que no estd bien definida; esto nos dividirda a la recta real en varios inter-
valos. Después se escoge un numero real cualquiera en cada uno de estos
intervalos, y si satisface la desigualdad, todo el intervalo donde esta también
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la satisface; de lo contrario, desechamos dicho intervalo. Si se desean resolver
varias desigualdades simultaneamente, se resuelve cada una por separado y
se encuentran las soluciones comunes a todas.

Seccién 36. Un intervalo abierto con extremos a y b es el conjunto de
todas las © € R con a < x < b, y se denota (a,b). Un intervalo cerrado
con extremos a y b es el conjunto de todas las z € R con a <z < b, y se
denota [a, b]. El intervalo [a,b) consta de las © € R que cumplen a < x < b;
el intervalo (a,b] consta de las © € R que cumplen a < z < b. El intervalo
(a,4+00) consta de las z € R tales que a < x; el intervalo (—oo, b) consta de
las x € R tales que < b. Andlogamente se definen [a, +00) y (—00, b].

Ejercicios resueltos de Desigualdades.

Ejercicio 70. Calcule el conjunto de puntos que cumplen 3x — 4 > 2.
(a) (2,3) (b) (2,400) (c) (3,4) (d) (=00,2) (e) (-2,2)

Solucién: (b) Manipulando la desigualdad llegamos a que 3z > 6, y luego
que x > 2.

Ejercicio 71. Calcule el conjunto de puntos = que cumplen |2z — 1| < 3

Solucién: (b) La desigualdad equivale a resolver 0 < 2x — 1 <3y 0 <
—(2x — 1) < 3; la tultima desigualdad es equivalente a —3 < 2x — 1 < 0
(multiplicar por negativo cambia la desigualdad), y nos queda la desigualdad
compuesta —3 < 2x — 1 < 3. Sumando 1 a todo da —2 < 2x < 4; dividiendo
entre 2 tenemos —1 < x < 2.

Ejercicio 72. Calcule el conjunto de puntos que cumplen 2> — 3 < 1.
(a) (=1,1)(b) (=2,2)(c) (o0, —2)(d) (2,+00)(e) (—00, —2), (2, +00)

Solucién: (b) Resolvemos primero la igualdad 22 — 3 = 1 y vemos que las
soluciones son x = —2 y x = 2. Notamos ademés que no hay puntos donde la
expresion esté sin definir (denominadores, por ejemplo). Esto divide la recta
real en tres regiones: (infty, —2),(—2,2) y (2, +00). Escogemos un punto en
cada region para ver si la region completa cumple la desigualdad: —3,0, 3.
Vemos que el tnico de estos tres puntos que cumple la desigualdad es 0, por
lo que la tnica regién con soluciones es (—2,2).
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9 Limites y Continuidad.

Seccién 37. Sea f : (a,b) — R una funcién, y sean ¢ un elemento del
intervalo (a,b) y A un nimero real. Decimos que la funcién f tiene limite A
en el punto ¢ (o también que f(x) tiende a A cuando z tiende a c), si para
toda € > 0 existe 6 > 0 tal que si |[x — ¢| < § entonces |f(z) — | < €. Este
hecho se denota

lim f(z) = A

r—C

Decimos que f es continua en el punto ¢ si f tiene limite f(c) en c¢. Deci-
mos que f es una funcién continua si es continua en todo punto donde esta
definida.

Seccién 38. Sea f : (a,b) — R una funcién, y sean ¢ un elemento del
intervalo (a,b) y A un numero real. Decimos que la funcién f tiene limite
derecho \ en el punto ¢ (o también que f(z) tiende a A cuando x tiende a
¢ por la derecha), si para toda € > 0 existe § > 0 tal quesi 0 <z —c < §
entonces |f(z) — A| < e. Este hecho se denota

lim f(z) =\

xz—ct
Decimos que la funcién f tiene limite izquierdo )\ en el punto ¢ (o también
que f(x) tiende a A cuando x tiende a ¢ por la izquierda), si para toda € > 0
existe 0 > 0 tal que si 0 < ¢ —x < 4 entonces |f(x) — A| < e. Este hecho se

denota
lim f(x)= A

r—Cc—

Seccion 39. Los siguientes son ejemplos de funciones continuas:
e Las funciones constantes.

e Los polinomios: z, 2%, 1023 — 322 + Tx — 20, etc.

Las funciones trigonométricas: sen(x), cos(z), tan(z) etc.

La funcién exponencial e*.

El logaritmo: In .
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Seccidon 40. Sumas, restas, productos, y composiciones de funciones contin-
uas vuelven a ser funciones continuas. El cociente de dos funciones continuas
es una funcién continua donde el denominador no es cero; dicho cociente
puede o no tener limite en donde se anula el denominador (vea los ejemplos
resueltos).

Ejercicios resueltos de Limites y Continuidad.

Ejercicio 73. Calcule lim,_,_5 32> — 5z + 8
(a) no existe (b) 2 (c) 30 (d) —2 (e) 0

Solucién: (¢) Como la funcién es un polinomio, que es continua, el limite
se obtiene simplemente evaluado: 3(—2)? —5(—2) +8 = 12 + 10 + 8 = 30.

Ejercicio 74. Calcule lim,_,5 %

(a) no existe (b) 2 (c)0 (d) —2 (e) 4
Solucién: (e) Evaluando tendriamos 0 entre 0, que no nos dice nada.
Notamos que el numerador se factoriza como (x — 2)(x + 2); cancelando un

x — 2 con el denominador, nos queda x + 2, que tiende a 4 cuando x tiende
a 2.

10 Derivadas e Integrales.

Seccién 41. Sea f : (a,b) —> R una funcién, y sea ¢ un elemento del
intervalo (a,b). Decimos que la funcién f es diferenciable en el punto c si

el limite
x)— f(c

1o @) = (0

z—c Tr—cC
existe. Dicho limite se llama la derivada de f en ¢, y se denota f'(c).
Decimos que f es una funcion diferenciable si es diferenciable en todo punto
donde esta definida; en este caso, la derivada de la funcion f es una funcién
que estd definida en el dominio de f, y se denota f’. Note que toda funcién
diferenciable es continua. Es posible definir derivada por la derecha y por la
izquierda usando limites por dichos lados.

Seccion 42. Ejemplos de derivadas:

e La derivada de cualquier funcién constante es 0.
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La derivada de la funcién f(z) = z es la constante 1.

La derivada de la funcién f(x) = 2™ es nz" L.

La derivada de sen(x) es cos(z).

La derivada de cos(x) es —sen(z).
e La derivada de e* es e”.
e La derivada de Inx es 1/x.

Seccién 43. Sea f una funcién diferenciable en el intervalo (a,b), y sea
¢ un punto en dicho intervalo. El valor f'(c¢) (es decir, la derivada de f
en ¢) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto
(e, f(e)). Si f'(x) > 0 para todo x en (a,b), entonces f es una funcién
estrictamente creciente, es decir, para cualesquiera ¢,d con a < ¢ < d < b
se tiene f(c) < f(d). Si f'(xz) < 0 para todo z en (a,b), entonces f es una
funcién estrictamente decreciente, es decir, para cualesquiera c¢,d con
a<c<d<bsetiene f(c) > f(d). Si f'(x) =0 para todo z en el intervalo
(a,b), entonces f es constante en ese intervalo.

Seccién 44. La direnciacién cumple las siguientes reglas. Si f y g son
funciones diferenciables, entonces:

o f + g es diferenciable y (f + ¢)'(z) = f'(z) + ¢'(v);

e fg (el producto) es diferenciable y (fg)' (z) = f'(x)g(x) + f(x)d'(z);

e /" (una potencia no cero de f) es diferenciable y (f™)'(z) = nf" (x);
e Siademds g(z) # 0, entonces f/g (el cociente de f entre g) es diferen-

ciable y (f/g)(z) = L@e@ @) @).

9(x)

e fog (la composicién de g seguida de f) es diferenciable y (fog)'(z) =
f'(g(x))d (x) (ésta es la regla de la cadena).

e Si k es una constante real, entonces kf es diferenciable y (kf) (z) =
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Seccidon 45. El siguiente resultado se conoce como la regla de L’Hépital:
Sean f, g funciones diferenciables definidas en un intervalo abierto, y sea c
un elemento de ese intervalo. Si

lim f(z) =0 = liLn g(x)

Tr—cC
y ademas
/
limx — cf/ (z)
g'(x)
existe, entonces también existe el limite
limz — cﬂx)
9(x)

y es igual al limite anterior. Un resultado andlogo se tiene si tanto f(x) como
g(x) tienden a infinito cuando x tiende a c.

Seccién 46. Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado [a,b]. Una
antiderivada (o también llamada una integral indefinida) de f es una
funcién diferenciable F' con dominio [a,b] y tal que F'(z) = f(z) para toda
x en [a,b]. Dos antiderivadas cualesquiera de f difieren por una constante
aditiva. Si F' es una antiderivada de f, esto se denota a veces como

F(z) = / F(t)dt

aunque esta notacién es peligrosa, puesto que las antiderivadas no son tnicas.
Si f tiene una antiderivada en el intervalo [a, b], decimos que f es integrable
en el intervalo [a, b]; en este caso, la integral definida de f en el intervalo
[a, b] se define como

b
| #a)da =P - Fla)
donde F es cualquier antiderivada de f en el intervalo |a, b].

Seccién 47. Sea f una funcién integrable en el intervalo [a,b]. Si f(z) >0
para toda x en [a, b], la integral definida f; f(z)dz es el area comprendida
entre la grafica de f y el eje de las x sobre el intervalo [a, b]. Si f(x) < 0 para
toda x en [a, b], la integral definida fab f(z)dx es el drea comprendida entre la
grafica de f y el eje de las x sobre el intervalo [a, b] pero con signo negativo.
Si f(x) es arbitraria, la integral definida fab f(z)dz es el resultado de cancelar
areas positivas (arriba del eje de las x) con dreas negativas (debajo del eje
de las z).
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Seccion 48. Ejemplos de funciones integrables: Si f es continua, entonces
f es integrable. En particular, son integrables las constantes, los polinomios,
las funciones trigonométricas (en los intervalos en que estén bien definidas),
la funcién exponencial e”, y el logaritmo natural Inx (en cualquier intervalo
[a,b] con 0 < a <b).

Seccion 49. La integracion cumple las siguientes reglas para cualesquiera
funciones integrables f y g y constante k:

o [[f(t)+g@®))dt = [f(t)dt+ [g(t)dt
o [kf(t)dt =F [ f(t)dt

o [[f'(t)g(t) + f(t)g'()]dt = f(z)g(x)
o [f'(g(t)g'(t)dt = f(g(x))

o [t"dt = f:ll + C donde n es un numero distinto de -1, y C es una

constante arbitraria.

Ejercicios resueltos de Derivadas e Integrales.

Ejercicio 75. Calcule la derivada de sen(z) cos(z).
(a) sen’(x) cos'(z) (b) sen’(cos'(x)) (c) sen’(x) cos(z) +
sen(x) cos'(x) (d) 2sen’(x) cos(x) (e) 2sen(z) cos'(x)

Solucién: (c) Use la férmula para la derivada de un producto.

Ejercicio 76. Calcule lim, _Ser;(‘”)

(a) 0 (b) no existe ()1 (d) o (e) —1

Solucién: (c) Use la regla de L’Hopital para obtener que el limite es igual
cos(x)
1

al limite de === cuando z tiende a 0, que es 1.
Ejercicio 77. La derivada de una funcién f(z) definida en el intervalo cer-
rado [0,1] es sen(x)* + (2x — 5)2. ;Cudl de las siguientes condiciones es
forzosamente falsa?

(a) f(0) >0 (b) f(0) <0 (c) £(0) > f(1) (d) f(0) <
f() (e) f es continua en [0, 1]
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Solucién: (c) La derivada es positiva, por lo que la funcién f es estricta-
mente creciente en el intervalo [0,1].

Ejercicio 78. Calcule la derivada de la funcién f(z) = 102° — 722 + 3x — 5
(a) 102* =72 +3 (b) bz* —2z+=xz (c) 2° —2*+x (d) 502* — 14z +
3 (e) (10/6)x5 — (7/3)x® + (3/2)2* — 5z

Solucién: (d) Use las férmulas para derivadas de 2™, de af(x) y de una
suma.

Ejercicio 79. Calcule la derivada de f(x) = e* 4 In(x)
(a) e®+1/z(b) e*+In(x)(c) 1/e*+1/In(z)(d) e* 1 +1/z(e) e* 1 —1/2?

Solucién: (a) Es la suma de las derivadas.

Ejercicio 80. Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
funcién f(z) = 3sen(z) en el punto (0,0)

(2) 0 (b) 1 (c) 1/3 (d) 3 (e) =3

Solucién: (d) La derivada de f es f'(x) = 3cos(z), y evaluada en x = 0
da 3.

Ejercicio 81. Calcule ff 322 — 4x + 3dx
(a) 2 (b) 7 (c) 4 (d) 1 (e) 6

Solucién: (c) Una antiderivada para 3z* — 4z + 3 es 2° — 22 + 3z; la
evaluamos en 2 y obtenemos 6, la evaluamos en 1 y obtenemos 2, por lo que
la resta es 6 — 2 = 4.
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les pueden servir para preparar la parte matematica de su examen de ad-
misién a la Licenciatura.

La parte de Algebra estd plenamente cubierta en el [?]. La parte de
Trigonometria y Geometria Analitica se puede encontrar en el [?]. Para la
parte de célculo, el [?] es suficiente.
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